KONVEX TESTEKHEZ HOZZARENDELT TESTEK

IFJ. MAKAI ENDRE

ABSTRACT. In this talk we investigate three bodies associated to a convex body: the
intersection body, the cross-section body and the projection body. We will review
some of their properties, investigate the inclusion relations among them, as well as the
sharpness of these relations, and certain inclusion relations in the converse direction.

60 Definiciok

1. Definicié. Egy K C R? (= d-dimenzi6s euklideszi tér) részhalmaz konvex test,
ha konvex, kompakt, és belseje, int K nem iires.

2. Definicié. A) (Lutwak) Legyen K C R? konvex test, és 0, az origé legyen int K -
ban. Ekkor legyen M (K) (= K metszet teste) a {\u | u € S1, 0 <A< Vi (KN
ut)} halmaz, ahol S9! a 0 koriili egységgdmb felszine, Vy_; a (d — 1)-térfogatot
jeldli, és u™ a 0-n &thaladé, u-ra ortogonélis hipersik. (Azaz M (K) az a 0 koriili
csillagtartomany, amelynek hatarpontjait igy kapjuk, hogy az u iranyba felmérjiik
K-nak az u-ra ortogonalis linedris altérrel valé metszetének (d — 1)-térfogatét.)

B) (Martini) Legyen K C R? konvex test. Ekkor legyen M,,..(K) (= K
maximalis metszet teste) a {\u | u € ST 0 <\ < max,epa Va1 (KN (ut +2))}
halmaz. (Azaz M. (K) az a 0 koriili csillagtartomény, amelynek hatarpontjait
ugy kapjuk, hogy az u irdnyba felmérjiik K-nak az u-ra ortogondlis affin alterekkel
valé legnagyobb (d — 1)-térfogati metszetének (d — 1)-térfogatit. Megjegyezziik,
hogy ennek részben fizikai motivacidja is van: a fémek U.n. Fermi feliiletének
konnyt megmérni az M, testjét. A Fermi feliilet a fémracsban levo szabad elek-
tronok alkotta ”elektrongdz” altal a sebességtérben elfoglalt térrész hatara, elvben
0 Kelvin fokon. Ekkor az elektronok egyiittes energiaminimumra torekednek, de a
Pauli kizarasi elv miatt egy helyet csak egy elektron foglalhat el a sebességtérben,
igy egy gombhoz tobbé-kevésbé hasonld térrész jon létre. Mivel a fémkristalyok
nem lehetnek gdmbszimmetrikusak, a Fermi feliiletek sem lesznek gémbalakuak.)

C) (Minkowski) Legyen K C R? konvex test. Ekkor legyen P(K) (= K pro-
jekcidteste) a ,cga-1{z € R? | [(z,u)| < Vg_i1(proj,. K)} halmaz, ami persze
konvex test, ahol (x,u) az x és u vektorok skaldris szorzata, és proj,. az u'-ra
valé ortogonédlis projekciét jeloli. (Azaz P(K) olyan parhuzamos siksavok met-
szete, amelyek hatérolé sikjai olyan tdvolsagra vannak 0-tél, mint K-nak u’-ra vett
ortogondlis projekcidjanak (d — 1)-térfogata.) Tovabba P(K)-nak a definiciébeli
eloallitasa parhuzamos siksavok metszeteként pontos abban az értelemben, hogy
egyetlen fenti siksavot sem lehet kisebbel helyettesiteni, anélkiil, hogy a metszetiik
kisebbé ne valna.
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Példa. (Croft) Legyen d = 2, és K egy 2 élii szabalyos haromszog, 0 kbzépponttal,
és egy vizszintes oldallal. Ekkor M (K) egy vizszintes oldallal rendelkezd, v/3 oldali
szabdlyos hatszogbdl szarmazik oly médon, hogy annak csicsait megtartjuk, mig
oldalait a végpontjaik megtartasaval igy deformaljuk, hogy hat konkav hiperbolaiv
altal hatarolt, 0 koriili csillagtartomanyt kapunk. Tovabbd M., (K) és P(K)
ekkor egybeesnek, és megegyeznek egy olyan 2 éli szabalyos hatszoggel, amelynek
van egy fiiggbleges oldala, és amelynek oldalkézéppontjai M (K) csucsai. (Vegyiik
észre, hogy K-nak barmilyen irdnyi maximalis hirja K-nak egy csiicsan halad at,
és K-nak barmilyen egyenesre valé vetiilete megegyezik K valamelyik oldaldnak az
egyenesre valé vettiletével.)

§1 Milyenek ezek a testek?

1. Tétel. A) (Bolker) A {P(K) | K C R? konvex test} halmaz megegyezik azon
d-dimenzios linedris normalt terek eqységgombjeinek halmazdval, amelyeknek dudlis
tere izometrikus altere az L1[0,1] térnek.

B) (Croft) K C R? konvex testre M (K) dltaldban nem konvez, de
(Busemann) ha K C RY konver test 0-ra szimmetrikus, akkor M(K) = M4 (K)
konvex (és a K eqységgombi linedris normdlt térben az izoperimetrikus probléma
megoldasdanak poldrisa, ahol a térfogat a d-dimenzios Lebesgue mérték, és a felszin
a barmilyen metrikus térben legtermészetesebb modon értelmezett (d — 1)-Hausdorff
mérték).

C) (Brehm-Meyer) Legyen d > 2 egész szam. FEkkor pontosan akkor lesz minden
K C R? konvex test esetére M,,q.(K) konvex, ha d < 3.

§2 Milyen relaciék vannak ezek ko6zott a testek kozott?

2. Tétel. (Petty-Martini) Legyen K C R? konvex test, és legyen 0 € intK. Ekkor
M(K) C My (K) C P(K);

(d = 2-re Haommer, d > 3-ra Makai-Martini- 0dor) az elso tartalmazdsban egyenlé’ségl
pontosan akkor dall, ha K 0-ra szimmetrikus;

(Martini) a mdsodik tartalmazdsban egyenldség pontosan akkor dll, ha d < 2 vagy
K ellipszoid.

63 Egyedi K testekre javithatdk-e a fenti tartalmazasi relaciok?

3. Tétel. A) (Gardner-Martini) Legyen K C R? konvex test, és legyen 0 € intK .
Ekkor bdM (K) N bdM . (K)) # 0, ahol bdX egy X halmaz hatdrdt jeloli. Azaz,
létezik u € S9=1, amelyre minden x € R esetén fenndll Vy_1 (K Nut) > Vi1 (KN
(ut +2)).

Példa. Ha K gomb, amelynek kozéppontja ¢ # 0, akkor a fenti egyenlétlenség nem
csak egyetlen u € S?1-ra &ll fenn minden = € R? esetén, hanem S% ! N¢t minden
u pontjara, amely halmaz egy f6-S%=2 az S?!-en.

Sejtés. A tételben fent emlitett maximalitési tulajdonsagi u € S¢'-ek halmazanak]]
Hausdorff dimenzidja legalabb d—2, és (d—2)-Hausdorff-mértéke legalabb V;_o(S9~2) |}
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A’) (Makai-Martini) A fenti sejtés egy gyengébb formaban igaz,
sét, (d — 1)-dimenzids metszetek helyett m-dimenziés metszetekre fenndll

A”) (m = 1-re Hammer, m > 2-re Makai-Martini) Legyen K C R? konvex test,
és legyen 1 < m < d — 1 egész szam. FEkkor létezik L,, C RY linedris m-altér,
amelyre minden x € R? esetén fenndll V,,(K N Ly,) > Vi (K N (Ly, + ), ahol
Vin (X)) jeléli egy m-dimenziés affin altérben fekvé halmaz m-dimenziés Lebesgue
mértékét. Tovabba az itt emlitett maximalitasi tulajdonsagu L,, linearis alterek
halmaza nemcsak hogy nem lires, hanem a fentihez hasonlé értelemben elég nagy
halmazt alkotnak (a Hausdorff dimenziéval kapcsolatban).

B) (Makai-Martini) Legyen d > 3 egész szam. Ekkor "majdnem minden” K C
R? konvex testre fenndll M,,..(K) C intP(K) (pontosabban ez fenndll konvex
testeknek a Hausdorff metrika szerint egy strii nyilt halmaz&an).

Emlékeztetiink ra, hogy a 2. Tétel szerint d < 2 esetén M4, (K) = P(K).

Tovabba a 2. Tételben szerepld ellipszoid karakterizacié (d > 3-ra), marmint
hogy M e (K) = P(K), és majdnem minden konvex testnek ettdl teljesen eltérd
viselkedése, marmint hogy M,,..(K) C intP(K), kapcsolatban van a kdvetkez6
tétellel (s6t a 3. Tétel B) részének bizonyitdsa tobbé-kevésbé az aldbbi tételbol
kovetkezik).

Tétel. A) (Blaschke) Legyen d > 3 egész szim. Ekkor egy d > 3 dimenzids linedris
normdlt tér egységgombje ellipszoid pontosan akkor, ha minden ((d—1)-dimenzids)
linedris altérre létezik P linedris projekcié az altérre (azaz P? = P, és a P képtere
az adott altér), amely kontrakcio. (Mint az euklideszi térben az ortogondlis pro-
jekcid.)

B) (Gruber) AzR% térben "majdnem minden” normdra semmilyen 2 < m < d—1
dimenzios linedris altérre sincs kontraktiv linedris projekcio.

84 Vannak-e forditott iranyu tartalmazasok
ezen testek konstansszorosai kozott?

Példa. Legyen K C R? egy 2 élii szabalyos haromszog, amelynek van egy vizszintes
oldala, és amelyre 0 € intK, de 0 nagyon kozel van K-nak a vizszintes oldaldval
szemkozti csicsahoz. Ekkor v € St fiiggbleges vektor esetén tetszdleges rogzitett
pozitiv ¢ esetén lehetséges Vy_1(K Nut) < e max,cpaVy_1(K N (ut + z)), azaz
Mpae(K) ¢ e M(K).

4. Tétel. A) (Makai-Martini) Legyen K C R? konvex test. FEkkor létezik egy
¢ € intK pont, amelyre fenndll M,q.(K) C (d%.l'l)d_1
u € S re fenndll

- M(K — ¢), azaz minden

d+1

d—1
d ) Va1 (KN (uh +¢)).

Mazyera Va1 (K N (ut + x)) < <

Tovabbd ez az egyenlotlenség éles, pl. K eqy szabdlyos szimplex esetén, amikor c
a sulypont, u € S¥1 egy hiperlaphoz tartozé magassdg irdnydba mutaté vektor, és
a mazimdlis (d — 1)-térfogati, u-ra ortogondlis hipersikkal valo metszet a tekintett
hiperlap.

Sét, (d — 1)-dimenzids metszetek helyett m-dimenzids metszetekre fenndll az aldbbi
altaldnosabb
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A’) (Fradelizi) Legyen K C R? konvex test, és legyen 1 < m < d — 1 egész szdm.
Legyen tovdbbd ¢ a K test sulypontja. Ekkor minden L,, C R? linedris m-altérre
fenndll

d+1\"
MtV K O (L ) < (S50 ) VB O (B ).

Tovabbd ez az dltaldnosabb egyenlotlenség is éles, szintén pl. K egy szabdlyos sz-
implex esetén, amikor L,, K-nak eqy m-lapjaval parhuzamos, és a mazximadalis m-
térfogatu, vele parhuzamos metszet K-nak a tekintett m-lapja.

B) (Makai-Martini) Legyen K C RY konvex test. Ekkor

P(K) C [27d(1 4+ o(A)]¥? - Mipas(K),

ahol a o jel d — oo-re értendo.

B’) (Makai-Martini) A B) dllitdsnak szintén van 1 < m < d — 1 dimenzids
projekciokra, és a pdrhuzamos affin m-sikokkal valo metszetek kozott a maximadlis
m-térfogatiakra vonatkozd dltaldnositisa. (K-nak, ill. alkalmas m-metszetének
alkalmas m-altérre valo projekcioi térfogatainak dsszehasonlitdsa, pontosabban, hogy
a mdsodik szdm nem lehet sokkal kisebb az elsénél).
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