
Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 1Feladatmegoldó szeminárium, 2008-09 II. félévSimonovits Miklós / Gy®ri Ervin2009 áprilisA vizsgához:A feladatokat részben kiegészítettem de�niiókkal, megoldási ötletekkel,lehet, hogy a konzultáióig még néhány apróbb siszolást átvezetek, továbbikisebb segítséget is begépelek.Sajtóhibák:A konzultáión az derült ki, hogy a kijelölt feladatokban voltak olyan elírá-sok, amelyek zavaróknak bizonyultak. Három ilyet itt felsorolok:
• A Leibniz sorokra vonatkozó tételnél (12.1. feladat) lemaradt, hogy

an → 0, így nem is igaza tétel. (Mutassuk meg, hogy így nem is igaz.)
• 6.1. feladatban az, hogy f -nek nins legkisebb periódusa azt jelentette,hogy van periódusa, de nins legkisebb. (Beiktattam oda egy segít® meg-jegyzést,)
• A P3 extremális számára vonatkozó feladatben (helytelenül) P3 a 3él¶ gráfot jelöli, én mindig P4-gyel jelölöm ezt a 4 pontú gráfot. A 25.5feladatban tehát a 3 él¶ gráfról van szó, és helyesen ez P4 lenne, most márerre át is javítottam. A helyes szöveg:Mutassuk meg, hogy

ex(n, P4) ≤ n.Mutassuk meg, hogy ez (gyakran éles)Id®pont: péntekenként, 14.15-15.45Hely: ELTE TTK, Déli tömb 0-220Email ímem: miki�renyi.hu.Bevezet® a 2. félévhezAz itt leírtak els®sorban azoknak szólnak, akik most kezdik a feladatmegoldószemináriumot.A feladatmegoldó szeminárium �lozó�ája az, hogy kell egy szeminárium,ahol
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• a matematikából válogatott fejezeteket, gyöngyszemeket tárgyalunk
• ahol nehéz/fontos feladatokat tárgyalunk
• ahol valóban lehet arra számítani, hogy a hallgatók szeretik a matematikátés szabadidejükb®l is szivesen áldoznak szép tételek megértésére.A formátum:
• Megbeszélünk valami elméleti kérdést.
• Megbeszélünk valahányat a hallgatók által megoldott, vagy érdekesnek,de nehéznek tartott feladatokból, nem teljes részletességgel, hanem annyirarészletesen, hogy az érdekl®d® hallgató a részleteket átgondolhassa.
• Feladok új feladatokat, feladatsorokat,FeladatsorokAkkor alkalmazunk feladatsorokat, ha valamelyik matematikailag fontos tételátgondolását feladatsorokra bontjuk.Ilyenkor el®ször jön a végél, a tétel, majd az egyes feladatok.Véletlen bolyongás a matematikábanPólya történeteAktuális üzenetek: /visszafeleVizsgaid®pont: május 29 4h (du 4 órakor, hogy ez senkinek se ütköz-zön). A pontos helyet a tanulmányi osztály visszajelzése után írom meg,valószín¶leg a szokott 0-220-as teremben. Itt javítottam a kirakott feladat-sorozatokon azzal, hogy további de�niiók, ötletek, stb kiegészitéssel láttamel. Konzultáió: május 27, MTA Matematikai Kutató Intézet, du 6h,Reáltanoda u, 13-15, I. emelet. (Astoriától v. Fereniek terét®l 5 pergyalog, a Kossuth Lajos utával párhuzamos uta a Kálvin tér felé.
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Realtanoda u 13−15

Astoria Kossuth Lajos u
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agyar utcaA jelen �le állandó változásban van. Rendszerint hetente egyszer b®vítem.Az új dolgokat ide az elejére fogom írni, majd innen bevándorolnak a fel-adatgy¶jtemény megfelel® alfejezeteibe.Amikor Lovász László megírta kombinatorika feladatgy¶jteményét, [5℄,[6℄ amelyik � szerintem � hasonló alapelveket követ, mint a mi szemináriu-munk, sok kit¶n® kombinatorikus egyik alapkönyvévé változott. Idén ebb®lis fogunk feladatokat oldogatni, sokkal korábban Füredi Zoltán már tartottfeladatmegoldó szemináriumot bel®le. Mivel többször leszek külföldön, ezta részt Gy®ri Ervin fogja tartani, olyankor, amikor nem vagyok itthon.A kombinatorika iránt érdekl®d®knek érdemes a Lovász könyvet megven-niük, egyébként a mi éljainkra nézhet®/letölthet® az alábbi ímr®l:http://www.tankonyvtar.hu/main.php?objetID=5757769Ezeket jogi okokból nem volna helyes ide bemásolnom. Néhány fela-dat persze, mint közkins eleve szerepel az alábbiakban.Gy®ri Ervin a következ® feladatokat tárgyalta:1. Minden G-ben van félélszámú páros (véletlen vágás illetve algoritmus)2. Háromszögmentes G párossá tehet® n2/16 él elhagyásával.Lovász könyv 10. fejezetb®l 1,2,3,30,31,32,33,35,36(a)

http://www.tankonyvtar.hu/main.php?objectID=5757769


Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 41. Új meseMikor jó a Taylor soros generátorfüggvény és mikor használjuk a
∑ an

nsalakú generátorfv-t?
• A Taylor soros a konvolúiós rekurziókra jó,
• a Dirihlet sorok pedig a számelméleti kérdéseknél.
• Hogyan jön ehhez a Moebius fv?2. Új feladatok1.1. Feladat: Adjunk meg olyan fv-t, amelyik di�ereniálható [0,1℄-ben,de a deriváltja nem folytonos 0-ban. [1℄1.2. Feladat: Adjunk meg olyan fv-t, amelyiknek 0 széls®értékhelye, de aderiváltja a 0 akármilyen kis környezetében el®jelet vált. [GO50/4℄ [2℄1.3. Feladat: Adjunk meg olyan di�ereniálható f -et [0,1℄-ben, amelyikre

f ′(0) > 0 , de f nem monoton 0 semelyik környezetében sem. [GO51/5℄ [3℄1.4. Feladat: Adjunk meg olyan függvényt, amelyik a [0,1℄ intervallumon
⇐= Vizsga: 1Riemann-integrálható,1 de semelyik részintervallumán nins primitív fv-e. [4℄[Legyen f az irraionális számokban 0, a (p/q)-ban 1/q.℄Algebra alaptételeEz a rész még egy kisit túl tömör, még b®vülni fog, sak nem akartamnagyon halasztgatni a kirakását.De�niió 1 (Egész függvények). Egy f(z) függvényt egész függvénynek nevezünk,ha minden a ∈ C komplex pontban komplex di�ereniálható: létezik a

lim
z→a

f(z) − f(a)

z − a
.
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⇐= Vizsga: 21.5. Feladat: Mutassuk meg, hogy minden polinom egész függvény. [5℄Megjegyzés 1. Ez a feladat nem igényel semmi különösebb alaptudást. Habárhogy is be tudjuk bizonyítani, hogy a polinomok az egész számegyenesendi�ereniálhatók, az a bizonyítás majdnem biztos, hogy változatlanul átmegyaz egész komplex síkra. Az egyik lehet®ség a következ® feladatok megoldása.1.6. Feladat: Mutassuk meg, hogy az f(z) = cz+d a sík forgatva nagyításaés eltolása. [6℄1.7. Feladat: Mutassuk meg, hogy f(z) = cz + d fv. az egész síkondi�ereniálható. [7℄1.8. Feladat: Mutassuk meg, hogy zk az egész síkon di�ereniálható. [8℄1.9. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha f és g az egész síkon di�ereniálható,akkor az összegük, szorzatuk is az egész síkon di�ereniálható. Mi a helyzet

f/g-vel? [9℄Múlt félévben az algebra egyik bizonyítását a minimum-elv segítségéveladtuk meg. Most egy topológiai bizonyításba megyünk bele, azonban ez atopológiai bizonyítás egy az analítikus függvényekre vonatkozó bizonyításelemibbé tételéb®l jön. Els® menetben vázoljuk az analítikus függvényekrevonatkozó módszert: Rouhé tételének bizonyítását, majd kivesszük bel®lea komplex számokat, hogy elemivé tegyük. Amikor analítikus függvényekr®lbeszélünk, itt mindíg szorítkozhatunk polinomokra a komplex síkon, illetve,általánosabban egész függvényekre,. . .De�niió 2.
∮

Γ

f(ζ) dζ := lim
∑

f(ζj)(ζj − ζj−1).1.10. Feladat: Mutassuk meg, hogy ∮ znd z = 0 n 6= −1-re. Mi a helyzet
n = −1-re? [10℄De�niió 3. Legyen X egy nyílt halmaz C-ben, azaz, a komplex síkon. Jelölje
N(f, X) az f függvény 0-helyeinek számát az X-ben.1Az, hogy egy függvény Riemann integrálható, ugyanaz, mint amit az els® évben egysz-er¶en integrálhatónak mondunk. Azért mondjuk Riemann integrálhatónal, hogy meg-külöböztess¶k a kés®bb, a Valós Függvénytanban tanulandó Lebesgue integrálhatóságtól.Az utóbbi a fels®bb matematikában sokkal jobban használható.



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 6De�niió 4. Nevezzünk egy nyílt X halmazon megadott f : X → C-t ottregulárisnak, haBizonyításvázlat: Mutassuk meg, hogy
N(f, D) =

1

2πi

∮

Γ

f ′(ζ)

f(ζ)
dζMutassuk meg, hogy N(f + λg, D) folytonos λ ∈ [0, 1].2. Feladatsor: (Algebra alaptétele/Rouhé tétele) Rouhe tétele: Ha adottegy Γ Jordán görbe által határolt tartomány, D és két ennek lezárásán folytonos,belül reguláris függvény, f és g, akkor, ha ha Γ-n

|f(z)| > |g(z)|(mindenütt), akkor
N(f, D) = N(f + g, D).2.1. Feladat: Miért kell? [11℄2.2. Feladat: Mire jó? Bizonyítsuk be bel®le az algebra alaptételét. [12℄2.3. Feladat: (Teljes szögelfordulás de�níiója)Adott Γ Jordan görbe és egy P pont a belsejében. Bizonyítandó, hogy:Ha ρ(Γ, P )-nél kisebb átmér®j¶ részívekre bontjuk Γ-t ai pontokkal, akkora ∑i aiPai+1∠ a tovább�nomításoknál már nem változik. Ezt az összegetnevezzük teljes szögelfordulásnak. [13℄2.4. Feladat: Teljes szögelfordulás és a gyökök.Mutassuk meg, hogy zn teljes szögelfordulása 0-ra 2πn. [14℄2.5. Feladat: A teljes szögelfordulás additívitása: Mutassuk meg, hogyha a P (z) a |z| = R körvonalon a 0-t k-szor kerüli meg, Q(z) a |z| = Rkörvonalon ℓ-szer, akkor P (z)Q(z) a |z| = R körvonalon a 0-t k + ℓ-szerkerüli meg. [15℄2.6. Feladat: Bizonyítsuk be Rouhe tételét (legalábbis polinomokra) ateljes szögelfordulás segítségével. [16℄



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 7Mese a bolyongásról. . .2.7. Feladat: Mi a valószín¶sége annak, hogy a 2n-edik lépésben érünkel®ször vissza a 0-ba? [17℄3. Feladatsor: (Weierstrass féle approximáiós tétel) Bizonyítsuk be, hogy
|x| approximálható ε pontossággal polinommal a [-1,1℄ intervallumon.Alapötlet: y2 = x2 pozitív megoldását akarjuk közelíteni, a közelítéstrekurzióra vezetjük vissza, ahol a rekurzióban polinomok lesznek a közelítések.

y = 1 − z
1 − 2z + z2 = x2

z =
1

2
(z2 + (1 − x2)).

z(x) = 1 − |x|.Szuessziv approx: z0(x) ≡ 1.(L. Sz®kefalvi [9℄, p68, ahol Sz®kefalvi azt is leírja, hogy az adott tételnekvan két másik bizonyítása is. . . )3.1. Feladat: Newton Approximáió a gyökvonásra [18℄3.2. Feladat: Köbgyökvonás [19℄3.3. Feladat: Mátrix invertálás közelít® invertálással, majd iteratív ap-proximáióval. [20℄3.4. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha az |x| függvényt tudjuk approximálnia [−1, 1] zárt intervallumon, akkor minden töröttvonal-függvényt tudunk ap-proximálni. 2 [21℄3.5. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha minden szakaszonként lineárisfüggvényt tudunk polinommal approximálni, akkor minden [a, b]-n folytonosfüggvényt tudunk polinommal approximálni. [22℄3.6. Feladat: Mutassuk meg, hogy nins olyan polinom, amelyik a sin x-et
ε = 1 pontossággal approximálja (−∞,∞)-n. [23℄2A töröttvonal-függvényt valójában folytonos, szakaszonként lineáris függvénynek kel-lene neveznünk: olyan [a, b]-n folytonos függvény, amelyre [a, b] véges sok intervallumrabontható úgy, hogy a függvény mindegyiken lineáris.



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 8Ez a feladatsor még befejezetlen: azt, hogy a f(x) = |x| polinommalapproximálható, még nem bontottuk fel részfeladatokra, sak az alapötletetfogalmaztuk meg nagyon vázlatosan.Az alábbi feladatsorhoz szükségünk lesz egy tételre:Tétel 1. Ha a D ⊆ C tartomány minden pontjában w = f(z) komplexdi�ereniálható, akkor minden z0 ∈ D pont körül f(z) hatványsora konvergálminden olyan K körlemezen, amelyik teljesen D-ben van.4. Feladatsor: ()Innen többnyire a korábbi anyag található.Általában sok különböz® feladatot tettem ki, látszólag véletlenszer¶ sorrend-ben. Ezek közül néhányat, kb 10-15-öt megjelöltem, kiemelt �gyelemre, amargón egy számozott nyíllal, mint itt:Az oldal a szeminárium végéig fejlesztés alatt áll, a már elolvasott részeiis változhatnak: általában b®vülnek.Az alábbiakban található feladatokból fogunk kiválasztani néhányat, azok-ról fogunk beszélgetni most pénteken. Készakarva több feladatot teszek ki,a valóságban mindig sak a feladatok egy részére kerül sor.Az alábbi oktatási anyag, nins túlsiszolva, pl. elírások, magyar ékezeteksinsenek mindig rendbetéve.S®t, feltehet®en a feladatokba hibás feladatok is bekerültek, nemkészakarva, hanem a �gyelmetlenségem miatt!Abban is nagyon fog még változni az anyag, hogy
• bizonyos befejezetlen feladatsorokat még fogunk folytatni, majd befe-jezni,
• A feladatokhoz adott kísér® szövegek is változni fognak, többnyireb®vülni,
• néhol nehézségjelzésekkel fogom a feladatokat ellátni,
• és mivel az anyag automatikus számozással van ellátva, automatikusanát is fog számozódni: adott fejezetek és feladatok sorszáma is változhatmég.



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 9Kiknek szólt a szeminárium?Ez volt mindenesetre a legnehezebb kérdés. (*) A jelentkez®k inhomogénhallgatóságot alkotnak, a végére a hallgatóság homogenizálódik.Egyszerre hozok könnyebb és nehezebb feladatokat, olyan feladatokat is,amelyekhez kevés el®ismeret kell, és olyanokat is, amelyekhez több kell.Tartalomjegyzék1. Új mese 42. Új feladatok 43. Geometria 114. Halmazelmélet 134.1. Megszámlálható halmazok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134.2. Bernstein tétele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145. Függvények 156. Folytonos függvények 157. Fursa függvények 168. Konvexitás 189. Polinomok 1810.Sorozatok konvergeniája 2010.1. Konvexítás függvénysaládokra . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011.Konvergeniasebesség 2212.Leibniz sorok 2313.Taylor sorok 2314.M¶veletek sorokkal 2415.Vegyes feladatok sorokra 2416.Általánosított határértékek 25



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 1017.Függvénysorozatok konvergeniája 2518.Hatványsorok 2619.Topológia 2619.1. Metrikus terek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2619.2. Hilbert terek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2819.3. Síktopológia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2820.Kis halmazok 2921.Vegyes feladatok 2922.Gráfelmélet 3022.1. Extremális gráfelmélet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3023.Véletlen gráfok 3123.1. A Ramsey probléma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3224.Kombinatorika 3224.1. Mikor és miért használunk generátorf¶ggvényt? . . . . . . . . 3225.Vegyes megjegyzések 3226.Megoldások 3426.1. Vázlatok az új feladatokhoz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3426.2. Aszimptotikák . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3426.3. Geometria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3427.Függvények 3527.1. Vegyes feladatok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35Forma
• Beszélgetés a matematika egyik területér®l
• Feladatok/feladatsorok kijelölése
• Feladatok megbeszélése
• Visszatérés korábbi feladatokhoz.
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• Els®sorban analízis
• Topológia (Kapsolódás az analízishez)
• Konvexitás
• Rendhagyó geometria
• Kombinatorika
• ... és mások4.1. Feladat: S3 A második, (*)-gal megjelölt mondat hibás. [24℄Alapötlet: Mert nem hallgatóságot, hanem feladatmegoldókat várok aszemináriumra.3. Geometria3.1. Feladat: (Nem triviális!) Ha a síkon adott végtelen sok pontés bármely kett® távolsága egész szám, akkor ezek egy egyenesen vannak.Megold: 2 [25℄3.2. Feladat: (Nem triviális) Megadható a síkon végtelen sok pont úgy,hogy ne legyenek egy egyenesen, de bármely kett® távolsága raionális számlegyen. [26℄Megoldás: 23.3. Feladat: Megadható a síkon akárhány pont úgy, hogy bármely kett®távolsága egész, de nem adható meg végtelen sok. [27℄3.4. Feladat*: Bizonyítandó, hogy egy kör pontjaiból nem szerkeszthet®meg a középpontja sak vonalzóval. (Steinhaus, Matematikai kaleidoszkóp)(Megfogalmazandó, mit is jelent pontosan ez a feladat.)Alapötlet: Keresend® két kör és egy leképezés köztük a térben, amelyikegyenestartó, és a középpontot nem viszi a középpontba.4. Feladatsor: () Bizonyítsuk be, hogy egy R sugarú n-dimenziós gömbfelületén megadott m pont konvex burka, K lefedhet® m darab 1/2 sugarúgömbbel. (Elekes.)4.1. Feladat: Bizonyítsuk be az el®bbi állítást 2 dimenzióra. [28℄4.2. Feladat: Bizonyítsuk be az el®bbi állítást 3 dimenzióra. [29℄



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 12Elekes György ezzel bizonyította, hogy nins polinomiális algoritmus atérfogat approximálására. (Ezt pontosabban is fogalmazhatnám!) Ezt afeladatsort az Elekes emlékülés elött vettem volna, ha nem marad el en-nyi alkalom. Ott Lovász László éppen err®l beszélt, ennek a megoldásátmagyarázta el egyebek között.4.3. Feladat: Bizonyítandó, hogy minden szép síkbeli tartomány eltolhatóúgy, hogy annyi ráspontot tartalmazzon, mint amekkora a területe. [30℄Megjegyzés 2. A fenti feladat két szempontból problémás: nem de�niáltuk aráspontokat. Itt rásponton olyan (x, y) pontot értünk, amelyiknek mindkétkoordinátája egész szám.Nem mondtuk meg azt sem, hogy mit jelent az, hogy szép. Legegyszer¶bbel®ször poligonokkal határolt tartományokra szorítkoznunk, majd átgondolni,mennyire általánosítható. Mindenesetre valamit fel kell tennünk, hiszen van-nak olyan halmazok is, amelyeknek nins szokásos területük. (Azaz, magaa terület is egy nagyon szemléletes, de problémás fogalom. Milyen terület,kérdezné egy 3-adéves hallgató: Riemann terület? Lebesgue terület?)Maga a feladat a Steinhaus könyvb®l való.Ham sandwih theorem From Wikipedia, the free enylopediaIn measure theory, a branh of mathematis, the ham sandwih theorem,also alled the Stone-Tukey theorem after Arthur H. Stone and John Tukey,states that given n "objets" in n-dimensional spae, it is possible to divideall of them in half (aording to volume) with a single (n − 1)-dimensionalhyperplane. Here the "objets" should be sets of �nite measure (or, in fat,just of �nite outer measure) for the notion of "dividing the volume in half"to make sense.http://en.wikipedia.org/wiki/Ham_sandwih_theorem4.4. Feladat: Legyen Γ egy síkbeli zárt görbe. Mutassuk meg, hogy vanolyan köré írt minimális téglalap, amelyik négyzet. [31℄4.5. Feladat: (Ham-sandwih 1) Mutassuk meg, hogy ha adott egy Γ kon-vex síkgörbe, akkor van olyan egyenes, amelyik a kerületet is, és a területetis felezi. [32℄4.6. Feladat: (Ham-sandwih 2) Mutassuk meg, hogy ha adott két kon-vex síkidom, D1 és D2 egy P közös bels® ponttal, akkor van olyan egyenes,amelyik mindegyik területét megfelezi. [33℄Mely feltételek fontosak az el®z® két problémában?

 http://en.wikipedia.org/wiki/Ham_sandwich_theorem


Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 134. Halmazelmélet5. Feladatsor: ()Mutassuk meg, hogy az egységnégyzetnek ugyanannyi pontjavan, mint az egységszakasznak.5.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy a 0-1 sorozatok ugyanannyian vannak,mint a bel®lük alkotott párok. [34℄4.1. Megszámlálható halmazok5.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy a raionális együtthatós polinomokmegszámlálhatóan sokan vannak: sorozatba rendezhet®ek. [35℄5.3. Feladat: Mutassuk meg, hogy a raionális töröttvonalak: raionálisvégpontú intervallumon megadottak, véges sok raionális pontban törnek ésott raionális az értékük megszámlálhatóan sokan vannak: sorozatba ren-dezhet®ek. [36℄5.4. Feladat: Mutassuk meg, hogy a raionális töröttvonalak mindenütts¶r¶n vannak C[0, 1]-ben: Minden f a [0, 1]-en folytonos függvényhez és min-den ε > 0-hoz van ilyen Γ töröttvonal-függvény, hogy
|Γ(x) − f(x)| < ε, ha x ∈ [0, 1]. [37℄Megjegyzés 3. A legutolsó feladat már nem halmazelmélet, hanem annakegy bizonyítási lépése lehet, hogy a zárt intervallumon folytonos függvényekmetrikus tere, (l. 17. def., 19.2 Fejezet). ahol a metrika a különbség max-imuma, rendelkezik megszámlálható mindenütt s¶r¶ halmazzal: szeparábilismetrikus tér.De�niió 5. Egy A végtelen halmaz(a) limesz superiorja, lim sup A az {(ai) : ai ∈ A} sorozatok maximálishatárértéke.(b) limesz inferiorja, lim inf A az {(ai) : ai ∈ A} sorozatok minimálishatárértéke.5.5. Feladat: Igaz-e, hogy
lim sup anbn = (lim sup an) · (lim sup bn)?



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 14[38℄5.6. Feladat: Tekintsük a korlátos sorozatokon azt a metrikus teret,amelyiknél
a := {a1, a2, . . . , an, . . .}és
b := {b1, b2, . . . , bn, . . .}távolsága
ρ(a,b) := sup |ai − bi|.Mutassuk meg, hogy ez metrikus tér. Mutassuk meg, hogy nem szeparábilis.Teljes-e? [39℄4.2. Bernstein tételeMese: Adott struktúráknak vannak alaptulajdonságai, és akkor mondjuk,hogy két megadott struktúra közül az egyik, A kisebb-egyenl®, mint a másik,

B ha A beleképezhet® B egy rész-struktúrájába 1-1 értelm¶en, a tulajdon-ságok �gyelembevételével. Ilyenkor az volna a természetes, ha abból, hogy
A ≤ B és B ≤ A következne, hogy A = B. Ez nem feltétlenül van így. Alábblátunk egy esetet, ahol ez így van, és 2 esetet, ahol az nins így.Mindenesetre, mindíg de�niálnunk kell a ≤ reláiót, és hogy mikor tekin-tünk két objektumot egyenl®nek.5.7. Feladat: (Könny¶ bevezet®) De�niáljuk az A háromszöget (három-szöglemezt) kisebbnek, mint a B, ha A egybevágósággal belevihet® B-be.Rendezést kapunk-e? (Tranzitívitás?) Mi a helyzet most a fentiekkel? [40℄5.8. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha A beleképezhet® 1-1 értelm¶ módon
B egy részébe és B beleképezhet® 1-1 értelm¶ módon A egy részébe, akkorezek leképezhet®ek 1-1 értelm¶en egymásra. [41℄Megjegyzés 4. Az el®bbi feladatnak az a tartalma, hogy, ha a halmazelmélet-ben, a számosságoknál A ≤ B és B ≤ A, akkor A = B. A háromszögekre isez áll. Ez nem minden "alaphelyzetben" van így. Erre vonatkozik az alábbi2 feladat.5.9. Feladat: Egy leképezés A és B között topológiai ekvivalenia, ha1-1-értelm¶ és oda-vissza folytonos. Igaz-e, hogy ha A topológiailag ekvi-valens (=homeomorf) B egy részével és viszont, akkor A és B egymássaltopológiailag ekvivalensek. (Keressünk erre könny¶ ellenpéldát.) [42℄



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 155.10. Feladat: Igaz-e, hogy ha egy A végtelen gráf beleképezhet® 1-1-értelm¶en egy B gráf B′ részébe és viszont, B is ráképezhet® A egy A′részére akkor A és B között van 1-1-értelm¶ megfeleltetés. [43℄Megjegyzés 5. A homeomor�a-feladatokra az intervallumok ellenpéldát ad-nak. Miért? A fák problémája nem független az intervallumok problémájától,hiszen egy végtelen bináris fán egy végtelen út kódolhat egy valós számot, ígya fa maga kódolhatja a valós számok egy részhalmazát. (???)5. Függvények1.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy nins olyan P (x) polinom, amelyik a
[0,∞)-en a sin x függvényt állítaná el®. [44℄1.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy nins olyan P (x) polinom, amelyik a
[0,∞)-en a sin x függvényt állítaná el®. [45℄1.3. Feladat: Mutassuk meg, hogy nins olyan P (x) polinom, amelyik a
[0, 1]-en a sin x függvényt állítaná el®. [46℄1.4. Feladat: Mutassuk meg, hogy nins olyan P (x)/Q(x) raionálistörtfüggvény, amelyik a [0,∞)-en a sin x függvényt állítaná el®. [47℄1.5. Feladat: Mutassuk meg, hogy nins olyan P (x)/Q(x) raionálistörtfüggvény, amelyik a [0, 1]-en a sin x függvényt állítaná el®. [48℄Megoldás: S27/M??Megjegyzés 1. A fenti megoldás elkerüli a lényeget, kevés fogalommal op-erál, viszont elemi. Az igazi megoldás S27/M??.6. Folytonos függvények6.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy folytonos függvénynek a valós szám-

⇐= Vizsga: 3egyenesen vagy nins periódusa, vagy van legkisebb periódusa, vagy konstans.[49℄Megjegyzés 6. Legyen f a (−∞,∞)-en adott folytonos függvény.(a) Mutassuk meg, hogy ha nins legkisebb periódusa, akkor van akármi-lyen kis periódusa.(b) Mutassuk meg, hogy ha f -nek van két különböz® értéke, akkor nemlehet akármilyen kis periódusa.() Mutassuk meg, hogy folytonosság nélkül nem igaz (b).



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 166.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy folytonos f(x, y) függvénynek korlátoszárt halmazon van minimuma. [50℄7. Fursa függvényekDe�niió 6 (Korlátosság). Az A halmazon f akkor korlátos, ha van olyankonstans, K, hogy minden x ∈ A-ra |f(x)| < K.Ugrás
8. Feladatsor: () (Cauhy egyenlet) Mutassuk meg, hogy ha f folytonos a
(−∞,∞)-ben, és

f(x + y) = f(x) + f(y) (1)akkor f lineáris: f(x) = cx.8.1. Feladat: A fenti feltétel mellett f(kx) = kf(x). [51℄8.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy egy f ∈ C(−∞,∞) és
f(kx) = kf(x), és f(ℓx) = ℓf(x) ahol x 6= 0, és (k, ℓ) = 1akkor f egyértelm¶en meghatározott. [52℄8.3. Feladat: Adjunk meg olyan függvényt a [0,1℄-en, amelyik mindenüttvégesérték¶, de semilyen részintervallumban nem korlátos. [53℄Megjegyzés 2. Van a fenti, ún. Cauhy egyenletnek, (1)-nek nem lineáris(azaz itt nem-folytonos) megoldása is. Ez a megoldás nagyon vad és a megadá-sához a Kiválasztási Axiómát, vagy ennek valamilyen ekvivalens formáját,mondjuk a Zorn lemmát kell használni. Az el®z® feladat azt mutatja, hogyvannak nagyon vad függvények is. A nagyon vad függvények között vannakezek a fursa megoldások.De�niió 7 (Folytonosság). ...8.4. Feladat: Tekintsük a következ® függvényt:

f(x) =

{

0 ha x irraionális
1
q

ha x = p

q



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 17Jólde�niált-e ez a függvény? Javítsuk ki a de�niiót. Mutassuk meg, hogy afüggvény . . . [54℄8.5. Feladat: Tekintsük a következ® függvényt:
f(x) =

{

0 ha x irraionális
q ha x = p

q
és (p, q) = 1,Mutassuk meg, hogy a függvény eleget tesz a kett®vel korábbi követelményeknek.[55℄9. Feladatsor: () Lehet-e a trigonometrikus függvényeket függvényegyenlettelde�niálni?Megjegyzés 7. A kérdésre adhatunk tisztán valós ill. komplex választ is. Azalábbiakban mindkett®re kitérünk.Az alábbi feladatoknál kisit óvatosnak kell lennünk: Azt egy kisit el-mosva fogalmazom, hogy milyen viselkedést teszünk fel a függvényr®l. A valós-ban az egyszer¶ség kedvéért tegyük fel, hogy az egész számegyenesen megadottfolytonos függvényekre gondolunk, a komplexben ugyanez az egész komplexsíkon.9.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy az addiiós formulák meghatározzák a

sin x-et és a cos x-et, ha még valahogyan normáljuk is: Tekintsük a
f(x + y) = f(x)g(y) + g(x)f(y) (2)
g(x + y) = g(x)g(y)− f(x)f(y) (3)függvényegyenletrendszer (f, g)megoldásait a (−∞,∞)-n. Milyen normálást,extra kikötést adnánk meg, tudunk elképzelni, amelyikkel már be tudjuk,hogy a fenti rendszernek sak egy megoldása van, és arra f(0) = 0, g(0) = 1.[56℄ El®adáson voltMegjegyzés 8. Világos, hogy ha f, g megoldása a függvényegyenletrend-szerünknek, akkor f(cx), g(cx) is megoldás.9.2. Feladat: De�niáljuk a trigonometrikus függvényeket az addiiós for-mulákkal. [57℄9.3. Feladat: Oldjuk meg az f(x + y) = f(x)f(y) függvényegyenletet avalós egyenesen. [58℄9.4. Feladat: Oldjuk meg az f(x + y) = f(x)f(y) függvényegyenletet akomplex síkon. [59℄



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 188. KonvexitásDe�niió 8. Egy C ⊆ En konvex, ha valahányszor tartalmaz két pontot, az®ket összeköt® szakaszt is tartalmazza.Szükséges ismeretek:Konvex nyílt/zárt halmaz. Esetleg szorítkozhatunk konvex (zárt) sokszö-gekre.8.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy konvex halmazok metszete konvex.(Rutin) [60℄8.2. Feladat: Pontosítsuk az el®z® feladatot: Mit is kérdeztem? Végessok, megszámlálható, vagy akárhány konvex halmaz metszetét? Mutassukmeg, hogy ... darab konvex halmaz metszete konvex. (Rutin) [61℄8.3. Feladat: (Helly tétele) Ha a síkon adott n konvex zárt alakzat ésbármely 3 metszete nemüres, akkor a metszetük nemüres: van olyan pont,amelyik mindegyikhez hozzátartozik. [62℄8.4. Feladat: (Helly tétele) Ha a síkon adott n konvex zárt alakzat ésbármely 3 metszete nemüres, akkor a metszetük nemüres: van olyan pont,amelyik mindegyikhez hozzátartozik. [63℄8.5. Feladat: (Helly tétele) Ha az Rd d-dimenziós térben (n = 2, 3, vagyakármi) adott n konvex zárt alakzat és bármely d+1 metszete nemüres, akkora metszetük nemüres: van olyan pont, amelyik mindegyikhez hozzátartozik.[64℄8.6. Feladat: (El®készítés Young tételéhez): Mekkora az 1 oldalú szabályosháromszög köré írt kör sugara? [65℄8.7. Feladat: (Young tétele): Egy síkbeli 1 átmér®j¶ ponthalmaz lefedhet®egy 1/
√

3 sugarú zárt körlemezzel. [66℄9. PolinomokSzükséges ismeretek:Sorozatok konvergeniája, végtelenhez tartása9.1. Feladat: Adott P (z) =
∑

anz
n polinomhoz keressünk olyan R-et, (azegyütthatók függvényében) amelyikre tudjuk, hogy |z| > R esetén már nemlehet gyöke. [67℄



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 1910. Feladatsor: () (Gauss tétele) Ha a P (z) polinomnak a síkon n (különböz®)gyöke van, akkor a deriváltja minden gyöke ezek konvex burkába esik.10.1. Feladat: El®ször bizonyítsuk be Gauss tételét a valós esetben:amikor P (x) valós polinomnak n különböz® valós gyöke van. [68℄10.2. Feladat: Kell-e az el®z® feladatban, hogy P (x) valós polinomnak nsupa különböz® valós gyöke van? [69℄10.3. Feladat: Egy f függvény logaritmikus deriváltja: f ′(z)
f(z).

(Miért hívjukezt logaritmikus deriváltnak?) Mutassuk meg, hogy a szorzat logaritmikusderiváltja a logaritmikus deriváltak összege. [70℄Magyarázat 1. A derivált, vagy di�ereniálhányados ugyanaz. Polinomokraa derivált de�niiójához nins szükség analízisre: de�niálhatjuk formálisanígy is:
P (z) = a0 + a1z + a2z

2 + . . . + anznderiváltja
P ′(z) = a1 + 2a2z + . . . + nanzn−1.10.4. Feladat: Tegyük fel, hogy
P (z) = (z − a1)(z − a2) . . . (z − an),(ahol a gyökök között lehetnek megegyez®k, azaz, többszörösek is). Í rjuk fela P ′/P logaritmikus deriváltat a gyökök segítségével [71℄10.5. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha a gyökök mind a fels® félsíkbanvannak, akkor a logaritmikus derivált gyökei is a fels® félsíkban vannak. [72℄10.6. Feladat: Bizonyítsuk be a feladatsor elején kimondott Gauss tételt.[73℄11. Feladatsor: () Az algebra alaptételének elemi bizonyításaIsmerkedés a polinomok viselkedésével a komplex síkon:11.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy egy n-edfokú polinom, P (z), alkalmas

A, B konstansokra eleget tesz a
|P (z)| < A|z|n + Begyenl®tlenségnek. [74℄Alapötlet:Kissé részletesebben:



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 2010. Sorozatok konvergeniája10.1. Konvexítás függvénysaládokraAz alábbiak motiváiója a többváltozós komplex di�ereniálható függvényekelméletéb®l jön, de megértésükhöz, megoldásukhoz nem kell el®ismeret.Legyen adott egy D tartomány, és F legyen ezen értelmezett függvényekalgebrája: vektortér, amelyik a függvényszorzatra is zárt.De�niió 9. Egy K halmaz F-konvex burka azon z pontok halmaza, ame-lyekre minden f ∈ F-re
|f(z)| ≤ max

z∈D
|f(z)|.10.1. Feladat: Az alább egy kisit más de�niiót adunk meg és bizonyí-tandó, hogy a két de�niió ekvivalens. [75℄De�niió 10 (Második). Minden f ∈ D-re és c ≥ 0-ra legyen

A(f, c) := {z : |f(z)| ≤ c}Egy K halmaz F-konvex burka azon A(f, c) minden f ∈ F-re
|f(z)| ≤ max

z∈D
|f(z)|.Ekkor egy X halmaz F-konvex burka:

X̂ :=
⋂

f∈F , c>0

A(f, c).Megjegyzés 9. Valamit a fenti feladatban kell sinálnunk az üres halmazzal.Okoz-e ez gondot? Mit sináljunk? Mondjuk, megegyezhetünk, hogy sak anem-üreseket tekintjük...???
⇐= Vizsga: 410.2. Feladat: Legyen az Fa(z) függvények halmaza az adott a ∈ Rn-t®lvett távolság. Legyen K kompakt: korlátos és zárt. Mi lesz K̂? [76℄Megjegyzés 10. Mivel a nagyon nagy körök jól közelítik a félsíkokat, ígynem meglep®, hogy a fenti feladatra a válasz ugyanaz, mintha K-t tartalmazófelsíkok metszetét vennénk: éppen K konvex burka



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 2110.3. Feladat: Hogyan m¶ködik a fenti feladat egy nemkorlátos tartománylezárásában, pl. a a jobb félsíkban:
D := {z : Re z ≥ 0}-ra? [77℄

⇐= Vizsga: 510.4. Feladat: Mutassuk meg hogy ˆ̂
K = K̂. Mutassuk meg hogy nagyobbfüggvénysaládra a burok nem lehet kisebb. Hogy K̂ ⊇ K. [78℄10.5. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha a síkban az összes polinomotvesszük, akkor a a burok lehet határozottan kisebb mint a geometriai konvexburok. [79℄10.6. Feladat: Jó-e a következ® de�niió: K akkor F -konvex, ha K = K̂?Mit ad ez a de�niió pl. R2-ben, a z−a alakú függvényekre, ha a tetsz®legeskomplex szám? [80℄10.7. Feladat: Jó-e a következ® de�niió: K akkor F -konvex, ha K = K̂?[81℄ Szükséges ismeretek:Sorozatok konvergeniája, végtelenhez tartása11. Feladatsor: () Ismert függvények két polinom közé szorítása.12. Feladatsor: () Monoton a

hn :=

(

1 +
1

n

)n+ 1

2sorozat?12.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy
(

1 +
1

n

)n+αmonoton növekv®, ha α < 1
2
, és monoton sökken®, ha α > 1

2
. [82℄De�niió 11. Azt mondjuk, hogy an gyorsabban tart végtelenhez, mint bn,ha an/bn → ∞.



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 22
⇐= Vizsga: 612.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha adott véges sok végtelenhez tartósorozat, akkor van egy olyan, amelyik mindegyiknél gyorsabban tart végte-lenhez. [83℄
⇐= Vizsga: 712.3. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha adott megszámlálható sok végte-lenhez tartó sorozat, akkor van egy olyan, amelyik mindegyiknél gyorsabbantart végtelenhez. [84℄Megjegyzés 11. Ehhez a feladathoz az átlós eljárást kell használni: "lépé-senként konstruálni" meg az un sorozatot, úgy, hogy valahonnan, egy alkalmas

Ω(n)-t®l kezdve már sokkal nagyobb, mint az els® n sorozatmegfelel® tagjai.12.4. Feladat: De�niáld azt, hogy egy sorozat gyorsabban tart 0-hoz,mint a másik. [85℄12.5. Feladat: Milyen a kett®vel megel®z®höz hasonló állítás mondható kia 0-hoz tartó sorozatokra. [86℄12.6. Feladat: Vegyük az összes egész számokból álló monoton növ®sorozatot. Igaz-e, hogy van olyan sorozat, amelyik ezek mindegyikénél gyor-sabban tart 0-hoz. [87℄11. Konvergeniasebesség12. Feladatsor: () Mit®l irraionális az e?Magyarázat 2. A következ® két feladat arról szól, hogy az irraionális számokjól approximálhatóak reionálisakkal, míg minden raionális α rosszul approx-imálhatóak t®le különböz® raionálissal.12.1. Feladat: Bizonyítandó, hogy minden α raionális számhoz létezikolyan c > 0, hogy ha p/q 6= α then
∣

∣

∣

∣

p

q
− α

∣

∣

∣

∣

>
c

q
. [88℄12.2. Feladat: Bizonyítandó, hogy minden α irraionális számhoz végtelensok olyan p

q
létezik, amelyre

∣

∣

∣

∣

p

q
− α

∣

∣

∣

∣

<
1

q2
. [89℄



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 2312. Leibniz sorok
⇐= Vizsga: 812.1. Feladat: Bizonyítandó, hogy ha an > 0 monoton sökken®, akkor

a0 − a1 + a2 − a3 + . . . ± an . . .konvergens, és az
Sn := a0 − a1 + a2 − a3 + . . . ± anszelet (részletösszeg) hibája az els® elhagyott tag. [90℄Az ilyen sorokat hívjuk Leibniz soroknak.Megjegyzés 12. Azt kell észrevenni, hogy az egymásutáni részletösszegekegymásba skatulyázott, egyre sz¶kül® intervallum-sorozatot alkotnak. Ezeknekvan egyetlen egy közös pontjuk, az a keresett határérték.12.2. Feladat: Mit jelent a fenti tétel a

∑ xn

n!sorra? [91℄13. Taylor sorok
⇐= Vizsga: 913.1. Feladat: Legyen an korlátos. Mutassuk meg, hogy

sN(z) :=
N
∑

n=1

anz
nCauhy sorozat a |z| < 1 nyílt egységkörlemez minden pontjában. [92℄Megjegyzés 13. Azokat az f(z) függvényeket tekintjük (a polinomok után) alegegyszer¶bb függvényeknek, amelyikek egy D tartományon polinomok határértékei,az alábbi értelemben: a D tartomány minden K korlátos zárt részhalmazánlétezik hozzájuk olyan polinom-sorozat, Pn(z), melyekre

lim
n→∞

max
z∈K

|f(z) − Pn(z)| → 0.



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 2414. M¶veletek sorokkal14.1. Feladat: (Hatványsorok szorzata, Cauhy szorzat) Mutassuk meg,hogy ha cn :=
∑n

i=0 aibn−i, akkor
(

∞
∑

n=0

anz
n

)

·
(

∞
∑

n=0

bnzn

)

=

∞
∑

n=0

cnzn. [93℄14.2. Feladat: (Hatványsorok tagonkénti di�ereniálhatósága) Mutassukmeg, hogy ha
f(z) :=

∞
∑

n=0

cnz
n,akkor

f ′(z) =
∞
∑

n=0

ncnzn−1. [94℄Megjegyzés 3. Ez a feladat értelmezést igényel. Lehet úgy értelmezni, hogya z ∈ (−a, a) intervallumra gondolunk, de úgy is, hogy a |z| < r körlemezre.Az utóbbi esetben
f ′(a) := lim

z→a

f(z) − f(a)

z − a
.Ilyenkor azt mondjuk hogy az f : C → C függvény komplex di�ereniálható.Ha ezt egy nyílt halmazon tesszük fel, az hihetetlenül er®s megkötés: imp-likálja a hatványsorba fejthet®séget.15. Vegyes feladatok sorokra

⇐= Vizsga: 1015.1. Feladat: Adjunk meg olyan (szép) függvénysorozatot a [0, 1]-en,amelyikre
lim

n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx 6=
∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x) dx. [95℄Megjegyzés 14. Visszajátszható a feladat arra, amikor a függvények 0-hoztartanak, de az integráljaik nem tartanak 0-hoz. Ez múlhat azon, hogy azadott függvények nem-negatívak, egyre magasabbra mennek fel egyre rövidebbrészintervallumon a [0, 1]-ben, de azért még 0-hoz tartanak, és az alattuk lev®területek még elég nagyok maradnak: nem tartanak 0-hoz.



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 2516. Általánosított határértékek17. Feladatsor: () Konvergens sorozatok számtani közepének konvergeniája.Miért fontos?Hogyan általánosítható?17.1. Feladat: Legyenek az (an) sorozat számtani közepei a bn-ek ezek
⇐= Vizsga: 11számtani közepei a cn-ek:

bn :=
1

n

n
∑

i=1

ai és cn :=
1

n

n
∑

i=1

bi.Lehetséges-e, hogy cn konvergens, de bn nem konvergens? Lehetséges-e, hogy
cn konvergens, de bn nem konvergens, ha még azt is feltesszük, hogy an > 0?[96℄Megjegyzés 15. Itt arról van szó, hogy az osszilláió ellene hat a konver-geniának, az átlagolás egy oszilláló sorozatot kisimít, de talán egy kisimításnem elég er®s, kett® már konvergenssé teszi, de egy átlagolás még nem. Próbál-kozzunk az alábbi sorozatokkal:

an = (−1)n; an = (−1)n
√

n; an = (−1)nn;
an = (−1)nn

√
n; an = (−1)nn2; an = (−1)nn3;

an = (−1)n3n;Miért fontos?Hogyan általánosítható?17. Függvénysorozatok konvergeniájaDe�niió 12. fn(z) egyenletesen konvergál az A halmazon f(z)-hez, ha min-den ε > 0-hoz megadható olyan n0(ε), hogy n > n0 esetén |fn(z)− f(z)| < ε.Magyarázat 3. Az egyenletes konvergeniával szemben áll a pontonkéntikonvergenia: fn(z) pontonként konvergál az A halmazon f(z)-hez, ha min-den z ∈ A-ra és ε > 0-hoz megadható olyan n0(ε, z), hogy n > n0(ε, z) esetén
|fn(z) − f(z)| < ε.A különbség lényege tehát, hogy az n0(ε) az egyenletes konvergeniábannem függ a helyt®l: z-t®l.17.1. Feladat: Adjunk meg olyan függvénysort, amelyik [0, 1]-en konver-gens, de nem egyenletesen konvergens. [97℄



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 2618. Hatványsorok
⇐= Vizsga: 1218.1. Feladat: Adjunk meg olyan hatványsort, amelyik konvergens azegységkörlemezen, egyenletesen konvergens, de nem konvergál sehol az egység-körön kívül. [98℄18.2. Feladat: (Segítség az el®z® feladathoz:) Vizsgáljuk meg azt ahatványsort, ∑ anz

n-et, ahol ha n 6= k!, akkor an = 0, ha n = k!, akkor
an = 1

k2 :
f(z) = 1 +

z2

22
+

z6

32
+

z24

42
+

z120

52
+ . . .19. Feladatsor: () (Hadamard formula) Mutassuk meg, hogy, a ∑ anznfüggvénysor egy körlemez belsejében konvergál, a külsejében divergál. Arról,hogy a határon mit tesz, nehéz bármit mondani. [99℄19.3. Feladat: Mutassuk meg, hogy, a ∑ anz

n függvénysor, ha konvergál
z0-ban, akkor egyenletesen abszolut konvergens a |z| < |z0| − ε körlemezben(minden ε > 0-ra). [100℄19.4. Feladat: [101℄20. Feladatsor: () (Abel szummáió)19. Topológia19.1. Metrikus terekDe�niió 13. Az M halmazt egy ρ(x, y) kétváltozós távolságfüggvénnyel (metriká-val) metrikus térnek nevezzük, ha a következ® teljesül:1. ρ(x, y) ≥ 0.2. ρ(x, y) = 0 akkor és sak akkor, ha x = y.3. [Háromszögegyenl®tlenség℄ Minden x, y, z ∈ M-ra

ρ(x, y) + ρ(y, z) ≤ ρ(x, z).Egy metrikus teret M = (M, ρ) alakban adunk meg: megadjuk a hal-mazt, pontjainak halmazát, és megadjuk a metrikát.



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 27Megjegyzés 16 (Egy fontos példa). Az alábbiakban egy olyan feladatsortkonstruálok, amelyik a matematika egy nagyon fontos állítását dolgozza fel.Az állítás rengeteg fogalmat tartalmaz, megfogalmazom, de MOST még eztnem kell megérteni. ÁllításKompakt tereken a folytonos függvények egy teljes metrikus teret alkot-nak. Ezen belül a C[a, b]-n, azaz, a korlátos zárt intervallumokon folytonosfüggvények egy szeparábilis metrikus teret alkotnak.Most felejtsük el a fent megfogalmazott legáltalánosabb formát, sak azutolsó mondatra konentrálunk.Kés®bb mindezeket tanuljuk, és itt nem az a él, hogy egy fontos témátkorábbra hozzunk, hanem az, hogy azt feladatsorban dolgozva fel, tehnikátszerezzünk.Néhány de�niióra lesz szükségünk:De�niió 14 (Metrika a folytonos függvények terén). Legyen K = [a, b].Ekkor
ρ(f, g) := max

x∈K
|f(x) − g(x)|. (4)19.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy C[a, b] metrikus a (4) távolsággal.[102℄De�niió 15 (Teljesség). Egy (M, ρ) metrikus tér akkor teljes ha teljesül ráa Cauhy féle konvergenia-kritérium: benne minden Cauhy sorozat konver-gens.19.2. Feladat: Gondoljuk át, mit jelent a fenti feladat: mit jelent a Cauhysorozat, és mit jelent a konvergenia egy metrikus térben. [103℄De�niió 16 (Szeparabilitás). Egy (M, ρ) metrikus tér akkor szeparábilis,ha van benne egy (xn) sorozat, amelyikre minden a ∈ M-re van (xn)-nek

a-hoz konvergáló részsorozata.20. Feladatsor: () C[a, b]-n, azaz, a korlátos zárt intervallumokon folytonosfüggvények egy szeparábilis metrikus teret alkotnak.



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 2819.2. Hilbert terekDe�niió 17 (Metrikus tér). Egy X halmaz párjain megadott ρ(x, y) kétvál-tozós függvény metrika és az X halmaz ezzel a metrikával �metrikus tér�, ha(a) Minden x, y ∈ X, esetén ρ(x, y) = ρ(y, x);(b) minden x, y ∈ X, x 6= y esetén ρ(x, y) > 0, viszont ρ(x, x) = 0;() minden x, y, z ∈ X-re teljesül a háromszög egyenl®tlenség:
ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).Az n-dimenziós euklideszi tér elemei a valós szám n-esek:

a = (a1, . . . , an) (5)Távolság:
ρ(a,b)2 :=

n
∑

i=1

(ai − bi)
2. (6)20.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy ez metrikus tér. [104℄

⇐= Vizsga: 13Az euklideszi terek természetes kiterjesztése ℓ2: az ún. �kis-ℓ-kett®� tér:elemei a konvergens sorozatok közül azok, amelyeknek még a négyzetösszegeiis konvergálnak:
∞
∑

i=1

a2
i < ∞ (7)Távolság:

ρ(a,b)2 :=

∞
∑

i=1

(ai − bi)
2. (8)20.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy ez metrikus tér. [105℄

⇐= Vizsga: 1420.3. Feladat: Mutassuk meg, hogy ez a metrikus tér tartalmazza azösszes véges dimenziós euklideszi teret. [106℄19.3. SíktopológiaTétel 2 (Jordan görbetétel poligonokra). Ha a síkból elhagyunk egy zártpoligont, két tartomány keletkezik, melyek közül az egyik korlátos, egyszeresenösszefügg®.21. Feladatsor: () Bizonyítsuk be Jordan görbetételét poligonokra.



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 29Magyarázat 4. A fenti állítás olyan egyszer¶, hogy már azt is nehéz megérteni,miért kell bizonyítani. Az egyetem 3. évében természetes bizonyítani. Mostfeladatsorban dolgozzuk fel.21.1. Feladat: Bizonyítsuk be, hogy egy nyílt poligon nem vágja ketté asíkot. [107℄21.2. Feladat: Legyen P egy zárt poligon, és x egy rajta kívül lev® pont.Jelölje b(x, P ) az x-en átmen® félegyenes P -vel való metszésszámának par-itását (ahol feltesszük, hogy a félegyenes nem tartalmazza P egy szakaszát).Mutassuk meg, hogy ez a paritás nem függ a félegyenes választásától. [108℄20. Kis halmazok20.1. Feladat: (Baire tétele) Mutassuk meg, hogy ha a [0,1℄ intervallumotlefedjük megszámlálható sok zárt halmazzal,
[0, 1] ⊆

⋃

Fi,akkor valamelyik Fi tartalmaz egy kis nyílt (α, β) intervallumot. [109℄20.2. Feladat: (Baire tétele) Igaz marad-e az el®z® feladat állítása, ha azártságot nem tesszük fel? [110℄21. Vegyes feladatok
⇐= Vizsga: 1521.1. Feladat: Jelölje {x} x törtrészét (x = x− [x]). Mutassuk meg, hogyha α irraionális, akkor a {nα} számok mindenütt s¶r¶n vannak a [0,1℄-ben.[111℄22. Feladatsor: () Mutassuk meg, hogy a 15-ös számjátékban a helyzetekkét olyan osztályba oszthatók, ahol az egyik soportból korrekt tologatással nemjuthatunk el a másikba. Megoldás: S27.1/M3
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Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 3022. Gráfelmélet22.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy hogy ha G-ben azt a kettévágást
⇐= Vizsga: 16vesszük, amelyikre a legtöbb él megy keresztbe, akkor legalább az élek felekeresztbe megy. [112℄23. Feladatsor: () Mutassuk meg, hogy hogy ha A egy d-reguláris gráfadjaenia-mátrixa, akkor a legnagyobb (abszolutérték¶) sajátértéke d, és ezakkor és sak akkor egyszeres, ha a gráf összefügg®.
⇐= Vizsga: 1723.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha A egy d-reguláris gráf adjaenia-mátrixa, akkor 1 = (1, 1, . . . , 1) sajátvektor. [113℄23.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha A egy d-reguláris gráf adjaenia-mátrixa, akkor a legnagyobb (abszolutérték¶) sajátértéke d. [114℄23.3. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha A egy d-regulárisG gráf adjaenia-mátrixa, akkor a legnagyobb (abszolutérték¶) sajátértéke d, és ehhez sajátértékminden olyan 0-1 vektor, amelyik egyik értéke minden komponensen kon-stans. [115℄23.4. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha A egy d-reguláris gráf adjaenia-mátrixa, akkor a d sajátérték multipliitásamegegyezik a komponensek számá-val. [116℄22.1. Extremális gráfelméletDe�niió 18. Az alábbiakban Gn mindig egy n súsú egyszer¶ gráf: nin-senek benne hurok-élek és többszörös élek. Ha adott egy L gráf, akkor

ex(n, L) := max{e(Gn) : L 6⊆ Gn, }azaz, az L-hez és n-hez tartozó extrém szám a lehet® legnagyobb élszám egy
L-et nem tartalmazó gráfban.23.5. Feladat: Mutassuk meg, hogy

⇐= Vizsga: 18
ex(n, P4) ≤ n.Mutassuk meg, hogy ez (gyakran éles) [117℄23.6. Feladat: Találjunk egyszer¶ formulát

⇐= Vizsga: 19



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 31
∑

uv∈E(G)

(d(u) + d(v))-re. [118℄Megjegyzés 17. Ez a fokok négyzetösszege. Miért?23.7. Feladat: Az el®z® feladat alapján mutassuk meg, hogy G-ben van kétolyan éllel összekötött sús, amelyek fokösszege az átlagfokszámnak legalábbkétszerese. [119℄De�niió 19. Adott L gráfosztály esetén
ex(n,L) := max

L6⊆Gn

ha L∈L

e(Gn)Nevezzünk egy kört egy átlóval teta-gráfnak (mert hasonlít a görög Θ-ra).23.8. Feladat: Legyen LT a teta-gráfok halmaza: ezek a körök egy átlóval.
⇐= Vizsga: 20Bizonyítandó, hogy

ex(n,LT ) ≤ 3

2
(n − 1). [120℄23. Véletlen gráfok23.1. Feladat: Minden Gn gráfhoz hozzárendelhetjük az

⇐= Vizsga: 21
e(Gn)
(

n

2

)éls¶r¶séget. Mutassuk meg, hogy a Gn k-szögpontú részgráfjai éls¶r¶ségeinekátlaga éppen Gn. [121℄23.2. Feladat: Legyen n páros. Mutassuk meg, hogy van Gn-nek olyan
⇐= Vizsga: 22páros részgráfja, amelyik az éleknek legalább a felét tartalmazza és két n/2méret¶ szinosztállyal rendelkezik. [122℄23.3. Feladat: Majdnem minden gráfban a legnagyobb teljes részgráfkisebb (2 + ε) log2 n-nél. És persze, a legnagyobb üres részgráf is kisebb

(2 + ε) log2 n-nél. [123℄23.4. Feladat: Mutassuk meg, hogy majdnem minden Gn-ben n log n éllelvan C7. Hogyan élesíthet® és általánosítható. [124℄



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 3223.1. A Ramsey probléma24. Kombinatorika24.1. Mikor és miért használunk generátorf¶ggvényt?23.5. Feladat: Számítsuk ki a Generátorfüggvény/Generátorpolinomsegítségével a ∑n

k=0 k
(

n

k

)-et. [125℄25. Vegyes megjegyzésekMi az a "The Sottish Book?Nehéz megfogalmazni, miért, de érdemes kisit beleolvasni az alábbi fel-jegyzésbe, a Skót könyvr®l. Lvovban, (vagy ami ugyanaz, Lembergben) voltegy Skót kávéház, és a ma már nagyon híres matematikusok gyakran itttalálkoztak. Gyakran adtak fel egymásnak érdekes kérdéseket, és a megoldá-sokra kisebb (alkohol) jutalmat is kit¶ztek.Hogy miért érdekes ebbe a Skót Problémakönyvbe ma is beleolvasni?Mert jól tükrözi, hogy akkor mivel foglalkoztak a Funkionálanalízis és topoló-gia bizonyos vezet® alakjai.http://www-groups.ds.st-and.a.uk/~history/HistTopis/Sottish_Book.htmlhttp://en.wikipedia.org/wiki/Sottish_CaféSt Andrews Matematika-történeti feljegyzésekHa az interneten matematika-történeti adatokra vadászunk, gyakran botlunkegy angol egyetem, a St Andrews home-page-ere, az itt található érdekesmatematikatörténeti ikkekre.http://www-groups.ds.st-and.a.uk/$\mathaent"707E\relax{~}$history/Indexes/HistoryTopis.htmlRiemann féle ζ fv.
• Hol olvashatunk róla?http://en.wikipedia.org/wiki/Riemann zeta funtion
• Miért vettük el®? Mert az egyik legfontosabb nyitott kérdés rá vonatkozik:a Riemann sejtés, amelyik azt mondja ki, hogy a ζ(s) �nem-triviális" gyökeia ℜe s = 1

2
egyenesen vannak.

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Scottish_Book.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Scottish_Caf�
 http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/$\mathaccent "707E\relax {~}$history/Indexes/HistoryTopics.html


Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 3326. Feladatsor: () Mutassuk meg, hogy
ζ(s) :=

∑ 1

nskonvergens, ha ℜe s > 1.26.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha an ց 0 és∑ bn konvergens, akkor
∑

anbn is konvergens. [126℄26.2. Feladat: Mutassuk meg, hogy
f(x) :=

∑ 1

nxkonvergens, ha x > 1. [127℄(Valóban, alkalmazható az el®z® feladat.)



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 3426. Megoldások26.1. Vázlatok az új feladatokhozJavaslat a ... feladathoz:Legyen sn :=
∑

i≤n bi. Ekkor sn → s. Az egyszer¶ség kedvéért a korrek-iós tagokból az elejét elhagyjuk, a végén majd fellép az
Mn := an+1sn − ansn−1 → 0.Tegyük fel, hogy |Mn| < M és |sn| < S∗. Abel átrendezéssel:

∑

m<i≤n

aibi =
∑

i≤n

ai(si − si−1) = Mn +
∑

i≤n

si(ai − ai+1) =

Mn − Mm(?) +
∑

m<i≤n

s(ai − ai+1) +
∑

m<i≤n

(si − s)(ai − ai+1) → 0.Ugyanis a végén lev® tagok: ansn −ansn−1 illetve ansn −an+1sn, tehát itt
Mn := an+1sn − ansn−1.26.2. AszimptotikákMegoldás 1.Szükségünk lenne a következ®re: Ha x > 0, akkor

∣

∣

∣

∣

log(1 + x) −
(

x − x2

2
+

x3

3

)
∣

∣

∣

∣

<
x4

4
.Logaritmizáljunk

bn : = log hn = (n +
1

2
) log(1 +

1

n
) ≈

(

n +
1

2

)(

1

n
− 1

2n2
+

1

3n3

)

= 1 − 1

2n
+

1

3n2
+

1

2n
− 1

4n2
+ ... ≈ 1 +

1

12n2
.26.3. GeometriaMegoldás 2.Vegyünk ki 3 pontot, melyek ninsenek egy egyenesen: A, B, C-t. Azösszes többi az AB tengely¶ véges sok hiperbolaíven van és véges sok ACtengely¶n is. Í gy sak véges sok ilyen pont lehet.



Simonovits: Feladatmegoldó szeminárium, [2009. május 28.℄ 3527. Függvények27.1. Vegyes feladatokMegoldás 3 (15).Terítsük ki a 4 × 4-es táblát:
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