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Bevezetés

Ebben a miiben a BME mérnékoktatasaban frissen bevezetett ,Matematika A1 Ana-
lizis” nevid targy részletes gyakorlati tematikajara teszek javaslatot. Ezt a javaslatot
elsGsorban vitaanyagnak szidnom, mivel ugy gondolom, a mérnokhallgatok matematika-
oktatasa megérett egy alapos, 6ssznépi atgondolasra.

A matematika targyak tényleges tartalma hagyoményosan nagyon erésen tanszék-
fligg6. Az elmilt évtizedeket a megvaltozott koriilmények dacara dontGen tuléltek a
régi tematikdk. A megvaltozott koriilményeket — elsGsorban a hallgatoéi létszam dramai
emelkedését, és az ezzel jaro elkeriilhetetlen szinvonalcsékkenést — leginkabb csak a sza-
monkérések szintje kovette, az is csak részben. Az u.n. Egységes Matematikaoktatés
bevezetése ugyan papiron atjarhatéova tette sok mérnok szak kurzusait, a gyakorlatban
viszont a targyak logikai egymasra épiilése csak tanszéken beliil valosul meg (j6 esetben).

A hallgatosag Osszetételének megvaltozasat az igények megvaltozasa is kovette. Ma,
gy érzem, a hallgatosag sokkal kisebb részének van igénye (és sziiksége) magas (vagy akar
kozepes) szintii absztrakciora. Cserébe nagy az igény a mar meglévs ismeretek rendszeres
hivatkozasara és frissitésére, rendzserbe foglalasira: sok fejben nem all 6ssze magétol a
rendszer.

Az elmilt évben az 0j ,,A1” targy meghirdetése egyrészt nagyon késén tortént, masrészt
nagyon koran. Késén, mert az utolsé uténi pillanatban egy 1j tematika és szabalyrendszer
bevezetésének nincs realitdsa. Masrészt nagyon koran, mert a hivatalos tananyagnak
kinevezett ,,Thomas’ Calculus” konyv (Addison Wesley 2004) nem csak hogy nem létezett
magyar forditasban, de nem is olvasta szinte senki. Az konyv tartalméval kapcsolatos
problémak megoldasat megelGzte a dontés.

Igy az ,A1” targy sziiletését gyakorlatilag valtozas nélkiil élték tal a régi ,B1” temati-
kak. Sajnos egyelére kimaradt a nagy lehetGség a sziikséges valtozasokban valé megegye-
zésre és ezek megvalositdsdra. Ennek ellenére tigy vélem, hogy az dtgondolt valtoztatasra
sziikség van: tobbet ki lehetne hozni a helyzet adta lehet6ségekbdl, mint amit ma kiho-
zunk.

A tematika Osszeallitasdnak szempontjai

Az Gj tematika Osszeallitasanal legalabb harom f§ szempontot figyelembe kell venni:
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e a targy akkreditacidjaban lévé hivatalos tematikat
e a hivatalos tananyagként definialt Thomas kényv anyagat
e a rendszerben 1évG igen nagy tehetetlenséget (vagy: lendiiletet).

Sajnos mar ez a harom szempont is paronként Gsszeegyeztethetetlen, pedig jo lenne figye-
lembe venni tovabbi szempontokat is:

e a mérndk oktatok elvarasait

e a hallgatok felkésziiltségét

e az idGkorlatot.
Az alabbiakban ezen hat szempont kozotti néhany ellentmondast emelek ki, és javaslatot
teszek a megkotend§ kompromisszumra. A javaslat hangsilyozottan a gyakorlatok

tematikajara vonatkozik. Hogy az el6adasokba mi egyéb férhet még bele, arra nincs
ralatasom.

Referencia képpen alljon itt a targy hivatalos leirasa:

Sik- és térvektorok algebrdja. Komplex szamok. Szamsorozatok.
Figgvényhatarérték, nevezetes hatarértékek. Folytonossag.
Differencidlszamitds: Derivalt, differencidlédsi szabdalyok.
Elemi fiiggvények derivaltjai. Kozépértéktételek, L’Hospital
szabdly. Taylor-tétel. Fiiggvényvizsgalat: 1lokalis és
globadlis szélsdértékek. Integralszamitds: Riemann integral
és tulajdonsigai, Newton-Leibniz formula, primitiv fiiggvény
meghatdrozasa, parcidlis és helyettesitéses integralas.
Specidlis integralok kiszdmitdsa. Improprius integral. Az
integralszamitas alkalmazasai.

Néhany kiemelt probléma

elsd probléma: sorozatok hatarértéke

A hivatalos tematikaban — csaktgy, mint az oktatas hagyomanyaiban — el6kel6 helyen
szerepelnek a szdmsorozatok és hatarértékiik. Ezzel szemben a Thomas konyv sorozatok-
kal sokdig nem foglalkozik. RoOgton az elején figguény-hatarértéket targyal. A sorozat
hatarértéke a fiiggvény végtelenbeli hatérértékének specialis esete, és csak joval késGbb
keriil el§, amikor a fiiggvénysorokhoz kell.

Ebben a kérdésben {idvosnek tartom a Thomas féle megkozelitést. A differencial és
integralszamitast fel lehet épiteni sorozatok nélkiil, a legtobb triikkos hatarértéket pedig
majd a L’Hospital szabaly lelovi. Gyakorlati szempontbdl egyaltaldn nem baj, ha néhany
fiiggvény derivaltjanak mibenlétét elhinni kényszeriiliink — ez amigy is elkeriilhetetlen,
hiszen pl. a cos és sin fiiggvényrsl a kovetkezs félév elejéig (hatvanysorok) nem fogjuk
pontosan tudni, hogy micsoda.

Ennek megfelelen a javasolt gyakorlati tematikdban sorozatok nem szerepelnek.
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masodik probléma: transzcendens fiiggvények

A Thomas konyv gy csinalja végig a differencial- és integralszamités felépitését, hogy
kozben exponencialis fiiggvényrdl és logaritmusrol nem esik sz6. Az In fiiggvényt mint az
% integraljat definialja, az e*-et pedig mint ennek inverzét.

Mondanom sem kell, hogy ez teljesen Osszeegyeztethetetlen a magyar oktatas hagyo-
méanyaival. Mésfel6l ezt a mérndkoktatasban teljesen felesleges absztrakcionak tartom,
amikor rettent indirekt modon vezetiink be valamit (a hatvanyozést), ami nagyon szem-
léletes. Véleményem szerint az e” definicidjaul egy félévre tokéletesen megfelel, hogy ,,A
27-r6] mindenki tudja, hogy micsoda (vagy azt hiszi, hogy tudja), az e” meg ugyanolyan,
csak az e egy masik szam”. Ezen feliil az e” elhalasztasa a legfontosabb példatol fosztja
meg a differencidlszamitést: az ehhez valé hozzészokast nem lehet elég koran kezdeni.

oriasi hibanak tartom, hogy magyarra forditasra nem a Thomas’ Calculus ,Early
Transcendentals” valtozata keriilt, ami éppen a fenti felismerés nyomén kezdettsl beépiti
a targyalasba a transzcendens fiiggvényeket. Csak bizakodni tudok abban, hogy ez nem
azért tortént, mert a dontéshozok nem tudtak a mésik valtozat 1étezésérsl.

Mindezek alapjan az e” és tarsai az elejétdl szerepelnek a javasolt gyakorlati temati-
kaban.

harmadik probléma: szekans és koszekans

A Thomas konyv az angolszasz hagyomanyoknak megfelelGen intenziven hasznélja
onallo fiiggvényként a secx = Colw és cscx = sirlw fliggvényeket, ezeket ugyanolyan ter-
mészetességgel (s6t, elGszeretettel) szerepelteti a képletekben, derivélja, integralja, mint a
szinuszt és koszinuszt. Ennek a szokasnak a megteremtését hazai palyan teljesen irredlis-
nak tartom: én magam egyéltalan nem tudok ezekkel a fiiggvényekkel banni, és ebbdl azt
gondolom, hogy sok mas oktato sem :) — a hozzank keriil6 hallgatokrol nem is beszélve.
Nem hiszem, hogy a dolog megérné a faradsigot — és f6leg a gyakorlatbdl eltels értékes

perceket, igy a javasolt gyakorlati tematikdban szekans és koszekans nem szerepel.

negyedik probléma: komplex szamok és térgeometria

Ez a két témakor teljesen kilég a tematikdbol. Nem tudom, miért keriiltek bele.
Talan mert annyira siirget§ a targyalasuk a mérnoki alkalmazésok miatt, taldn mert nem
sikeriilt nekik mas targyakban helyet talalni. Mindenesetre itt a leveg&ben lognak: mind
komplexbdl, mind vektorokbol csak algebrat van esély csinalni, analizist nincs. A Thomas
konyvben ugyan mindketts szerepel, de a térgeometria csak a tobbvaltozos analizis el6tt,
a komplex szdmok pedig csak fiiggelékben.

Azt gondolom, hogy mindkettének a mésodik félévben lenne a helye: a komplex szé-
moknak a hatvanysorok és a Fourier-sorok kozott félaton, a térgeometrianak pedig a
linearis algebra elején. (A vektorialis szorzat, ugye, determinans ...) Cserébe a hatvany-
sorokat hoznam el6re az els§ félévbe. Ekkora eltérést a hivatalos tematikatoél azonban
javasolni se merek :(

Ennek megfelelen a javasolt gyakorlati tematikiban mindkét témakdorrel mostohan
banok: az utolso két gyakorlatot kaptak, aminek az anyaga alig szdmonkérhets. (Pon-
tosabban: az anyag t6bbi része kapta az elGkeld helyeket.) Masfelsl ez a két anyagrész
barmikor barhova attehetd, amikor az id§ engedi.
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otodik probléma: paraméteres gorbék

A hagyoményok szerint a derivilas és integralas alkalmazéisainal venni szokas para-
méteresen adott gorbék merdekségét, ivhosszat, s6t a helyvektor altal surolt teriiletet,
stb. Véleményem szerint ezek az alkalmazasok — bar kétségkiviil egyvaltozos fliggvények
derivalasat és integralasat igénylik — nem az egyvaltozos analizis témakorébe tartoznak.
A Thomas konyv sem itt targyalja Gket, hanem kozvetleniil a tobbvaltozos analizis elGtt,
a lineéris algebrai bevezet6 utan. Tapasztalatom szerint ezek az alkalmazasok a hallgatok
tilnyomo részénél a (meg nem értett) kész képletbe valo behelyettesités begyakorlasat
jelentik, és szamonkérni is csak ezt tudjuk. Ezért azt javaslom: varjanak a paraméteres
gorbék akar a harmadik félévig is (a differencidlgeometrisig). Ha id6 kozben egy mérnok
oktatonak mégis sziiksége lenne ilyen alkalmazasra, hat & is felirhatja a képletet bizonyités
nélkiil.

Ennek szellemében a javasolt gyakorlati tematikdban paraméteres gorbék nem szere-
pelnek.

hatodik probléma: algebra, halmazelmélet, logika, stb

A hagyomany szerint az egyetemi matematika villimgyors ismétléssel kezdGdik. Sze-
repelni szokott (tanszéktdl fiiggGen) halmazalgebra, allitasok tagadésa, teljes indukcio,
polinomok osztisa, szdmtani, mértani és harmonikus kézép, binomialis egyiitthatok és
binomialis tétel, rekurzivan definialt sorozatok monotonitasa, és még sok minden érdekes
dolog. Tapasztalatom szerint ezeknek az anyagrészeknek a hasznosulasa rendkiviil kicsi,
rdadasul ezek donté része az anyag felépitéséhez nélkiilozhets. Természetesen egyikrél sem
allitom (szinte), hogy nem hasznos és nem érdekes. Azt viszont allitom, hogy a gyakorla-
tokon ezeknél sokkal fontosabb dolgokra kell az id6. Igy a javasolt gyakorlati tematikabol
a felsoroltak mindegyike kimaradt. Véleményem szerint, ha az eladénak ezen ismeretek
valamelyikére a logikus felépitéshez sziiksége van, akkor beszéljen rola el6adason.

hetedik probléma: a hallgatok felkésziiltsége és az idSkorlat

Az analizis nagyon sok, a kozépiskolaban szerzett elGismeretre épit. Sok hallgato-
nak ezek az elGismeretei (enyhén szolva) hidnyosak, igy elkeriilhetetlen néha az ismétlés.
Teljesen reménytelen azonban minden sziikséges ismeret atismétlése, ezért sokkal haszno-
sabbnak tartom a hallgatoknak nagyon vildgosan tudtara adni, hogy mire lesz sziikség.
Ehhez a tematikiban egy nulladik gyakorlat helyetti ,sziikséges elGismeretek” bekezdés
szerepel. Ezen feliil az els6 gyakorlat az altalam egyediili legfontosabbnak tartott fiigg-
vényfogalomrol, valamint fontos fiiggvények tulajdonsigairdl sz6l. Ez méar csak azért is
kell, mert az els§ gyakorlatot sokszor nem el6zi meg el§adas, igy az analizishez nem lehet
hozzékezdeni.

A maésodik gyakorlat viszont mar hatarérték, és az id6beosztasnal az volt a cél, hogy
az els6 ZH-n (kb. a hetedik héten) a derivalas az Osszes alkalmazasaval szamonkérhets
legyen.

Az anyag 12 alkalomra van tervezve, tapasztalatom szerint max. ennyi gyakorlaton
van realitasa 1j anyagot venni.
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Hangsulyok

A javasolt tematika egyértelmiien a derivalas és az integral fogalmara, technikijara
és alkalmazasara teszi a hangsilyt, bevallottan minden més ismeret rovasara. Ezt jol
tiikrozi az idGbeosztas: a derivalasra és integraldsra 4-4 gyakorlat jut, minden maésra
Osszesen 4.

A cél elsGsorban a matematika és csak mésodsorban az alkalmazéas megtanitasa, nem
pedig forditva. Mindez abbdl a meggy6z6désbél kiindulva, hogy a mérndkhallgaté agyéa-
ban egyik sem lehet meg a masik nélkiil, de alkalmazast mashol is sokat lat majd, a
matematikat pedig itt kell megtanulnia.

A feladatsorok

A tematikdhoz irt minden kommentirnal beszédesebbek maguk a javasolt feladatso-
rok. Ezekben megprobaltam az anyagnak azt a részét kiemelni, amir6l szerintem a révid
gyakorlatoknak szolni kell. Természetesen erds szelekcié6 mellett is sokkal tobb feladat
keriilt be, mint ami gyakorlaton realisan targyalhaté — kiilénosen a technikarél szolé gya-
korlatoknal. Ezért a feladatsorokkal nem is azt akarom mutatni, hogy mi minden van
benniik, hanem hogy mi minden nincs.

Egyel6re nem teszek javaslatot arra, hogy a felsorolt feladatokbo6l melyik legyen az
az alkalmanként legfeljebb 10, néhany témakornél esetleg 15 részfeladat, ami gyakorlaton
elhangozzék. Am ha targyfelelGs lennék, bizonyara megtenném.

Végiil: a kisértésnek csak nem lehet ellenallni, igy sok feladatsor végére bekeriilt né-
hany nehezebb, vagy az anyagon tilmutato feladat — csillaggal megjelolve — a jo hallgatok
szamara, abban a reményben, hogy tovabbra is lesznek ilyenek.
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Reészletes tematika, gyakorlatok idébeosztasa

0.

sziikséges elGismeretek

Fiiggvény fogalma, abrazolasa. Trigonometrikus fiiggvények, hatvinyozas és logarit-
mus azonossigai. Nevezetes fiiggvények grafikonjai, fiiggvénytranszforméciok. Egy-
szerii algebrai, trigonometrikus, logaritmusos és hatvanyozéisos egyenletek megoldésa.
Abszolit érték. Osszegek > -s jelolése. Faktorialis.

. gyakorlat: fiiggvénytani alapok

Fiiggvény fogalma, értelmezési tartomany, értékkészlet, fliggvény abrézolasa, kiértéke-
lése. Osszetett fiiggvény, inverz fliggvény. Nevezetes fiiggvények grafikonjai. Exponen-
cidlis és hiperbolikus fiiggvények.

. gyakorlat: fiiggvények hatarértéke

Pontbeli és végtelenbeli hatarértékek intuitiv fogalma, leolvasasa grafikonrol, megha-
tarozésa behelyettesitéssel. Hatarérték keresése definicio alapjan. Egyszerti hatarér-
tékszamitasi szabalyok; racionélis tortfiiggvény hatéarértékei, gyoktelenités modszere.
Rendér-elv. e-hatvanyokra vezeté hatarértékek nem.

gyakorlat: folytonossag, differencidlhanyados

Folytonossag fogalma, folytonossa tétel. A folytonossag, mint a hatardtmenet és a
fliggvény-kiértékelés felcserélhetsége. Differencialhdnyados intuitiv fogalma és defini-
cidja, derivalt keresése definici alapjén.

. gyakorlat: a derivalas technikaja

Elemi fiiggvények derivaltjai. Derivalasi szabalyok: Gsszeg, szorzat, hanyados, Osszetett
fiiggvény, inverz fiiggvény derivalasa. f(z)9") alakt hatvanyok derivalasa. Implicit
fliggvény derivaltja. Magasabb deriviltak. Paraméteresen adott gorbe derivaltja
nem.

. gyakorlat: a derivalas alkalmazésai 1.

Fiiggvénygorbe érint&je. Monotonités, konvexitas. Fiiggvény szélsGértéke, szoveges
szélsGérték-feladatok. L’Hospital szabaly, e-hatvanyra vezet§ hatarértékek. Newton
modszer. Taylor polinom. Sebesség, gyorsulas, dramerGsség, teljesitmény.

gyakorlat: a derivilas alkalmazésai 2.: fiiggvényvizsgélat

Szakadési helyek és hatarértékek keresése, monotonitas és szélsGértékek, konvexitas és
inflexiok. Végcél a fiiggvény abrazolasa és az értékkészlet leolvasisa. Ferde aszimp-
totdk nem.

gyakorlat: hatarozatlan integral 1.

Elemi integralok. Fiiggvények 6sszegének, szamszorosanak integralja. fof’, e/ f' tipust
integralok. Parcialis integralas. Parcialis tortekre bontas legegyszeriibb esetei, racio-
nalis tortfiiggvények integralédsa. Trigonometrikus polinomok integraldsa linearizalas
utan.

gyakorlat: hatarozatlan integral 2 (helyettesitéses), hatarozott integral
Helyettesitéses integralok. Hatarozott integral geometriai jelentése. Newton-Leibniz
formula. Parcialis és helyettesitéses integralas a hatarozott integralokra (hatarok ke-
zelése).
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gyakorlat: integral alkalmazasai

Gorbe alatti teriilet, fiiggvénygorbe ivhossza, silypontja. Forgésfeliilet felszine, stly-
pontja, masodik momentuma (tehetetlenségi nyomaték). Forgéstest térfogata, sily-
pontja. Forgatényomaték. Munka. Atlagsebesség. Paraméteres gérbék nem.

gyakorlat: kozelits integril, improprius integrél

Téglalap és trapéz modszer. Integral kozelitése a Taylor-polinom integralasaval. Monte
Carlo moédszer. Nevezetes improprius integralok, 1étezés és nemlétezés. Diszkrét dsszeg
kozelitése integrallal.

gyakorlat: komplex szamok
Algebrai és trigonometrikus alak. Osszeadas, szorzas, osztas, hatvanyozés, gyokvonas.

gyakorlat: koordindtageometria

Skalaris szorzas, hosszisag, vektorok szoge. Egyenes paraméteres egyenlete és egyen-
letrendszere. Sik egyenlete, normélvektora. Vektoridlis szorzas. Pontok, egyenesek,
sikok tavolsaga.
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1. filiggvénytani alapok

—_

. Legyen f(z) = (#2+1)? —z, g(z) = 1 — x. Mennyi

[\™]

. Legyen f(z) = /1 -z + 1.
Mi f értelemzési tartomanya és értékkészlete?
Mennyi z, ha f(x) = %?
Mennyi y, ha f(y) = 17
Adjuk meg az f fiiggvény inverzét, f—!-t!
Mi f~! értelmezési tartoméanya és értékkészlete?

3. Invertalhatok-e az alabbi fiiggvények? Ha igen, mi az inverziik, illetve mi az inverz
értelmezési tartomanya és értékkészlete?

(@) f:[-2,2 =R, f(x)=2?+1 (d) f:[-00, o] = R, f(z) =sinx
(b) f:[-2,2] =R, flz) =a3+1
(¢) f:[0, 2] =R, f(z) =2 +1 (€ f:[=5, 3] =R, f(z) =sinz

4. Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket!

(a) @5 a® a% L5 55 Xy Vo
(b) sinx; cosx; tanx
(c) 2% 27% (3)"; logy @

5. Legyen e ~ 2, 7182818285 az Euler-féle szam. Legyen tovabba
h et +e " - et —e* tonh sinh x
= sinhy = ——— anhz =
coshE 2 2 cosh x

a szinusz-hiperbolikus, koszinusz-hiperbolikus és tangens-hiperbolikus fiiggvény.

Ellenérizziik, hogy
e cosh’z —sinh?z = 1
e cosh(x + y) = cosh z cosh y + sinh z sinh y
e sinh(z + y) = sinh z cosh y + cosh x sinh y
e cosh(—x) = coshx
(
Vajon miért viselik ezek a fiiggvények a ,szinusz” és ,koszinusz” nevet? !

Abrazoljuk sinh z-et, cosh z-et és tanh 2-et!

1Kés6bb tovabbi rokonségra, is fény fog deriilni, és megtudjuk, honnan kaptak a ,hiperbolikus” jelzét.
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2. filiggvények hatarértéke

1. Az alabbi hatarértékeket olvassuk le a fliggvény grafikonjarol!

(a) lim f(2) (d) Jim h(2) (2) limi(x) () lim k()
(b) lim g(x) (e) lim h(z) (h) lim i(z) (k) lim I(z)
() Tim h(x) (f) Tim i(z) (i) lim j(x)
i h(z)
; 1
N S 4
E 0 0
T -1
1 2 T 1 9
,,,,,,,,,,,,,,,, AL
,,,,,, /\ At
fffffffffff RV,
2. Keressiik meg az alabbi hatarértékeket behelyettesitéssel!
. . . 2
(a) lim2? (b) lim ze (c) lim & — 27+ 3

=312 + o — 12

3. Az alabbi hatarértékeket sejtsiik meg egy ,kozeli” szam behelyettesitésével!



12 Javaslat A1 gyakorlati tematikara
(a) lim x? —4x+3 (c) lim 2?2 4+ 100z — 1000
a—3 a2+ — 12 T—00 3x2 —=x
1 —
(b) lim — % (d) lim Va2 +2 — Va2 -z
z—0 2 T—00

100 °

4. (a) Legyen f(x) = 2® + 2z + 3, és legyen A = lin% f(x) =11, ¢ = <. Adjunk meg
olyan § > 0 szamot, amire igaz, hogy ha |z — 2| < 4, akkor |f(z) — A| < e.
z—2

(b) Legyen f(x) = és legyen A = lim f(z) =1,¢e =

1
1000 *

Al <e.

= %=, Adjunk meg olyan K

szamot, amire igaz, hogy ha x > K, akkor |f(x)

(c) Legyen f(z) = ﬁ, ekkor lir£11f($) = —o0. Legyen N = 1000000. Adjunk

meg olyan 6 > 0 szamot, amire igaz, hogy ha |z — (—1)| < §, akkor f(z) < —N.

x sin (l) ,hax #0
d) Legyen f(z) = m

(d) Legyen f(x) 0 haz—0
hoz adjunk meg olyan 6 = §(¢) > 0 szamot, amire igaz, hogy ha |z — 0| < J, akkor

|f(z) — Al <e.

, s legyen A = lir% f(x). Minden £ > 0-

5. Keressiik meg az alabbi hatarértékeket (vagy tagabb értelemben vett hatarértékeket),

ha léteznek!

2 _ 6 3 _ 10 2
(a) tim =0 (1) lim %
2—2 T — z—oo 12 — 991
> +x—6 Ot — 342 19
(b) lim ~—"—— (m) lim 20" — 32" 42
z—2 €T r—o0 34 + 2x2 —2
) 2 x 6
(c) lim - - Vi+1l—vz—1
e—2x—2 x—2 x—2 (n) lim
231322 4 z—o00 \/x + 3+ /1 + 2
d) 1
(¢) lim 2% + 6z +9 z=00 /1 +3 =V +2
e==3 27 =9 (p) lim vVr(vVo —1—+Vz+1)
(f) lim e® £00
(¢) tim ¢ (@ Jlim ve—1-va®+l
(h) lim e (r) lim “
T—00 x—o0 I°
(i) lim coshx sin z
A (s) lim
(j) lim sinhx z—o0 T
r——0Q0 1
(k) lim tanhz (t) lim sin®z ti +cos?z(e™™ — 1)
6. *

(a) Hasonlitsuk ssze az abran lathato OCD haromszog, az OAD kércikk és az OAB

haromszog teriiletét! Ez alapjan bizonyitsuk be, hogy lim

sin x

bizonyitsuk be, hogy lirr(l)
r—

sin x
= 1. Ezutéan

z—0t
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o C A

-1
(b) Mennyi glcl_r)% % ?
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3. folytonossag, differencialhanyados

1. Folytonosak-e az alabbi fiiggvények az adott pontban?

(a) f(x) az xy = 1-ben (b) g(x) az xy = 2-ben (¢) h(z) az o = O-ban

2. Legyen f(z) = £=322432-9  Keressiink olyan ¢ fiiggvényt, amire
&) z—3

e f(z) = g(x) mindeniitt, ahol f(x) létezik
e ¢ minden val6s szdmra értelmezve van
e ¢ folytonos.

Mas szdval keressiik f folytonos kiterjesztését a valds szamok halmazara.

3. Hogyan vélasszuk az a paraméter értékét, hogy az adott fiiggvény folytonos legyen?

2+9 Lhaz#1
(2) J@) = { R
a+ cosw haz <0
b = ’
(b) () {sinx ,haxz >0

a’e® ,haz <0
(¢) h(z) =
a(x+1) ,haz>0

4. Mennyi
1 1
1' . O . 1 —
@ im0 s ()
1 1
b) lim —; ign(0); lim si —
B i g s o ()
(c¢) lim smx; lim cos (smx); lim sign (smx)
Tr—00 T T—00 i Tr—00 €T

Itt sign(z) az elGjelfiiggvényt jeloli (az 1. feladat beli h fiiggvény). Mi a lényeges
kiilénbség a cos és a sign fliggvény kozott?
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5. Vonalzo6 segitségével olvassuk le az dbrarol a fiiggvény z(-beli differencidlhanyadosét!

g9(x)

f(z)

To=1 2 3

~
|
>
~
5
=
—
~
=~
53
N

zo|=0 T

6. (a) A definici6 alapjan szamoljuk ki az adott fiiggvény zo-beli differencialhanyadosat,
f'(xo)-t!
i f(x)=z,20=1
ii. f(z) =23 2o =2
il f(z) =1, 2o =3
(b) Ugyanezen fiiggvények differencidlhanyadosat szamoljuk ki minden xo-ra, és ez
alapjan adjuk meg a fiiggvény derivaltjat!

7. * Keressiik meg a definicié alapjan sin z és cosz derivaltjat!

8. * Poritiv a szamokra teljesiil az a® = 2(°229)% az0nossag. Ez alapjan rajzoljuk fel az a®
grafikonjat, mint a 27 grafikonjanak transzforméltjat néhany 1-nél nagyobb a esetén!

e Hogyan fiigg a grafikon zy = 0-beli meredeksége az a-t617?

e Lassuk be, hogy van egy olyan a érték, amire ez a meredekség pontosan 1, vagyis
~ho_ 20
li =
oo
e Erre az a-ra a definici6 alapjan keressiik meg az f(z) = a” fiiggvény derivaltjat!
2

2Megjegyzés: ez a nevezetes a érték éppen az Euler féle szam, a = e ~ 2, 7182818285
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4. a derivalas technikaja

1. Derivaljuk az alabbi fliggvényeket!

17

(a) 2> +6x+9 (k) cos(cosh(cosx))
(b) —cosz — 2L 4+ 2Inz — €° 1 _a?
() oo
(c) 2? + 2% +log, x + sinhx — cosh z
(d) ze” (m) zsin(va? 41372 +5)
(e) 2e*sinhx (n) In /L=
(f) xe*sinz .
(g) ze*sinxlnz (0) 3 (In{1 +) = In(1 - ))
(h) tanz (p) log,2
(1) sinx (q) o e
() COS( z) (r) (cosa)™™e

(c) arctanz

2. Az inverz fiiggvény derivalasi szabalyat hasznélva derivaljuk:

(a) Inx (b) arcsinz
3. (a) Az y = y(x) fiiggvényrél azt tudjuk, hogy y> + y = . Mennyi /(0) ?

(b) Az y = y(x) fiiggvényrdl azt tudjuk, hogy v> + vy = 2° + 2z. Mennyi y/'(0) ?
4. Szamoljuk ki az f(z) = v/1 — 22 fliggvény masodik derivaltjat!

ot

(o))

. Szamoljuk ki a ¢g(z) =

ﬁ fiiggvény Osszes derivaltjat!

. * Ha az f(2)9® fiiggvény derivalasakor g(z)-et konstansnak tekintenénk, akkor az

1 szabély és az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalya alapjan

g(@) f (@)@ f (x)

(%) = az*~

-et kapnank, ami persze hibés.

Ha pedig f(x)-et tekintenénk konstansnak, akkor (a”)’ = a” In a-bol kiindulva

f(@)*@ n f(x)g'(x)
-et kapnank, persze ez is hibés.

Mégis: lassuk be, hogy a két hibas megoldas dsszege helyes:
(f@)7) = g(@) f(2)*O 71 f(2) + f(2)") In f () (x)

* Szamoljuk ki az
[T +
:L‘ —

[14+x
1—2a’
fiiggvények derivaltjat. (Az utolso ketts az area tangens hiperbolikus és az area kotan-

gens hiperbolikus.) Mit kapunk, és hogy lehet ez?

artanh(z), arcoth(z)
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5. a derivalas alkalmazasai 1.

[y

. Irjuk fel az f(z) = sin x+ cos  fiiggvény grafikonja zo = ?jf—beli érintGjének egyenletét!
2. Keressiik meg az y = x* parabolanak azt az érint6jét, amelyik 4tmegy a (0; —2) ponton!

3. (a) Keressiik meg az f: R™ — R, f(z) = 2® — z fliggvény minimumat!
(b) Keressiik meg az f(x) = §+sinx fliggvény szélséértékeit a [—; 27| intervallumon!
4. Mennyi az 1 sugart gombbe beleférs legnagyobb térfogatii henger sugara, magassaga
és térfogata?
5. (a) Bizonyitsuk be, hogy az f(x) = 3z? — 6x + 3 fiiggvény szigortian monoton ng!
(b) Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = xInz fiiggvény konvex!
6. Szamoljuk ki az alabbi hatarértékeket!

sin x 2

() Jm = (©) i (b) Jim (1 T ;)
(b) 1 r? 4 4r — 21 1
203 227 — x — 15 (f) lim (1 + 9) (i) lim cos z e
e’ T—00 x
(c) lim — () lim v/
z—0o0 T T—00
2’ +4 ' L)* cost — 1
i 1 1+ — :
(d) lim ~5—— (g) Jim, ( t 2 (k) lim =

7. Trjuk fel az f(x) = sin(z) fiiggvény negyedfokt Taylor-polinomjat!

(a) Szamoljuk ki f(0,01) kozelits értékét a Taylor-polinom segitségével!
(b) A Taylor tétel segitségével becsiiljiik meg a kozelités hibajat!
(c) Mennyi a tényleges hiba? Szamoljuk ki szamologéppel!

8. Keressiik meg az ze ™ = i egyenlet megoldasat 8 tizedesjegy pontossidggal! Ehhez az

f(x) = xze™" — 1 fiiggvény zérushelyeit keressiik Newton-modszerrel.
Inditsuk el az algoritmust zo = 0-bol, xy = 1-bdl, x¢ = 2-b6l is! Mi torténik?
Hany 1épés kell a 8 tizedesjegy pontossag eléréséhez?
Hany 1épésben lehetne ugyanezt a pontossagot az intervallumfelezé modszerrel elérni?
(annak, aki raér: Mi torténik xy = 5-bél indulva?)
9. Az z(t) = t+e ' — 1 fiiggvény egy egyenes vonalii mozgast végzs részecske helyét adja
meg az id§ fiiggvényében, ¢ > O-ra. 3
Mennyi a részecske sebessége a t = 1 pillanatban?
Mennyi a részecske kezdeti gyorsuldsa?

Hosszt id§ elteltével mennyi a részecske sebessége és gyorsulasa?

3Ez a fiiggvény pl. egy levegSben zuhané kicsi olajcsepp mozgésat irja le jo kozelitéssel.
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10. Egy valtakozo aramu aramkorbe kapcsolt kondenzator toltése az id6 fiiggvényében
Q(t) = Qo sin(wt + ¢p).
Mennyi a korben foly6 maximalis dramerGsség?

11. Egy aut6 egyenletesen gyorsul: sebessége az id6 fiiggvényében v(t) = 2t. * Az aut6

tomege m = 2000kg, a mindenkori mozgéasi energia Fyi, = %vQ.

Mennyi az aut6é gyorsitdsara forditott teljesitmény a ¢ = 10 pillanatban?

12. * Két ember egy | = 10 méter hosszu 1étrat visz a vallan vizszintes helyzetben, amikor
a folyosonak az abran lathato derékszorid kanyarulatahoz érkeznek.

3m

Legalabb mennyi legyen y, hogy be tudjak venni a kanyart?

0 ,haxr <0
e"s ,haz >0

13. * Legyen f(x) = {

(a) Bizonyitsuk be, hogy f differencialhat6 a O-ban!
(b) Bizonyitsuk be, hogy f akarhanyszor differencidlhaté a 0-ban!

4az id6t masodpercben, a sebességet “-ban mérjiik
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6. a derivalas alkalmazasai 2.: fliggvényvizsgalat
Az alabbi fiiggvényekre a kovetkez6 vizsgalatokat végezziik el:

1.) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt: Dy
2.) Keressiik meg a fiiggvény hatarértékét az értelmezési tartomany szélein!

3.) Szamoljuk ki f’(z)-et. Keressiik meg a zérushelyeit. Vizsgaljuk meg f’ eljelét D s-en.
Adjuk meg, hogy f hol névekvd, hol csokkend, hol van minimuma/maximuma vagy
egyéb stacionérius helye!

4.) Szamoljuk ki f”(z)-et. Keressiikk meg a zérushelyeit, és vizsgaljuk meg f” elGjelét
Dy-en. Adjuk meg, hogy f hol konvex, hol konkav, és hol van inflexiés pontja!

5.) Abrazoljuk a fiiggvényt!
6.) Az abrarol olvassuk le az értékkészletet!

Jo tanacs: A fiiggvény grafikonjabol célszert az 1.) - 4.) lépések soran mindig megrajzolni
annyit, amennyit mér tudunk. Igy nagyon sok hiba kisziirhet6.

L f(2) =54
2. f(x) = e
3. f(x)= re %
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7. hatarozatlan integral 1.

1

(o))

. Keressiik meg az alabbi hatarozatlan integralokat!

(a) [23+622+5z—1dx (j) [2v1-—22dx (s) [ %sin(2x)dx

(b) [4cosz—E4+27dx (k) [ i de (t) [ 22 cos(2x) dx

(¢) [—¢" =4z + Fdo 1) [ 35z de (u) [Inzde

(d) [—Va2+2de (m) [ze™ do (v) [arcsinzdx

() [ =& +tan’zdx (n) [coszsin 26" T g 3 a2

) [zt \/ﬁ?dx (o) [tanzdx ) J v

(g) [cos(2z)dx (p) [A+2)(1-2)dx (x) [sinhwe” dz

(h) [2zsinh(z?)dz (@) [(2z +2?)*dx (v) Jcosh®xdx

(i) [(sinz)' cosz dx (r) [ae"dx (z) [-dz
Bontsuk az integrandust parcialis tortekre, majd végezziik el az integralést!

@) [ s de ©) | mrapmmde

(b) [ 5t da (@) [ do

polinomy

. Irjuk az integrandust polinom, + polimom.. alakba, ahol polinom, fokszama kisebb, mint
polinom-é!
ZB2 X — 1'3 1'2 X
(a) [ de (b) [ st de

Végezziik el az alabbi integralokat tigy, hogy el&szor az integrandust trigonometrikus
fliggvények dsszegévé alakitjuk!

(a) [sinzcos(2z)dx (b) [cos’zdx

Megjegyzés: Erdekes megfigyelni, hogy a cos®z fiiggvény grafikonja hasonld a cosz
grafikonjdhoz a sz6 geometriai értelmében: a felére kicsinyitettjének eltoltja.

. Keressiik meg az aldbbi hatarozatlan integralokat!

(a) [sinze®dx (b) [sinzcosz(e” + e**)dx

. * Végezziik el az alabbi integralast!

16
d
/x4+4 .
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8. hatarozatlan integral 2 (helyettesitéses), hatarozott
integral

1. Hajtsuk végre az aldbbi integralokban az el6irt helyettesitéseket!

a)f2+1\/5dx; =y (c) %sinxdx; Y = COST
) f9+1x2 dz; =3y (d) [Z=dz; y=sinz

2. Alkalmas (esetleg tobbszori) helyettesitéssel szamitsuk ki az integralokat!

| s de (d) [V1I+a2da
(b) [V1—2a?dz
(c) [V2—a2da (e) [ =k du

—~
&
~—

3. Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralokat!

1 2
(a)/ol—x+3:c2—:c3+x4+:c6d:c (b) /_12fx2d:c

4. Szamoljuk ki a geometriai jelentése alapjan:

)/jﬂdt (c) /1 T de

_1 COST

21
(b) / sin® z dz
0
A sin®x egész periddusra vett integralasahoz vegyiik észre, hogy egyrészt sin®x és
cos® x egymas eltoltjai, masrészt cos® z + sin®z = 1.

5. Szamoljuk a hatérozott integralt tigy, hogy a parciélis integralést, illetve a helyettesitést
kozvetleniil a hatdrozott integralon csinaljuk (integralasi hatarok kovetése)

! % sin? 1
2 x 4 T
(a) /0 e da (b) / L dr

6. * Szamoljuk ki az | sin(Zr) —cos(2) 45 integralt!

sin? z—4 cosx

Ehhez az .
= tan —
Y 2

helyettesitést javaslom. Elészor lassuk be ® | hogy ekkor cos x, sinz és f{” is raciondlis

tortfiiggvénye y-nak, konkrétan

1_y2 . 2y2 d 2
COST = ——; SINT = ——— xr =
1+y27 1+y2’ 1+y2

dy

Vegyiik észre, hogy emiatt ezzel a helyettesitéssel tetszdleges trigonometrikus tortfiigg-
vény integralja visszavezethetd racionalis tortfiiggvény integralasara.

Shasznaljuk, hogy cos? z = m
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integral alkalmazasai
. Szamoljuk ki az y = 2* és y = 2 gorbék grafikonjai kozé ess teriiletet!
. Szamoljuk ki az y = cosh x lancgérbe x = —1 és x = 1 kozé esé darabjanak
(a) ivhosszat (b) stlypontjat

. Szamoljuk ki az y = x? parabola [—1; 1] f6lé es6 darabjanak y tengely koriili megfor-

gatasaval keletkezG edény térfogatét és felszinét!

Szamoljuk ki a gomb térfogatat és felszinét!

. Keressiik meg a homogén témor félgomb silypontjat!

. Keressiik meg a homogén félgémbhéj sulypontjat!

Forgassuk meg az f(z) = S fiiggvény grafikonjanak [—1;1] folé esé darabjat az x
tengely koriil! Ha a kapott kippalastot vékony lemezbdl elkészitjiik, aminek a feliileti
stirtisége mindeniitt p (ha r méterben van, akkor p %-ben), mennyi lesz a palast x
forgastengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka?

A tehetetlenségi nyomaték egy lehetséges definicidja:

0, = Z (atom tomege)(x tengelytdl vald tévolség)2

Osszes atomra

. A Toldi Miklés kezében 1év6 szalfa vizszintes helyzetii és kerek. Hossza 5 méter, vas-

tagsaga az egyik végén (Miklos hona alatt) 15cm, a méasik végén csak 10cm, és kozben
egyenletesen vékonyodik. Strtisége 0, 7%.

(a) Mekkora a fa silyanak Miklos vallanak tengelyére kifejtett forgatonyomatéka?

(b) Miklos keze 70cm hosszi. A csuklojaval mekkora erdvel kell tartania a fat?

Vo = 1 liter, kezdetben py = 10°Pa nyomést ideélis gzt izotermikus folyamat soran
felére 6sszenyomunk. Mennyi munkat végziink ez alatt?
(Kozépiskolaban azt tanultuk, hogy AWyiss = —pAV, illetve p = po%.) 6

Egy egyenes vonalii mozgést végzs testre egy helytdl fiiggs F(z) = -5 er6 hat 7 (a
mozgas irdnyaval parhuzamosan). Mekkora az erg altal a testen végzett munka, mialatt
a test 1 = 1-b6l x5 = 10-be jut?

Egy auto6 ugy gyorsit, hogy a mozgési energidja a mozgéas soran egyenletesen ng (vagyis
a teljesitmény allando): Zv® = Pt. (Legyen m = 2000kg, P = 40kW.) Mennyi az els§
10 masodperc soran az atlagsebessége?

Egy valtakozo aramu aramkorben folyé aram erGssége az id6 fiiggvényében () =
Iy sin(wt).

6Ez ut6bbi egyenlet jellemzi az izotermikus allapotvaltozast. Ennél érdekesebb lenne az adiabatikus

allapotvaltozast targyalni, de nehezebb is.

"Tlyen a Coulomb erd és a gravitacio.
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(a) Mennyi egy periodus soran az dram abszolit értékének atlaga (effektiv dramerds-
ség)? (az aram elGjeles atlaga nyilvan nulla)
Vagy, ami majdnem ugyanez: mennyi az egy periodus alatt a keresztmetszeten
(oda-vissza) ataramlo toltés?

(b) bonusz, csak ha valakit érdekel: Legyen Iy = 10A és w = 2nf, f = 50Hz. Ha az
egy periddus alatt ataramlo toltést Ossze lehetne szedni, és két példanyt beléle
elhelyezni egymést6l 1m-re, mekkora erével taszitanidk egymast?

13. * Szamoljuk ki a homogén egységnyi (feliileti) stirtiségti korlemez tehetetlenségi nyo-
matékat (a kozéppontjara nézve ®) gy, hogy keskeny korgytirtikre bontjuk, és ezek
tehetetlenségi nyomatékat (ami konnyii) 6sszeadjuk.

14. * Az y = 3 + L cosz gorbe [0; 47| folé es6 darabjénak « tengely koriili megforgatataval
keletkez$ (tomor) esztergalt széklab homogén 0, 7 stiriiségii anyagbdl késziilt.
Mennyi a tomege?
Mennyi a forgastengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka?

(Ehhez a feladathoz sziikséges el6zmény a 13. feladat, vagy egy készre gyartott képlet.)

8pontosabban: a kézéppontjan atmend, a sikjara merdleges tengelyre nézve
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10. kozelit6é integral, improprius integral

1. Keressiik az y? — 22 = 1 hiperbola y > 0 aganak = 0 és x = 0, 5 kozotti darabjanak
ivhosszat.

(a) Irjuk fel ezt az ivhosszt mint az f(x) = /1 + 22 fiiggvény grafikonjanak ivhosszat
integralként!

(b) Rovid probalkozassal gy6zddjiink meg réla, hogy a kapott integralt nem tudjuk
elvégezni (nehéz).

(c) Szamoljunk kozelits értéket téglalap modszerrel, az intervallumot 5 egyenls da-
rabra osztva!

(d) Szamoljunk kozelits értéket trapéz modszerrel, az intervallumot 5 egyenld darabra
osztval

(e) Hajtsuk végre az © = sinh % helyettesitést. (Ett6] persze az integral nem lesz
kénnyebb.) A kapott integralban az integrandust kozelitsiik a masodfoki Taylor
polinomjaval, és szamoljunk igy kozelits integralt!

(f) Az ivhossz tényleges értéke 0,517648. Nézziik meg, melyik modszerrel mennyit
hibaztunk!

sin x
dx értékét.

0,1
2. Keressiik /
0 T

(a) Becsiiljiink téglalap, illetve trapéz modszerrel, az intervallumot 5 egyforma da-
rabra osztva

(b) Bagcsiiljiink gy, hogy az integrandust negyedfoku Taylor-polinaomjaval kozelitjiik!

(c) Az integral tényleges értéke 8 jegy pontossaggal 0,09994446. Melyik modszer volt
a legjobb?

10

(d) Mi lenne a helyzet, ha e

dx értékét keresnénk? Hanyad foka Taylor-
x

polinomot kellene hasznalni, hogy a becslés elfogadhato6 legyen?

(e) Mi a helyzet /
0 x

10 | .
sinz
| | dx becslésével?

10 sin 2|

3. Szamoljunk becslést / dx értékére Monte Carlo moédszerrel: a csoportban

0 X
mindenki szamolja ki 522 ¢rtékét harom véletleniil valasztott [0;10]-beli z-re. A
becslésiink legyen a kapott értékek atlaganak 10-szerese. (Miért?)

Megjegyzés: a feladat harminc f6s csoporthoz van méretezve. Kis csoportban nagy
valoszintiséggel rossz a becslés. A tényleges érték kb. 2, 55.

4. Léteznek-e az alabbi improprius integralok? Ha igen, ki tudjuk-e 6ket szdmolni?

1 . 1 S
(a) / sin Qo (©) / COS T da (e) / o 2 da
0 e 0 x 1

(b) /Ole:v;1dx (d) /Olln:cd:c (f) /Oooel“dx
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(8) h ' dx h dz (t) 1 1 dz
0 0o 1+ :1:2 o xlot
1y 1 o [
(h) /2 —dx / dz (u) / [sinz] dx
o Inz o 1 x
. | / 21 *sinzx
(i) /é e dz . (v) /1 " dz
2 / xIn :c 2
0 [ e 0 [t w) [ cFa
1 Inw dz —0o0
© 1 x ln x ln Inx o ,
(k) / [y da /OO (x) / ze” T dz
2 M z In? 3: —oo

(1) /_ llidx (s) /0 —ds (v) /_ Z % dy

5. Kozelitsiik integrallal az alabbi osszegeket! Becsiiljiik meg az elkovetett hibat!

1000 100
)Y ®) > -
n= 10 n=10

6. * Szamoljuk ki az In x dx integral also és fels integralkozelits Osszegét gy, hogy

1
az [1;n] intervallumot n — 1 egyenld (1 hosszil) részre osztjuk fel. Ez alapjan adjunk
kozelits képletet In(n!) értékére!® (Az integralt egzaktul ki tudjuk szdmolni.)

7. Becsiiljik meg az %2 + y? = 1 ellipszis keriiletét az 1. feladat modszereivel! Cél-
szerii egyszerre csak a keriilet negyedét szamolni. Az le.) lépésben az x = \/2cost
helyettesitést javaslom.

9 Amit kapunk az t.n. Stirling-formula alsé néhany tagja.
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11. komplex szadmok

1. Adjuk meg az alabbi komplex szamok valos és képzetes részét, és abrazoljuk ket a
komplex sikon!

(a) 141 (c) —1 (e) 2i
(b) 1—1 (d) 0 (f) =7+

2. Adjuk meg az alabbi komplex szamok komplex konjugaltjat, illetve abszolut értékét!

(a) 14 2i (d) —1—2i (g) L+ %
(b) 2+4i (e) 3+ 4i
(c) 3+ 6i (f) 6+ 8 (h) 2 -2

3. Végezziik el az alabbi miveleteket! (adjuk meg az eredményt algebrai alakban)

(a) (3+4i)+ (54 51) () [(T+20)(1+39)](2+i) (k) (2—19)/(3—1)
(b) (2+1) — (=2 —2i) (&) A+20)[(A+3)2+] O 2-i)/(2+1)
(¢) 2-9)B—1) (h) (2-9)(2+19) (m) /(1 +1)
(d) i(—i) (i) i(1+1) (n) 1/i
(€) 0-(4+1) (i) 5+ %) (0) 1/(~1)
4. Az alabbi komplex szamokat irjuk algebrai alakba!
(a) O(cos1+isinl) (e) 1(cos 5 + isin ) (i) 2v3(cos T +isinZ)
(b) 1(cos0+ isin0) (f) 3(cos I + isin F) (i) 3(cos ™ + isin Ir)
(c) 1(cos§ +isin ) (g) 3(cos 5" +isin )
(d) 1(cosm +isinm) (h) 2(cos % + isin &)

5. Az alabbi komplex szamokat irjuk trigonometrikus alakba! (Egyesek maris abban
vannak.)

(a) 1 (g) 1—1 1) (COS T 4+ 4sin g)
((b; ._1 (h) % + 732 (m) 3(cos§ —isinF)
(d) —i (i) 5§ — % (n) —cos% +isin 7~
(e) —6i () —V3—i (0) cos +isin

(F) 1+i (k) —2+v12i (p) (cos Z+ising)

6. Legyen z; = 1(cos_—” +isin5t), 22 = 3(cos I + isin ), 23 = 2(cos & + isin &).

3
Szamoljuk ki a 2 L, Z2és 2 hényadosokat!

7. Végezziik el az alabbi hatvanyozasokat!
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32
—r Y/ o . . 9xy) 100 V3 4
(a) (1(cos 5= +isin=))"  (d) (2(cosZF +isinZ)) (&) (% _ 732>
(b) (3(cos I + isin %’T))g (e) (—6i)*
(c) (3(cos == +isin ’T”))_6 ) (1+4)7 (h) (—v3—1) -
8. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket! (Més szoval: végezziik el a gy6kvonast!)
(a) 28=1 (c) 26 =1+
(b) 2° =1 (d) 22=-1

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!
(a) 22—22+2=0 (b) 22+24+1=0
Bontsuk fel az 2 + 1 valos egyiitthatos polinomot legfeljebb masodfoku, valos egyiitt-

10.
hatos polinomok szorzatava! (Az Algebra Alaptétele kimondja, hogy ez lehetséges.)

11. Oldjuk meg az iz% + (37 — 3)2 — 5 = 0 egyenletet!
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12. koordindtageometria

1. Legyen a = (1;2;3), b = (4;5;6) a 3-dimenzios euklideszi tér két vektora! Szamoljuk
ki |al-t, |b|-t, a - b-t és <t(a, b)-t!

2. Legyen A = (1;0;2) és B = (1;2;0) két pont egy 3-dimenziés Descartes-koordinatarendszerben.
Irjuk fel a rajuk illeszked egyenes paraméteres egyenletét, és (egy lehetséges) egyen-
letrendszerét!

3. Adott egy egyenes egyenletrendszere. Olvassuk le az iranyvektorat!

(a) 2 =y+1=2(z+3) (¢c)x=2, y=0

(b) &2 =y+1, z=-3) (d) z4+2y+2=2, 20 —y+32=>5
4. Irjuk fel az A = (1;0;2) pontra illeszkedd, n = (2; —3;4) normAlvektort sik egyenletét!
5. Adott egy sik egyenlete. Olvassuk le a norméalvektorat!

(a) x4+2y+2=2 (b) 2r —%=5

6. Szamoljuk ki az alabbi vektorialis szorzatokat!

(a) (1;2;1) x (2;—1;3) (b) (1;0;0) x (0;1;0) (c) (a;b;0) x (¢;d;0)

7. Ha a 3. feladat 3d.) része nehéz volt, probaljuk meg tjra!
8. Irjuk fel az (1;1;1), (1;2;3) és (4;5;6) pontokra illeszkedd sik egyenletét!

9. Legyenek A = (1;0;2) és B = (1;2;0) pontok. e és az f legyenek egyenesek, melyek
paraméteres egyenlete

e: cy=1-1 f:qy=-—t
z =2t z = bt

Legyen tovabba az s; sik egyenlete x+2y+2z = 2, az s, sik egyenlete pedig 2z —3y+3z =
5.

Szamoljuk ki a kovetkez6 tavolsdgokat:

(a) d(A, B) (c) d(A,sq) (e) d(e, s2)
(b) d(A4, f) (d) d(e, f) (f) d(s1,s2)

10. Irjuk fel az (1;2;3), (4;5;6) és (7;8;9) pontokra illeszkedd sik egyenletét!



