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ober diophantische Gleichungen der Form 
n!=x+-P’ und n!+m!=x”, 

Von PAUL ERD& in Manchester und RICHARD OBLATH in Budapest. 

Einleitung. 

Man hat bereits dfters vermutet, jedoch bisher allgemein nicht 
bewiesenl), dab die unbestimmten Gleichungen 

(1) n!=XP+yp (P> 1) 
und 

(11) n ! =xp-yp (P > 2) 
auI3er der trivialen Lbsung x= y = 1, n = 2 von (I) keine Losung 
in positiven ganzen Zahien x, y, p, n zulassen. Ohne Beschrsn- 
kung der Allgemeinheit darf man annehmen, da0 in (I) p eine 
Primzahl bzw. in (II) p= 4 oder p eine Primzahl ist, Der Fall 
p = 2 von (I) d. h. die Gleichung 

(Ia) n!=x”.+y” 

ist leicht zu erledigen3, da es zwischen -$- und n fur n 2 7 stets, 

1) Betreffend der Literatur dieser Frage vgl. L. DICKSON, Hisfory of fhe 
Theory of Numbers, Vol. II: The Diophantine Analysis (Washington, 1919), 
pp. 681, 682. AuBer den daselbst zitierten Arbeiten sind uns noch die beiden 
folgenden Mitteilungen bekannt: A. G~RARDIN, Question 597, Mafhesis, (3) 6 
(1906), pp. 218-219 und A. FLECBSENHAAR, Aufgabe 455, Zeitscfirift fiir math. 
und nafurwiss. Unterricht, 45 (1919), p. 440. Beide ohne nennenswertes Resultat. 

H. BROCARD, Question 2999, lntermediaire des math., 13 ‘(1906), p. 130, 
sagt ausdrticklich, dafl er lange vergeblich einen Beweis gesucht hat. 

Bemerkung bei der Korrektur. Nachtraglich erhielten wir 
Kenntnis van der folgenden Arbeit : H. GUPTA, On the Diophantine Equation 
rn% = n ! + 1, American Ma&h. Monfhly, 43 (1936), p. 32-34. Sie enthllt nur 
numerische Rechnungen. 

s) Ftir y = 1 steht dies bei FLECHSENHAAR,.~. a. 0. 1). 

16 
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eine Primzahl q der Form 4k+ 3 gibt3) ; da nun n ! durch q, 
nicht aber durch q” teilbar ist, so ist (Ia) fiir n 2.7 unmgglich 
(und such fiir n = 3, 4, 5, wegen 3 1 n !, 9Xn I). Es ist jedoch 
6!= 122$ 242. 

Wir beschrtinken unsere Untersuchung auf den Fall, da8 x 
und y teilerfremd sind. Wir beweisen dann in Ej 2, da8 (I) und 
(II), auBer der erw%hnten trivialen, keine Liisung besitzen, falls p 
eine ungerade Primzahl bedeutet, also such dann nicht, falls p 
eine beliebige ungerade Zahl oder such eine Zahl bedeutet, die 
keine Potenz von 2 ist. 

Die Hauptstiitze unseres Beweises bildet die Formel (V), 
welche eine Abschtitzung des Beitrages der Primzahlen von der Form 
2kpf 1 zur Primfaktorendarstellung von n ! liefert. Diese Formel 
beweisen wir in 5 1 durch dieselbe Methode, welche einer von 
uns ftir die Abschatzung des Produktes der in einer beliebigen 
arithmetischen Reihe enthaltenen Primzahlen unter einer gegebenen 
Grenze entwickelt hat4). Der Primzahlsatzj) wi.irde allerdings schL- 
fere Abschtitzungen liefern ; die hier angewandte Methode besitzt 
aber auDer ihrem elementaren Charakter den Vorzug, Resultate zu 
liefern, die von Anfang an giiltig sind, wahrend bekanntlich die 
Bestimmung des Geltungsbereiches einer aus dem Primzahlsatze 
gewonnenen numerischen Abschgtzung langes Rechnen erfordert5). 

Durch dieselbe Methode werden wir im 5 3 die Unliisbar- 
keit der Gleichung (II) fiir p =8, d. h. von 

P4 n ! =$--y8 

beweisen (woraus natiirlich die UnlBsbarkeit von (II) fiir p= 2”, 
a 2 3 folgt). 

Fiir p=4, d. h. bei der Gleichung 

OW n!=x4---y4 
3) R. BBEUSCH, Zur Verallgemeinerung des Bertrandschen Postulates, 

dai3 zwischen x und 2x stets Primzahlen liegen, Math. Zeitschrift, 34 (1932), 
pp. 50.5-526 ; P. EBD~S, uber die Primzahlen gewisser arithmetischer Reihen, 
Math. Zeitschrift, 39 (1935), pp. 473-491. 

*) P. EBD~S, a. a. 0. 3), insbesondere p. 485, Formel (12). Die bier 
gegebene Absdzhdtruny ist jedo& etwas schdrfer. Siehe such G. RICCI, Sul 
teorema di Dirichlet relativo alla progressione aritmetica, Bofletino delf’Unione 
Mat. Italiana, 12 (1933), pp. 304-309. 

5) Unter ,,Primzahlsatz’ wird stets der auf die entsprechende arithme- 
tische Reihe beziigliche Primzahlsatz verstanden. 

6) Siehe z.. B. bei BREUSCH, a. a. 0. 3). 
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versagt hingegen die erwzhnte Formel (V). Der Unmoglichkeits- 
beweis dieser Gleichung erfordert namlich so genaue Kentnisse 
tiber die Verteilung der Primzahlen unter den beiden arithmeti- 
schen Reihen 4k + 1 und 4k+3, wie sie derzeit nur der Prim- 
zahfsat9) liefern kann. Daher kdnnen wir die Unlosbarkeit der 
Gleichung (IIb) nur filr hinreichend grof3e n beweisen. 5 4 enthtilt 
einen hierzu notigen Hilfssatz aus der analytischen Zahlentheorie, 
$j 5 den Unlbsbarkeitssatz. 

Im 5 6 beschgftigen wir uns mit einem Problem, das ge- 
wissermaaen als Gegenstiick des ersten betrachtet werden kann. 
Wir werden n$mlich, ebenfalls mit Hilfe des (gewiihnlichen) Prim- 
zahlsatzes beweisen, dad die unbestimmten Gieichungen 

(III) n!km!=x* (?I > m > 1, p > 1) 

hijchstens endlich viele Lbsungen zulassen. 
Die beiden Resultate kijnnen kurz und frappant etwa so 

formuliert werden : Faktorialzahlen sind (im allgemeinen) Seine 
Pofenzsummen oder Potenzdifferenzen und Summen oder Differen- 
zen zweier Fakforialzahlen sind (im allgemeinen) keine v&en 
Potenzen. 

$ 1. Abschltzung des Beitrages gewisser 
Primfaktoren zu n !. 

Nach einem klassischen Satz von LEGENDRE lautet der Ex- 
ponent einer Primzahl q in der Zerlegung der Zahl n! in Prim- 
faktoren 

ucn,q,=[+]+[+-]+[$j+... 
Also ist der Beitrag aller in einer arithmetischen Progression ak4 b 
((a, b) = 1, 0 -C b < a) enthaltenen Primzahlen zur Primfaktoren- 
darstellung von n ! 

psb (moda) r=l 
p Primzahl 

Wir werden diesen Ausdruck ahnlicherweise umformen, wie es 
bei Ableitung der Tschebyscheff-de Polignacschen IdentiM) mit 

7) E. LABDAU, Handbuch der Lchre VOR der Verteiiung der Primzahlen 
(Leipzig und Berlin, 1909), I, p. 87. 
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n ! geschieht, Der Bequemlichkeit der Schreibweise 
wir zu den Logarithmen iibers) : 

halber gehen 

setzt (wobei q die in der arithmetischen Reihe akfb enthaltenen 
Primzahlen durchlauft), 

(2) T(n, a, b) = 5 v 
X=1 

==Y(n,a,b)F(+a,b) +,a,b)... 

Nun beschranken wir uns, im Einklang mit unserem Ziele, 
auf den Spezialfall b= 1 und schreiben statt T(n, a, 1) und 
Y(x, (I, I) kiirzer T(n, a) bzw. u’(x, a). Wir werden IfF(x, a) von 
oben abschatzen ; daraus gewinnen wir dann mit Hilfe von (2) 
eine Abschatzung von T(n, a). 

Zu diesem Zwecke untersuchen wir den Ausdruckg) 

[eJ (a+1)(2rr+l)...((m-l)a+1) 
P(m,d= $7 P p- - 

m! , 
p Prm%ihl 

wobei m eine beliebige positive ganze Zahl sein kann. Wegen 
ka+l -- 
kfl ca (k=1,2,...,m-I) 

ergibt sich unmitteibar die Abschatzung 
m--l 

(3) P(m,a)s $f- pp-’ am-‘=A”-’ 
p Primzahl 

s) S&ntliche Umformungen sind gestattet, da die Reihen nur scheinbar 
unendlich sind. 

9) Identisch mit P;(a, 1) bei ERD~B, a. a. 0. 3). 
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mit 

(4 A=A(a)=a pq p*. 
JJ Pri&hl 

Ferner ist P(m, a) eine ganze Zahl. In der Tat kommt eine Primzahl q 
in der Primfaktorendarstellung von (a+ 1) (2a+ 1). . . ((m - I)a+ 1) 
offenbar mit dem Exponenten 

(5) ~(m,q)=s(m,q)+~,(m,q)+~,(m, q)+* * * 

vor, wobei v,(m, q) =z?,(m, q, a) die Anzahl der Liisungen der 
Kongruenz qrx= 1 (mod a) mit der Nebenbedingung 15 q’x 5 
s (m - 1) a + 1 oder, was auf dasselbe hinauskommt, 0 < q’xr; mu 

bedeutet. Fiir x steht also das Interval1 1 5x5 

gung; wegen 4’ =a 4’ enthalt dieses Interval1 jedenfalls i 
Lmal, I”1 i 1 

vollstandige Restsysteme mod a ; ist (q, a) = 1, so ist daher 

(6) (r= 1,2,3,, . .), 

also wegen (1) und (5) 

44 4) 2 um, 419 

d, h. die zu a teilerfremden Primzahlen q kommen im Zahler 
von P(m, a) mindestens in ‘derselben Multiplizitat vor, wie im 
Nenner. Das Gleiche gilt aber such fur die Primzahlen qJa wegen 

(q--l)u(n,q)i<(q---) 
( 
++-+++... 

woraus sich wegen der Ganzzahligkeit von u[(n, q) 

(q-l)u(n,q)~n-I, a(rz,q)r~, u(n,q)5 [f=J - 
ergibt. 

Es sei nun q eine Primzahl von der Form a/c+ 1, die einem der 

Intervalle m<q<ma+l,~~~<q<lima+1,~<q<~ma+l, . . . 
angehiirt. Diese Intervalle kiinnen sich zwar teilweise tiberdecken ; 
doch kann q nicht dem Durchschnitt zweier dieser Intervalle an- 

gehbren, da aus 6 < q < ?,a + 1 
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folgen wtirde, wahrend offenbar q 2 CI $1. 

1st nun (5 < q < tarn+ 1, so ist offenbar v,(m, q)= 1, [ 1 $ =O, 

also wegen (l), (5) und (6) 

44 4) 1 u(m, qh 
d. h. P(m, a) ist durch q teilbar. Also ist 

Q(m,4=v~v g (I= 

=ncr 174 II 4.** 

~<p<~W-l )GkKpGZ 3~<,<+i 

(wobei q - wie such weiter unten in diesem Paragraphen - 
die Primzahlen von der Form a/c+ 1 durchlauft) ein Teiler von 
P(m, a); wegen (3) ist also 

Q(m, a) I A”-‘. 

Ersetzen wir hier die Zahl m der Reihe nach durch 

wobei {t} die kleinste ganze Zahl 2-f bezeichnet, 
zieren wir die so entstandenen Ungleichungen, so 
wegen 

und multipli- 
gewinnen wir 

(r=O, 1,2,. ..) s-l; m,=m) 

die Ungleichung 

(7) v. g ar:Q(mla>Q(m,,a>Q(mp,n).-.Q(m,,a>( 
p<~am+1 

5A m+m,+m,+...+m8-s-l . 

Nun ist aber qcjjamfl mit g<am+Y,q~~am,alsoq5ljam 
gleichbedeutend, so dai3 fiir die rechte Seite von (7) P&m, a) 
geschrieben werden kann; ferner ist 
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m+m,+m,+...+m,sm+ 
m+a-I 

a + m+;;-l +...+ 

+ 
m+as-1 

as = cm- 1) I+++.*.++ 
i 1 

Ss+l< 

< (m-l)*+s+ 1, 

was in (7) eingesetzt 
~C+%-1) 

Y(am, a) s A”-’ 

ergibt. Zu gegebenem (nicht notwendig ganzem) x > 0 sei m durch 
die Bedingung 

a(m-l)<xSam 
bestimmt ; dann erhalten wir die such ~ln und fiir sich itlferessante 
AbsciuiYzung 

- 
(Iv) ‘ic(x, a)r AA 

Als interessanter Speziarfail sei 

( W 

hervorgehoben (in der Tat ist A (4) = 4.2~ 8). 
Nun wenden wir {IV) zur AbschSzung des Beitrages T(n, a) 

der Primfaktoren von der Form ak+ 1 zu n ! an. Bezeichnet q 
die kleinste Primzahl dieser Form nnd bemerkt man, daD fiir 
x < q. W(x, a) = 1 ist, so gewinnt man aus (2) (b= 1) 

A s* f 

also, wegenlO) 8g $ II logx + 1, die gesuchte Abschtitzung 

W T(n, a) s ,%log$+l). 

Fiir die Anwendungen kommen ftir uns nur die beiden 
Spezialfzlle 1) a = 2p, p ungerade Primzahl ; 2) a = 8 in Betracht. 

10) Fiir ganze x ergibt sich diese Ungleichung z. B. durch vollstlndige 
In duktion, und daraus such fiir nicht game Werte. 
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Im ersten Falle ist nach (4) 
- 

A(2p) = 2p. 2 sp~+=,p,‘~ 

und 
qo~2p+l~7, 

also 
p &(logn-log7il) 

PaI qn, 2p) 5 (4p@) , 
im zweiten Falle 

A(8}=8.2= 16 
und 

go= 17, 
also 

VW 
~(logn-log17+I) 

T(n,$)s 167 . 

5 2. Der Fall einer wngeraden Primzahl p. 

Nehmen wir an, es sei 

(8) n! =xp+yp, 
x > y > 0 ganz, (x, y) = 1, und p eine ungerade Primzahl, ferner 
im Falie des Phrszeichens nicht zugleich x = 1, y = 1. Wir wer- 
den daraus einen Widerspruch ableiten. 

Setzen wir 

&=x+Y, 

B,= 
xp)yp 
xi-y = 

~~-1~~~-2y+~p-3y2~,..+~yp-l; 

dann ist nach (8) 

(9) n!=B,B,. 

Bekanntlichrl) besitzt Bz nur Primteiler von der Form kpf 1, aus- 
genommen eventuell den Primteiler p (der such dann nur in der 
ersten Potenz in Bz enthalten sein kann). Daraus folgt, daO Bz 
hijchstens gleich dem p-fachen Beitrage der Primfaktoren von der 
Form kpf 1, d. h. von der Form 2kp+ 1, zu n ! ist : 

00) B&P% 2~). 

11) L. EULER, 1747. S. z. B. Commentationes Arithmeficae Collecfae 
(Petropoli, 1849), I, p. 50. und II, p. 523. Auch in Lehrbtichern, s. z. B- 
G. WERTHEIM, Anfangsgrilnde der Zuhlenlehre (Braunsehweig, 1902), p. 298. 
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Ferner findet man leichti2) 

ill) Bfs4B,. 

Aus (W, 6% (10) und (11) folgt nun einerseits 
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Andererseits ist aber13) 
n 

= 2e”(logvz-1,. 
, 

aus den beiden Ungleichungen gewinnt man 

+ n (logn - 1) < logp + 

(12) 
f-!- 2p- 1 

log4+ p -1ogp 
P--l 

n(logn-iog7+ 1). 

Urn aus (12) weitere Folgerungen ziehen zu ktinnen, bemer- 
ken wir, da8 notwendig n 2 2p+ 1 ist. Sonst ware namlich n ! 
durch keine Primzahl von der Form 2 kp + I teilbar, also entwedet 
B, = 1, oder B,=p. Im Falle des Minuszeichens in (8) gilt aber 

B,=xP-~+xP-~~+xP-~~~ +. . . +yP-’ >p 

auBer x=y= 1, was keine Losung von II liefert. Im Falle des 
Pluszeichens kann Bz= 1, d. h. 

xp+yp=x+y 

offenbar nur im Falle der ausgenommenen trivialen Lbsung 
x= y= 1 stattfinden ; aus Bz=p, d. h. 

folgt aber, wie wir sofort zeigen werden, x=2, y = 1, p=3, 
also xp+ y” = 9, was keine Faktorialzahl ist. In der Tat, aus 
xky folgt zunachst y=l, sonst ware x&-2, ~22, xp-r bp, 
y’-l>p, xp+yp>p(x+y); ferner gilt wegen x&-2 

12) In der Tat ist 

und 

(x-y)* < x2 + xy + y2 < xp-’ + x+ y + . . * f yp-‘. 
13) AUS der Exponentialreihe folgt nimlich ohne weiteres 

p-1 

en > 
(n - 1) ! 
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xp+1 -~Xxp--l 
x+1 

-xpe2+ I =[X-l)X~-2+ i 2 2”-2+ 1 &p 

und das Gleichheitszeichen gilt offenbar nur fiir p=3, x =2. 
Kehren wir nun zur Ungleichung (12) zuriick ! Durch Diffe- 

renzieren weist man unschwer nach14), da8 die rechte Seite fiir 

nL7,35p5 F monoton abnimmt ; daher folgt aus (12) 

f n (logn -l)<log3++ 1og4+;1og3 
( 1 

n(logn-log7fl). 

Man sieht leicht, da13 diese Ungleichung fiir n? 20 falsch ist, 
also n !” > 4B; besteht. Eine numerische Nachpriifung’“) zeigt, da6 
das Gleiche such fiir n ~5 19 der Fall ist ; damit haben wir die 
Unmiiglichkeit der Gleichung (8) ganz allgemein bewiesen. Es gilt 
also der 

S a t z 1. Aujer 2 ! = 2 IL&V sich keine Faktorialzahl als Summe 
oder Differenz der p-ten Potenzen zweier teilerfremden Zahlen dar- 
stellen, sobald ~23 keine Potenz van 2 ist, 

K o r o I I a r. Die Zahien n ! _+ 1 (n > 2) sind keine p-ten Po- 
tenzen. 

5 3. Der Fall p= 8. 

Urn die UnmSglichkeit der Gleichung 

(114 n ! = #S-y* 

((x, y} = 1) nachzuweisen, verfahren wir in ghnlicher Weise. Wir 
setzen 

BI=x4-y4, B,=x4+y4; 

14) Man findet, daB die Derivierte der rechten Seite gleich 
1 

--c 
2pz--1 

(p-1)2(&7-1)2 l”gp-c 
2(1og4-l)p-(2log4-1) 

P (P--1)m7---1F 
ist, wobei c= n (logn-log7 + 1) &n. Das dritte Glied ist von Anfang an 

(d. h. fiir p 2 3) negativ, das zweite ist fiir 3 s p 5 9 wegen logp > 1, 

(2p-1)s < 2(2p’J- 1) absolut gr6Ber als 
n n 1 -- 

2(p--1)” ’ 
:> 
zp”= p(n-1) ‘p. 

n-1 
15) Man beachte dabei, daD p 5 2 (9, femer 2.7+1=15 keine 

Primzahl ist, also nur die Fllle p=3 und p -5 in Betracht kommen. Diese 
Fllle erledigt man leicht mit Hilfe der Ungleichung (10). 
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dann folgt aus ([Ia) wegen BI < & 

(13) n ! = BIB, < Bi. 
Ferner ist 

(14) B2 s 2 T (n, 8), 
da B, bekanntlich16) - eventuell vom einfachen Primfaktor 2 ab- 
gesehen - lauter Primteiler von der Form Sk+ 1 besitzt. Aus 

(Vb), (12), (13) und n ! > 2 a ” folgt nun 
r 1 

n”e-” < 2 . 
2 (lOgh-logl7+~) 

16 -I , 

nlogn-I2 < log2 +~nlog2(logn--logl7+ I), 

oderj nach numerischer Durchfiihrung der Rechnungen 
0,208nlogn +0,451 n < 0,694, 

was ersichtlich bereits fiir n g 2 unmijglich ist; fiir n = 1 hat aber 
(IIa) offenbar ebenfalls keine LGsung. Es besteht demnach der 

Sat z 2. Die Differenz der achfen Pofenzen zweier feiler- 
fremden gunzen Zahlen isf niemals eine Faktorialzahl. Speziell ist 
also n ! + 1 niemals eine achte Potenz. 

5 4. Ein Hilfssatz iiber Charaktere. 

Urn unseren Satz auf vierte Potenzen ausdehnen zu kannen, 
miissen wir den befolgten Weg verlassen, denn die Primzahlen 
sind in den arithmetischen Reihen 4k+ 1 und 4kf 3 asymptotisch 
gleich verteilt, es fehlt also die Grundlage, auf welche der ent- 
scheidende Schritt unserer SchluDweise sich griindete. 

Tiefere Hilfsmittel fiihren aber such in diesem Falle zum 
Ziele. Im weiteren Verlaufe unserer Untersuchung beniitigen wir 
den folgenden 

Hilfssatz. Die Snmme 

z XWbN 
g’5n 4’ 

isf fiir hinreichend gro/es n stefs negafiv ; dabei bedeufet x(n) den 
Nichfhaupfcharakfer mod 4 und q’ durchfiiuff bei der Summation 
die Primzahlpotenzen. 

9 Vgl. a. a. 0. 11). 
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Den Ausgangspunkt des Beweises bildet die bekannte, formal 
leicht erhaltliche Identitgtit’7) 

In der Tat sind zunachst alle drei unendliche Reihen konvergent. 
Fiir die erste und dritte Reihe ist dies evident, denn ihre Glieder 
haben alternierende Vorzeichen und nehmen dem absoluten Be- 
trage nach monoton ab; die Konvergenz der mittleren Reihe folgt, 
wie bekannt, aus dem Primzahlsatze (fur die arithmetischen Reihen 
4/c+ I bzw. 4k+3. Und umgekehrt : aus der Konvergenz folgt 
der Primzahlsatz). Ein klassischer Satz aus der Theorie der 
Dirichletschen Reihen besagt18), da13 wenn das formale Dirichletsche 
Produkt zweier konvergenten Reihen wieder konvergiert, so ist die 
Summe der Produktreihe das Produkt der Summen der beiden Reihen. 

Wegen 

und 

2 n =-(~~~-~)-(~~~-~)-...<O , x00 logn 
VI=1 

ist die Summe der Reihep PrgZah, x (4’) logq q’ negativ, womit unser 

Hilfssatz bewiesen ist. 

§ 5. Der Fall p = 4, 

Urn die Unmliglichkeit der Gleichung 

W) n!=x-l--p 
ftir hinreichend grobe n zu beweisen, verfahren wir wie folgt. 
Setzt man 

Bl =x2 - y2, B2 = x” -+ y2, 

so folgt 
B, < Bz, B,B,=n!, 

ferner, da B, - vom eventuellen einfachen Primfaktor 2 abge- 
sehen - nur durch Primzahlen von der Form 4k-l- 1 teilbar ist, 

i7) vgl. LkNDAU, a. a. 0. ?), p. 447. 

18) Vgl. LANDAU, a. a. 0. ‘), II, p. 765. 
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und 
B,522(n, 4, 1) 

B,&22’“‘“52’-1 T(n, 4, 3). 

Also folgt aus der Liisbarkeit der Gieichung (IIb) 
2” (% 2) m, 493) < 4 7-Or, 4, I>, 

d. h, 

Hieraus folgt wegen 

:q < log4 + 

p Primzahl, pr 5 n 

-- 
=“-,rL] 

logn L 1 logn _I rn-l-- 
log2 log2 

die Ungleichung 

nIog2-log8n < 2 5 logq - 
qE 1 (mod4) 4’ 
q Primzehl 
q’ 5 n q7slE 

n X(4’) ~wq 
q’ 5 n qc + ps3&34)10gq. 

p Prunzahl q Primzahl 
q’Sn 

Zufolge des Hilfssatzes aus 5 4 ist hier die erste Summe fur hin- 
reichend grosses n negativ; die zweite Summe ist laut der Ha- 

damardschen Form des Primzahlsatzeslg) asymptotisch gleich -&, 

woraus ein Widerspruch folgt. Wir haben somit folgenden Satz 
bewiesen : 

19) Setzt man, wie iiblich, 

B(n)= 2 loga 
ps3(mod4) 
q Primzahl 
nsn 

dann besagt jene -Form des Prirnzahlsatzes 

also such 
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Sat z 3. Fiir hinreichend grojes n l@f sich n! nichf als 
Dvferenz der vierten Potenzen zweier feilerfiemden ganzen Zahien 
darstellen. 

5 6. Die Gleichung n!+m! = xp. 

Nehmen wir an, daR 

VI) n!+m! =xp (n>m>l, p> l), 
dann ist n 521,~. In der Tat gibt es infolge des Bertrandschen 

Postulates im Intervalle G , m stets eine Primzahl q; q ist 
ii I 1 

in m! offenbar in der ersten Potenz enthalten. W&e n > 2m& 2q, 
so wi.irde n ! durch q2 teilbar sein ; dann w&-e aber n I _+ Hz ! 
durch q, nicht aber durch q2 teilbar, also kiinnte (III) nicht bestehen. 

Wenn also (III) unendlich viele Lijsungen hatte, kijnnten wir 
Lbsungen mit beliebig grofiem m finden. Fiir ein geniigend 
groDes m folgt aber aus der sch;irferen Form des Primzahlsatzes, 

da13 es stets eine Primzahl q mit $ < 45 T+ m 12 logm gibt?O). 

Also ergibt sich wie oben . 

(16) n5rn-t m 
610gm ’ 

Aus (III) folgt nun 

(17) m! $+I =xP* i. 1 
m! enthtilt jede Primzahl q mit $ <qsm genau in der 

ersten Potenz. Wenn also (17) besteht, enthalt $ 5 1 alle 

“0) Setzt man n;imlich, wie iiblich, I 

so gilt bekanntlich 

qn)=n+o -Y- , (I 1 logzn 
also 

29 \3f i 121:gm)-4(-+ &m +“(i$z)~o 
fiir hinreichend groI3es m. 
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diese Primfaktoren. Aus dem Primzahlsatzezl) folgt, da6 fur hin- 
reichend grohes m das Produkt dieser Primzahlen grijDer als 

Z5+ 1 ist, folglich gilt 

(18) 
m 

$22. 

Aus nrm+ m Giogm 
< 2m folgt aber 

$=n(n-l), . .(m+1)<n.-.~<(2m)~,2~,~, 

was fiir hinreichend grohes m offenbar mit (18) in Widerspruch 
steht. Es gilt daher 

S at z 4. Die unbestimmte Gleichang 
n!+m!=xP 

mit n > m > 1, p > 1 ist in groyen Zahlen unmiiglich, d. h. sie 
kann hbchstens eine endliche Anzahl von Liisungen besitzen. 

Die uns bekannten Lijsungen der diophantischen Gleichung 
(III) sind 

2!+2!=22; 3!+2!=23; 5!+4!= 122, 3!-2!=22. 
Wahrscheinlich sind diese Losungen die einzigen. 

Nach Abschluh der vorliegenden Arbeit ist es einem von uns 
(P. ERDOS) gelungen, den Satz 4 such elementar arithmetisch zu 
beweisen. Der Beweis ist aber nicht einfach und ist Ianger als 
der soeben gegebene. 

Wir erfiillen eine angenehme Pflicht, indem wir Herrn L. 
KALMAR fiir seine Ratschlage bestens danken. 

(Eingegungen am I. Februar 1937.) 

21) Bekanntlich kann der Primzahlsatz such in der Form ausgesprochen 
-I1+o(no 

werden, da8 das Produkt der Primzahlen zwischen $ und m gleich e z ist. 


