
EXTRAIT DE ,,STUDIA MATHEMATICA“, T. VII. (1937). 

flber die aritbmetischen Mittelwerte der Lagrangeschen 
Interpolationspolynome 

von 

P. ERDdS (Manchester) und G. GRONWALD (Budapest). 

Das n- te Lagrangesche Interpolationspolynom der Funktion 

(2) LO,(X) = D(x - *y>, 
k=l 

ist bekanntlich die einzige ganze rationale Funktion von hsch- 

stens (IZ- 1) -tern Grade, die an den Stellen xr’, xt’, , , . , .xP 
mit der Funktion f(x) iibereinstimmt. 

Bekanntlich l) existiert eine im Intervalle - 1 4 x ,<+ 1 ste- 

tige Funktion f(x), so dai3 ihre Lagrangeschen Interpolationspo- 

lynome 

(3) L, [ml ) L, W-N, * * * , L” iIf Gdl , * * * 
in Gmtlichen Punkten des Intervalls - 1 < x ,<+ 1 divergieren (so- 
gar unbeschGnkt werden), wenn wir fiir wn (x) das Tschebycheffsche 

Poiynom n-ter Ordnung w;ihlen, d. h. 

(4) w,(x)= T,,(x)= cos n arccosx; 

j) G. G rii nw al d, ober Divergenzerscheinungen der Lagrangeschen In- 
terpolationspolynome &tiger Funktionen, Ann. of Math. 37 (1936) p. 908-918; 

siehe such J. Mar ci nkiewicz, Sur la divergence des polynomes d’interpola- 

tion, Acta Szeged 8 (1937) p. 131-135. 
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es sind also die Grundpunkte der Interpolation die Wurzeln 
von (4), d. h. die Zahlen 

(5) X;‘=cos(2k-l)+cosq (k=l,2 ,,.*, n;n=l,2 ,.,. ). 

Im Folgenden untersuchen wir die Divergenzmiiglichkeiten 
der arithmetischen Mittelwerte der Folge (3), wenn die Crund- 
punkte der Interpolation die Zahlen (5) sind. Bisher war nur be- 
kannt *) dafi die arithmetischen Mittelwerte im Falle einer steti- 
gen Funktion in einem Punkte divergieren kijnnen ; nach einer 
brieflichen Mitteilung von Herrn J. MARCINKIEWICZ kann die Diver- 
genz such auf einer abzChlbaren Menge auftreten. In seiner oben 
zitierten Arbeit stellt Herr MARCINKIEWICZ die Frage, ob eine ste- 
tige Funktion mit fast iiberall divergenten arithmetischen Mittel- 
werten existieren kann. Diese Frage beantwortend beweisen wir 
den folgenden Satz: Es gibf im Interval/e - I< x <+ 1 eine ste- 

tige Funktion, so da$ die arithmetischen Mittel der Lagrungeschen 
Interpolationspolynome der Funktion f(x) 

L, If WI + L, [f (x)1+ - * * + Ln v WI (nzl 
, 
2 

n 
, ..a 

) 

in sCmtlichen Punkten des Interwails - 14 x <+ 1 divergieren 
(sogar unbeschrc?nkt werden). 

Die Konstruktion dieser Funktion beruht im wesentlichen auf 
der Methode, welche in der oben zitierten Arbeit von G. GRUNWALD 

angewendet wurde. 

§ ** 

Wir beniitigen einige einfache, auf die Wurzeln der Tsche- 
byscheffschen Polynome beziigliche Tatsachen. 

Hilfssatz 1. Die Tschebyscheffschen Potynome n-ter und 

2 n- ter Ordnung haben keine gemeinsamen Nullstellen. 

Beweis, W&e 

cos(2k-1) 5 = cos(21-I) TIJ 
T- n’ 

a) J. Marc i II k i e w i c z, Sor I’interpolation (I), Stud. Math. 6 (1936) 

p. l-17. Siehe such P. E r d 6 s - P. Tu r Q n, On Interpolatibn (I), Ann. of 

Math. 38 (1937) p. 142-155. 
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so hiitte man 
2(2k- 1) = 21-1, 

was unmijglich ist. 

Hilfssatz 2. Wenn (2k -1, m)=l, (21-1, n)=l und 

Xl3 ““)==xf’) ist, dann ist k=l, m=n. 

B e w e i s. 
2k-1 21-l 

Aus der Voraussetzung folgt ~ = ___ * I 

rk-1 2;-1 
wegen (2k-l,m)=l und (21-l,n)=l sind 7,~ 

irreduzibel, d. h. 2 k - 1 = 2 1- 1, m = n, 

Hilfssatz 3. 

jc0sal~1+Ic0sa,9j+ . ..+~cosa.9~+~cos2a,9~+/cos2a:,9( 

+ . . . +jcos2a,9) >$-* 

Beweis. Es ist 

!cosx/+/cos2xj > +, 

denn im Falle 

1cosx~~~ 

ist 

Icos2xl= /l-2ccoszx~~l-2~ 4. 

In der Untersuchung der Divergenzerscheinungen von Inter- 
polationspolynomen spielen die Funktionen f:‘(x), die Crund-, 

funktionen der Interpolation, bezw. die Summe der absoluten 
n 

BetAge der Grundfunktionen 21 Z!)(x) / eine wichtige Rolle. Fir 
k=l 

die Tschebyscheffschen Grundpunkte gilt 

sin 
Efyx) = (- I)&+1 I 

(2k -I) 2 cos n arc cos x 

n 
(6) 

x-cos(2k-1)s 

sin 3(k) cos n3 
= (- v+* -y- Gs $ _ cos $I, ‘ 

k 



85 Mitfelwerte Lagrangescher Interpolationspolynome. 

Fur unseren Zweck benStigen wir nicht die Summe der ab- 
soluten Betr;ige aller Crundfunktionen, sondern nur die Summe 

der absoluten Betrzge geeignet gewghlter Grundfunktionen. Zu 
dieser Auswahl beniitzen wir den folgenden zahlentheoretischen 

Hi 1 f ss a tz 4. Wenn N geniigend grop ist, isf die Anzahl 

der Zahlen n, fiir welche 1) N< n 4 % N und 2) fir alle m < z 

dm’z+15n 2k:1 > + logm--l 
(?k+l, n)=l 

ausf&Vt, qr@?er als N/6 (cl und .spCter c2, c3, . . . . sind positive, ab- 
solute Konstanten). 

Wir beweisen zuerst, dab die Anzahl der Zahlen n’, fiir 

welche N < ni< 4 N und 

f (4 =p$- < 4 3) 
PM’ 

ausflllt, grijf3er als N/6 ist. Fiir geniigend gro3es N ist ngmlich 

nnd dies ist unsere Behauptung. 

Es sei nun N < n \< % N und f(n) < -$ dann ist 

22 n/m~2k+l~n 2k: 1 ./L&,. 2k: 1 2k: 1 ’ 
(2k+l, ?I)=1 

-: n,mp5&z?dp 
P*2 

“) p bezeichnet Primzahlen. 

*) Es gilt Gimlichz $ <f+&+&-j-&i.&-+..- 

P+2 
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und wegen 

+- log m - c‘j < 
n,msz+,,. 2k: 1 < + log m + c3 

folgt 

und dies ergibt den Hilfssatz. 

Es sei x ein beliebiger, aber fester Punkt im Intervalle 
- 1 < x <-t- 1. Wir zerlegen das Interval1 - 1< x <+ 1 in m 

gleiche Teile und rechnen jedem Teil den rechten Endpunkt 
hinzu, den linken aber nicht. Diese Intervalle seien I,, I,, . . . , 1,. 
Es sei ferner x in 1p+1 enthalten (die Ik sind von links ge- 
rechnet). Wir betrachten diejenigen Werte von k, fiir welche 
(2 k + 1, n) = 1 und $‘= cos (2k -1) m/2 n in 11, 12,. . . , I’p-l oder 
in Ip enthalten ist. Nehmen wir an, daf3 es solche Werte von 
k gibt; dazu geniigt es, daI3 xr’ in I1 enthalten sei, x aber nicht, 
also dafl 

1+xf@ <1+x* 
m , 

wegen 1 + xF’= cos 3:‘-- cos n < 2~ - at’= m/2 n < 2/n (wenn 
nlmlich m>/ Q: > ,8 > 0, dann ist cos $ - cos LE < a - p) geniigt 
es also, wenn m die Ungleichung 

(7) & <m<n 

erfiillt, was wir voraussetzen werden. 

Unser wichtigstes Hilfsmittel ist 

Hi Ifs s a t z 5. Es sci n eine natiirliche Zahl, fiir welche 
die AbschGtzung des Hilfssatzes 4 gilt. Wenn x im Intervalle I,+ 

liegt, dann gilt fiir geniigend grope n und m die Ungleichung 

(8) ~~~~)(x)~>~~(x)~cosn3~logrn-~~(x), 
(2k+l, n)=l 

.x--1 (n) 25X k I*;“’ 



87 Mitteberte Lugrangescher Interpolationspolynome. 

wo C,(X), cz(x) und sptiter C+(X), . . . nur von x abh&ngige positive 

Zahlen sind (d. h. sie sind ffir fesfes x fesl’) und v der kleinste 
Index ist, fiir welchen xr’ in einem der Mervalle II, 12,. . . , IF liegt. 

Be w e is. Betrachten wir nur solche unsere Bedingungen 

erfiillende k-Werte, fiir welche die x:’ von der Mitte des Intervalls 
(-1, x) rechts liegen. Die Verhiiltnisse zeigt die Figur: 

,b) ,(d 
n n-l xCn) x r-1 

-11 
I I I I 

x-1 (n) +- 
2 5’ 

2 + +‘I 
m 

Unter diesen Bedingungen ist 
, -~ 

sin 
Zk-1 

2n 
rr> min 

(v’ 
l- (q,2, y1 - x”) , 

also gilt nach (6) 

(9) I zf’ (x) I > +A 
min (vl - {q)‘, ll-“) 

x-cos(2k- l)E ’ 

‘Nach der Definition von v ist 

also folgt aus (9) 

I $%) I > c3 bd 
IcosnS 

2k - (2v+l)++ ’ 

TR(x) hat in einem von n unabhzngigen Intervalle mehr Wurzeln, 

als An, wo A > 0 nur von der Linge des Intervalls abhangt 
und A < 1, wenn die LSnge des Intervalls kleiner als 2 ist. Also 
hat T,(x) zwischen dem linksseitigen Endpunkt von 1fi+1 und 

1 
dem Punkt xT c4 (x) n Wurzeln, wenn n gentigend groI3 ist 

(c,(x) < 1). Daher folgt aus dem Hilfssatz 4 und (lo), daf3 

2w3x~lac3~ )I x cosnSj2 
1 

@k+1, n) =I (21$-l, d =l 
2k+l 

“‘< bj < b) 2 =xk =rv 
nh 52kflS cd(x) n 

> c3(x) jcos na1 Jy 
1 - 

(2k+1, n)=l 2k + l 
c,(x)Icosn4I 

1 

(2k4-1, n)=l 
2k+l 
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>C3(X)ICOSR9;~~logm--,)- c,(x) >cl(x)/cosn8pogm-c2(x). 

Nach dem Hilfssatz 4 ist die Anzahl der Zahlen n mit 
iV< n < 3N/2, fiir welche die Abschztzung (8) gilt, griifier als N/6. 

Es sei 

und Q (n) der gr6t3te unter den Werten ol, u2, i,, , 4. Es ist klar, 
dai3 

ferner ist, wegen %11 (xf’) = 1, 8 (n) >, o,, >, 1, Fiir eine beliebige 
Funktion -l<f(x)<+l gilt, wenn -l<x<+l undq<n, 
in simtlichen Punkten des Intervalis - 1 ,< x < + 1 die Un- 
gleichung 

(11) 

Es sei n,, i=l, 2 ,... eine unendiiche Folge natiirlicher Zahlen. 
Von nun an wird jedes R aus dieser Folge gewIhlt. Teilen wir 
das Interval1 - 1 < x <+ 1 in mi gleiche Teile. Es seien die 
Zahlen mi, i-1,2,... und 

(12) nmiS nmi.& nmi+2S . . . S n2m, 

so gewihlt, daf3 

03) nm,+s>4nmi+(s-l) (S=1,2,-.-9+; i=l,2,-.-), 

“) Es ist sehr wahrscheinlich, dafl Do= e(n) ist. 
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(‘16) nmi> q(l) t g(2) -I- . . . + g(g,_l> c-2,3, . ..). 

wo die ganzen Zahlen gi, gs, . . . sp5ter angegeben werden. Es 
seien die mi Teilintervalle des Intervalles - 1 < x <+ 1 IF, 
j(i) 2 ,.“, I(‘) Nach den HilfsGtzen 1 und 2 kijnnen wir das PO- m.’ 
lynom yj(k) vom Grade gi so bestimmen, dai3 ftir 

n_;SnS+n m;, (2&l, n)=l, k<n--1 

cppi (x!‘) = y; (xyy = (- lf+l 

ist, wenn nur die Wurzeln 

(17) (n) 12 n) 
xk 9 xk 

der Tschebyscheffschen Polynome T nm,+q(X>~ T,,*+)(x) fnr 

q=L2,...,bm;121 im Intervalle 1:’ iiegen ; fiir die weiteren im 

Intervalle (- 1, + 1) liegenden Nullstellen xk der Tschebyscheff- 
schen Polynome T, (x), T2 (x), . . . , T3” ,(x) 

ml 
sei ypi(x,) = 0 ; es sei 

ferner fiir 

n mi+ls R s 4 %+1* (2lz+1, n)=l, k<?z--I 

y, (xf’) = spi (xp) = (- lf+l, 

wenn die Wurzeln 

08) (4 124 
xk 9 xk 

der Tschebyscheffschen Polynome Tnmi+l‘tq(~), T2~n,i+1+q~(~) 

q = 1,2, . . , , [nmiS1 ‘21 in den Intervallen Ii”, 1:’ liegen ; fiir die 

weiteren im Intervalle - 1 < x d+ 1 liegenden und bisher (in (17)) 
nicht aufgezzhlten Nullstellen xk der Tschebyscheffschen Polynome 
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T,(x), T,c4,..., T3n,i+l( ) x sei fpi (x,> = 0 ; im allgemeinen sei fiir 

n mi+‘< n 4 + q&, (2k+l,n)=l, k.s,<n-1, 

9. ( cn)) c sp, ( f2n)) = (- l)k+l 
I xk L xk t 

wenn die Wurzeln 

w 
(n) pd 6) 

xk, k 

der Tschebyscheffschen Polynome Tnmi+,+&x), T2(“mi+S-pj(x), (q=f, 

2 rn,,+,m ,‘a-, in den Intervallen 1’:, I:i), . . . , $)I liegen; fiir 

die weiteren im Intervalle (- 1, + 1) liegenden und bisher (in 
(17), (18) u. s. w.) nicht aufgezihlten Nullstellen xk der Tscheby- 
scheffschen Polynome 7Y1 (x), Tz (x) , . , , , Tsn,.+ sei sp’(x,) = 0. 

1 s 
Man kann voraussetzen, da8 

09) IYi(x)Id27)’ 

Wir bilden nun die Funktion 

y(x)= 2 ‘;;: . 
i=l 1 

q(x) ist im Intervalle - 1 -< x <+ 1 stetig und 

Wir beweisen, daI3 fur einen beliebigen Punkt x des Inter- 
valls -1 <x<+l 

lim ~,[~(x)l+~z[SP(~)lf...+~,[rp(x)l =+co 
n-+m 72 

ist. 

6, Nach (13) sind die Wurzeln (17), (18), . . , , (W) . . . verschieden! 

‘) Es gilt niimlich der mit Hilfe des WeierstrafSschen Satzes leicht be- 
weisbare Satz: 1st f(x) eine stetige Funktion im Intervalle - 1 <,<x ,<+ 1 

und sind x1, x2,..., x, gegebene Zahlen, die im Intervalle - 1 < x <+ 1 lie- 
gen, so gibt es zu iedem E > 0 ein Polynom P(x) mit 

und 
If%)-f(X)l<E (-l<x<l) 

p Cxi) = f (xi) (i=l, 2 ,...) n). 
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Es sei ngmlich x ein beliebiger, aber fester Punkt des Inter; 
valls - 1 < x <+ 1. Wir zerlegen das Interval1 (- 1, 4 1) in 
mr gleiche Teile. Es liege x im Interval1 Z$ . Bilden wir die 
arithmetischen Mittelwerte 3 nm +S 

polynome der Funktion y(x) ’ 

- ter Ordnung der Interpolations- 

Es sei 

(22) 

Dann ist (wenn wir zur Abkiirzung t = 3nm +S setzen) r 

-2q+zl,+& 

f*(x) ist ein Polynom vom Grade g,-,, d. h. 

Ln rfl WI = fi (4 7 
wenn n > g7-r ; also ist 

wegen 

< lvd-4 + 
I~,rf,(w~ll+...+lLg~~,~f,~~~ll 

t ; 

ifi (x) 14 2 folgt aus (11) 
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Ic,W+ 
9(l)+q(2)+...Ite(g,-l> 

t 
und schlief3lich aus (16) und (12) 

lc,l<2+ 3? <3. 
m,Ss 

Wegen (11) ist 

,c / < I~,~f,~~~llf...+I~~lf3~JC~1I 
3’ t 

< B (1) + 8 (2) + ’ *  l + Q  (d 

t  

2+* 

i=r+l z 

und nach (15) 

rzT,r-< 
eu)+m+...+~(4 

t =--ix 2r B c3:,,-,) 

also wegen (12) 

(25) !c,l < 2 + Cl. 
i=r+1 

Es seien nun nlr 2n,, n2, 2n,, . . .) nk, 2 nk die Zahlen 
zwischen n, +s und 3 nm +S, r * fiir welche der Hilfssatz 4 gilt. Nach 

Hilfssatz 4 ist 

(26) 

Nach Hilfssatz 5 gilt 

(27) 
I Lnj [Sp, (x)1 I > cs Cx) I COS n; a I log mr - c7 Cx>, 

( .L+ [cp, (41 I > cs (4 I ~0s 2 ni 8 I log ml - c7 (-4. 

Nach der Konstruktion des Polynoms am haben wir 

L+Jf201 I= liw&l r 
n=yt + 

also 
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--- 
t t 

Die Anzahl der Nullstellen xk der Tschebyscheffschen Poly- 
nome, die bei der Definition der Polynome 4p, (x), Q)~(x), . ‘. , 90, (x) 
auftraten und fiir welche spi(xk) $r 0 fiir ein i < r, ist kleiner als 

cw 
Tnl+ %&-I + . . . + nzm,+ nm,+ Rm*+l+ * * w + nzrn,+ . . . + Rmrml 

+ %,&I+ * ’ ’ + n2m,-* 3 

also wegen 

Ilf’(x)l <$P) (k=l,2,...,n; n=l,2 )...) 

ergibt sich aus (29) und (14) 

I~,rf,~~~ll+...+I~,~,rf,~~~ll 
t 

< t!Z 

nml+. . . + n2,,-l- nmz+ . . . + n2m,+. . s +nm,-l+. . . + n2m,-l 

i! 

n 
<\i2 &“’ Cl, 

+-i-s 

und endlich nach (28) 

(30) lZ21>/ 
IL,,,IIf,~~>1l+..~+l~,~f~~~~1; --1 

t . 

Zum SchluB betrachten wir die Summe 

I~,~f,~~~3I+~~~+l~trfi~~~1I 
=~~lL,,~~~~xlll+..~+I~,t~,~x~11~=~~ 

r 
Nach (27) ist 

s, L. Fejkr, Lagrangesche Interpolat& und die zugehbigen konjugier- 

ten Punkte, Math. Ann. 106 (1932) p. l-55; Formel 28. 
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s>, c&y”,” 9 (, cosn,q+(cos2nlq 
7 

+ . ..$-/cosn.~i+/cos2n,9() - 
=c,(x) 

2’2, ’ 

also nach (30) und Hilfssatz 3 

> 
c6 (4 k log mr 

f z; 2”’ 
- CT (x) - 1 

und nach (26) 

c,(x) log m, 
>----- 

2” 2’2, - 
q(x) -1. 

Wegen (15) ist log ml > r 2’2,, also 

(31) 

Nach (23) ist 

was mit (24), (25), (31) 

1x1 >c,(x)r--c&r)-l-3-1 =c,(x)r-c&) 

ergibt, daher ist 

(z/-‘+CO, ftirt-+co, W.Z. b. w. 

Nach unseren Betrachtungen kann man leicht eine stetige 
Funktion r.f~ (x) konstruieren, deren arithmetische Mittelwerte der 
Lagrangeschen Interpolationspolynome in den Punkten - 1 und + 1 
divergieren und in Gmtlichen Punkten des Intervalls - 1 < x <+ 1 
konvergieren. Die Summe der Funktionen q(x) und V,(X) ist eine 
Funktion f(x), fiir welche die Folge 
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t 
L, If WI + L, [f WI + * - * + Ln rf (x)1 

n : 

iiberall divergiert. 
Zuletzt bemerken wir, dab man mit Hilfe unserer Methode 

leicht stetige Funktionen konstruieren kann, fiir welche die arith- 
metischen Mittelwerte von der Ordnung m (m beliebig ganz) 
der Lagrangeschen Interpolationspolynome iiberall divergieren, 
wenn die Crundpunkte der Interpolation die Wurzeln der Tsche- 
byscheffschen Polynome sind. 

(Regu par la Re’daction Ie 27. 6. 7937). 


