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SUR LES DIVISEURS CONSl?CUTIFS D’UN ENTIER 

PAR 

P. ERDOS et G. TENENBAUM (*) 

RGxJMS. - Soit 1 = d, < dZ < cd. In,. <n la sul te ordonnie des diviseurs d’un entier n. Now 

etudions ce:taines prop;litis des couples {d,, d,,, }, lC~<r(n). Par exemple : pour toute 

fonction :eelle born&e I3 difinie sur IO, l[ la fonction a:ithmttlque : 

posskde une mesure de rkpartltion. 

ABSTRACT. - Let 1=d,<d2i.. <dTcn,- --n be the ordered sequence of the divisors of an 

integer n. We discuss some properties of the pairs { d,. d, + 1 ) , 1< I cr: T (n). For Instance: gwen 

any bounded real function 0 defined on 10. l[ the arlthmetical function: 

has a distribution function. 

1. Introduction 

La rkpartition des facteurs premiers d’un entier est assez bien connue en 
Thkorie Probabiliste des Nombres. Cependant la description que I’on peut en 
dkduire de la distribution des diviseurs prksente encore de nombreuses 
obscuritk Un exemple Bdifiant est fourni par la conjecture d’&Dbs affirmant 
que presque tout entier posskde au moins deux diviseurs d, d, avec 
d<d’ < 2 d, qui rkiste depuis ‘plus de 40 ans. 

Considtrons la suite ordonnke : 

l=d,<d,<. . . <d,=n, 
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126 P.ERDt%ETG.TENENBAUM 

des diviseurs d’un entier gtnerique n. La conjecture s’enonce done : 

(1) rnin~P~-’ d,+,ldi<2 p. p. (*) 

et une forme plus precise, fondee sur un argument probabiliste heuristique 
([3], [4]), suggere que le membre de gauche de (1) vaut : 

1 f(log n)1-10~3*o(1) p. p, 

Les questions qui font explicitement intervenir les relations entre di et d,, 1, 
1~ i<z(n), sont souvent difhciles et ntcessitent une approche indirecte - 
saufdans les cas exceptionnels, comme [7], oh le probleme peut &tre reformult 
en termes de facteurs premiers. 

Now nous proposons ici d’etablir un certain nombre de resultats nouveaux 
concernant les fonctions arithmetiques likes aux diviseurs consecutifs. 

Une sous-classe assez Ctendue est constituee par les fonctions du type : 

(2) F(n; 0) : =~;~~-‘~(di,‘di+,), 

ou 8 est une application de JO, I[ dans R. Nos deux premiers resultats traitent, 
dans ce cadre, des deux problemes essentiels de la Theorie des fonctions 
arithmetiques : mesure de repartition et valeur moyenne. 

TH~OR&ME~. - Si 0 : IO, 1[ + R est born&e, aloes F (n; B)lz(n)possPde une 
mesure de v&partition. 

TH~OR~ME 2. - Si 0 : [0, 11 + R est de classe C2, alors on a la formule 
asymptotique : 

(3) xn<xF(n; I3)=x log x 
log log log x 

~ 
(log xy &-GgT ’ 

06 I’exposant 6, d@ni par : 

(4) 6 = 1 - logte log ” =() 0x6 071 
log 2 ’ ...’ 

est optimal dh que t 0’(t) est monotone SUP [0, 11. 

En appliquant le thtoreme 1 a la fonction caracteristique de l’intervalle 
[l/Z, 11 on obtient que (1 /T(H)) card { Cd,, 1 5 2di 1 posdde une mesure de 

(*) Nous utilisons ici et dam la suite la notation p, p. (presque partout) pour signifier que la 
relation mentionnke a lieu sur une suite d’entlers de densit6 asymptotique unitt. 
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DIVISEURS CONS&UTIFS 127 

r&partition; la continuitk en 0 de cette mesure impliquerait la conjecture 
d’ERD0s [ 11. 

Lors du symposium de DURHAM en 1979, l’ordre normal de la fonction : 

g(n) : =card{ i: diIdi+,}, 

a fait l’objet d’une controverse entre ERDOS et MONTGOMERY, le premier 
conjecturant que g(rt) = o (T (n)) p. p, et le second que g(n) > c I’ pour une 
une suite d’entiers de densitt positive. Nous avons prouvk dans [4] une forme 
plus forte de la conjecture de MONTGOMERY : la den&C infkrieure de la suite 
des entiers n tels que g(n) > e T(B) tend vers 1 lorsque c tend vers 0. L’existence 
de la mesure de r&partition de g(n)/T(rz), conjecturke dans 141, dttcoule du 
Thtorkme 1: 11 stilt de choisir pour 8 lafonction caracttristique de { l/2,1 /3, 
l/4, . . . } . De plus, le r&&at de [4] signifle que la mesure ainsi obtenue est 
continue en 0. 11 en va de m$me, pour chaque r > 0, de la fonction : 

k,(n) : =F(n; t -+ t*)=C;~~-l(di/di,l)‘; 

en effet, si P- (n) dksigne le plus petit facteur premier de n, alo:s P- (n) d, ( n (et 
done d 1 + 1 <P- (n) di) pour au moins T (n)/2 valeurs de i, d’oh : 

k,(n)~~(n)/2(P-(n))‘; 

d’aprks un rksultat classique, il s’ensuit que la densit de l’ensemble des n tels 
que k,(n)<~~(rz) est 4rllog l/E. 

Dans le cas de El(t) = t’, nous pouvons Cgalement prtciser la formule (3) 
quant A la dkpendance en r. 

THI?OR~ME 3. - Uniforme’ment pour r log x>> 1, on a : 

CnCrk(n)=x(log x-K,(x)+O(l)), 

oti K,(x) est une quantitk qui satisfait,pour tout E>O, d la double in6galitd : 

(6) e-erll(log x)< K (4 
s(r log x)l - 6 4U +4 L, ((r/(rf 1)) log x>, 

avec : 

L, (v) : = exp ( -C(E) &log v log log a) j, 

L, (v) : =(log v>- 1’2 log log v. 
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On ttend saris difficulte la formule (3) aux fonctions 8 qui sont bien 
approchables par des elements de C2 ([0, l]), comme par exemple la fonction 
caractcristique d’un intervalle. La fonction caracteristique de ( i/2, l/3, 
l/4, . ..I n’entre pas dans cette cadgorie, et partant une mcthode entikre- 
ment differente doit etre developpee pour Ctudier la valeur moyenne de g(n). 
Nous prouvons le resultat suivant. 

THBOREME 4. - Pour tout &>O et X>X,(E), on a : 

(7) x(log x>“-“<~,,g(n)&X(log x)“(log log -X)-l’Z, 

ozi I’on apose p=2z-l-22 log z=O,844673,, .,pour z=(y-2 log y)-‘, 

y=($-1)/2, et oti a=l-6=0,913928.... 

La fonction arithmttique : 

f‘(n) : =card{iE[l, z(n)[ : (di, di+,)=l}, 

a et& introduite par ERDBS et HALL dans [2]. Elle n’est pas du type (2) et l’on ne 
connallt actuellement ni son ordre moyen ni son ordre normal. On a : 

ou A(x; U, V) designe le nombre des entiers <:x qui sont multiples de u et de c 
mais d’aucun w, U<ZC < v. Or, il est tres malaise d’estimer A(x; U, U) en 
general : par exemple A (x; U, n) = 0 si [u, V] possede un diviseur dans ]u, v[. 
Cette situation illustre bien les difficult& inherentes aux problemes de ce type. 
ERDGS et SIM~NOVITS ont montre que pour tout E >O et kak,(c) on a : 

od w(n) designe le nombre des facteurs premiers distincts de 72 et c une 
constante positive. Trivialement f (n)kw(n) pour tout )z, et ERDOS et HALL 

conjecturent dans [2] que l’ordre moyen de f d&passe tome puissance frxe de 
log log n. 

Nous etablissons les deux theoremes suivants. 

THBORBME 5. - Pour presque tout evltier n, on a : 

(8) f@) <(log *)lW 2-u ‘z)+w, 
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TH~OR~ME 6. - On a ia majoration asymptotique : 

(9) 

cd l’on aposk or=l-6=0,913928... ,. 

2. Notations 

Nous designons par t(n) le nombre des diviseurs d’un entier n et par R(n) le 
nombre de ses facteurs premiers comptes avec leur ordre de multiplicite. 

La lettrep est utilisee exclusivement pour designer un nombre premier. a I b 
signifie que a divise b; v,(a) designe la valuation p-adique de a. 

Le plus grand (resp. le plus petit) facteur premier de y1 est note PC (n) (resp. 
P- (n)). Par convention, P’ (1) = 1, P- (1) = + co. 

Pour chaque valeur des parametres reels p, o, 2 < p d o, on note x (n; o) 
(resp. x(n; p? o)) la fonction caracteristique de l’ensemble des entiers N tels 
que P- (It) b cT (resp. tels que p ( n +p $ [p, 01). On pose : 

Le symbole 1” ‘{. d indique une sommation restreinte aux couples d’entiers 
(d, d’) satisfaisant a df d’ et p- r < d’ld< p. On convient qu’une somme (resp. 
un produit) vide est nulle (resp. Cgal a 1) 

Les lettres c, ct, c2, . . . , designent des constantes absolues positives. Les 
constantes impliquees par les symboles < de VINOGRADOV et 0 de LANDAU 

sont egalement absolues - une eventuelle dependance en fonction des 
parametres ~1, p, . . . etant indiquee sous la forme 6 b, p, __, ou 0,. p, ,,,. 

Enfm, la densite asymptotique (resp. densite asymptotique inferieure, 

superieure) d’une suite d’entiers A est notee dens A (resp. dens A, dens A). 

3. Lemmes 

LEMME 1. - Pour t 2 ?, on pose : 

t,=exp(t’), J(i>=] ti, ri+ll> 

PI = 1Tpd(?)P, Ai= {n&v : (N, P;)=l}. 
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Alors, si 0 <E < l/2, et, k 2 t (log(l /E) -i- I’*), on a : 

dens(U:=,Ai)>l--E. 

Dt!monstration. - Le principe d’inclusion-exclusion permet d’kcrire la 
densitt en question sous la forme : 

Cela. implique la conclusion annonde avec c0 = log c. 

LEMME 2. - Soit O<u<1/5, O<q<l, ca&,(t~, y), ~22. I1 existe une 
suite d’entiers B telle que : 

N 

(ii) 

dens B> 1 -(log {)-’ “llO, 

&x(d; a)x*(d)al-rl)e; 47 

pour tout n de B, oli x* disigne la fonction caract&tique de l’ensemble des 
en tiers d satisfaisan t ci : 

(10) sup 
(1 

i2(d; U)-(l/2) log (log u/log 0) . 
(l/2) log (log u/log a) . 

exp (log {.log o)<u<d 

A une modification sans importance prks, ce rksultat est un cas particulier 
du lemme 4 de [4]. 

LEMME 3. - Conservons les hypo tht;ses et les notations du lemme prt’ct?den t, 
et posons,pour tout p, 2<p<0 : 

f(n) . = XC? P, 4 
z(n; 0) cp,s,nxW’; 0)x*(4 

Alors, pour tout h> 0 on a : 

LxfW% xx (log 5) { “($$T+o(l)}. 
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La demonstration est analogue a celle de la proposition 4 de [4] - en 
conservant explicite la dependance en p dans les calculs. Nous laissons les 
details au lecteur. Le lemme suivant dtcoule immediatement du Lemme 3 
de [8] ou du Lemme 11 de 1’Appendice. 

LEMME 4. - si ‘L<p<G<X, on a: 

card(n,<x : nPGppb@>b~<<x exp (-g-2). 

LEMME 5. - Si h est unefonction multiplicative r~ellesattifaisantpour toutp 
ci : 

O<h($)<& h’2, o’=o, 1, ?, * .*), 

avec h,>,O et 0<&<2, alors on a : 

Ce rbultat est dti A HALBERSTAM ET RICHERT [5]. 

LEMME 6. - Si O<CX, E, 7-j, z<l, et o>o,(a, E, T-I, z), on a : 

(11) ~~Exz%O; d&,(~+xZW-l) 
%lzx(log x)2’-‘{(log o)-2’+o(1)), 

02 xz est la font tion carat t&is tique de l’ensemble des en tiers d satisfaisant a : 

sup(]A(d; u)] : exp((log c)““}<u<d} <a, 

avec : 

A(d; u) : = 
n (d; 24) - 2 log (log u/log 0) 

2 log (log u/log a) * 

DCmonstration. - 11 sutW de considerer le cas oti (r est fixe et x tend vers 
l’infini. 

D’une part, on a d’apres un thkoreme de SELBERG [6] : 

~cxP(“)~(n~ oMn> 

(12) %-xuog X)2z-1((log0)-~~+o(l)j. 
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D’autre part, posons uk : =exp{ek(log o)l+n), (k=O, 1, 2, . .). On 
vkrifie sans peine que si / A (d; u) I> c1 pour au moins un u > uo, et (5 2 CT1 (s1, rl), 
alors il existe un k >O tel que 1 A(& uk) 1 > a/2. Cette dernitire condition 
implique : 

-z(l id2) log u’ 
l,nc& UL) -z(l-nT log t’ 

>I, 

pour tous 2’, u’, 0~0 < 1~ 1(;<2. Or, le lemme 5 fournit l’estimation : 

Cn~\L2@)X(n; O)~d,ny~(dU)+x(log X)2z-1(log a)-z(l+P)(log u)=(p-l), 

pour O<y<2, et o<u<x; en choisissant v=l-a/2 et w=l+ol/2, on 
obtient done : 

6 'l. zs(log x)2’- 1 (log o)-2'- { (logcr)-"~Q(si'-)+(logrJ)-rlzQ(-ai?)), 

oti l’on a posi: Q(t) : =(l+t) log(l+t)-t. Compte term de (12), cela 
implique la conclusion annoncke. 

LEMME 7. - En consercant les hypothhes et notations du lemmeprdckdent, 
et, en supposan t de plus que : 

(13) z<(r%+y-2(1+a) log y>-l, y : = 
J(5+4a)-1 

2 ’ 

on a la majoration asymptotique : 

LsxzRCn)X(n; o)~&,,~x~(~)x~(~ <*,=x(log x)2’-1(log (J-‘(‘), 

avec : 

(14) h(z) : =1+2z(l+~(lfa) log y). 

Dkmonstratioiz. - Soit S(X) la quantitk ti majorer. On a : 
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oti l’on a post : 

D’oti, en estimant la somme intbrieure par le Lemme 5 : 

Aprks avoir remarquh que, pour k 3 1, u 3 CT, et 0 < y d 1, on a : 

(16) x; (k) 5 yQ’k: U) (log u)- *(log o)‘l -c JI, 

avec : 
J, : =2(1+-a) log .Y, 

on majore l’expression (15) en Ccrivant d=mt, d’= m’ t, et en employant (16) 
pour k = m t avec w  = m, et pour k = m’ t avec u = m’; A ce stade, on note que les 
conditions m’/m E [l/2. 21, rn # m’, et ~(mm’; o)= 1 excluent la possibilitt 
m =m’ = 1, et, done. lmpliquent bien no, m’ 2 0. Ap;bs interversion de 
sommations, on t;aite successivement les sommes intkrieures en t, F, m’ B 
l’aide du Lemme 5. Les calculs sont assez longs mais ne prtsentent pas de 
difficult~s majeures - aussi n’avons-nous pas jugC utile de les reproduire lci. 
On obtient : 

,x@; 0) 
qx)<x(iOg ~)*=-~(10g~)D~~~~~~~;(~~)~(~)(log m> m2 

avec : 
D : =2(1-q)~-z(y2+y+1), 

E : 2~ -2~+4,“=+4.-1)-l. 

La somme en m peut encore s’krire : 

(17) 

avec : 
F(w) : =c m~lu (yz)a(m)~(m; o)~u!(lOgO)~y”(log~)y”~‘, 

d’aprks le Lemme 5. Une intkgration par parties montre alors que, si 
E+yz<O, l’expression (17) est 4=.. ~. Jlog o)~, d’oti : 

S(X)@& y, zx(logx)*“-‘(logo)D-~. 
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On a bien D+E= -h(z); on choisit alors y de faGon a rendre minimale 
l’expression E+yz=z(y2+2y-l-2(1+or) logy)-1; cela fournit la 
condition (13) et complete la demonstration. 

LEMME 8. - Soit H(x, .y, z) le nombre des entiers sx ayant au moms un 
diviseur darts I’intervalie [y, z[. Sous l’hypothdse : 

(18) 8~2y~z~min{yJ~Z,~‘~2) 

et, en d&ussant u par la relation z=yl +‘, on a : 

(19) xu”L,(llu)<H(x, y, z)bxusL,(llu), 

ou la constante positive 6 est d&tie par (3), et, ou l’on a pose : 

L,(v) : =exp( -c,J(log v.loglog 2v) >, 

L,(v) : = c,(log v>- i’2 log log 2 v. 

Si l’on remplace, dans (18), 2y par (1 +E) y, la formule (19) reste valable d 
condition de considerer c1 et cz comme desfonctions de E. De plus, dans le cas oQ 
z=O(y), onpeut omettre, quitte h modifier c2, lefacteurlog log 2 v dans L,(v). 

C’est le thtoreme 1 de [8]. Le resultat suivant gtneralise la borne superieure 
de (19); on peut le demontrer en adaptant la demarche suivie dans [8]; nous 
donnons les details dans 1’Appendice. 

LEMME 9. - Soit ~(n; y, z) la fonction caractkristique de I’ensemble des 

entiers n ayant au moins un diviseur dans I’intervalle Iv, z[. On pose, pour 
o<t<2: 

H(x, Y, z; t)=&,.E(n; y, z) P”‘). 

Sous l’hypothese (18), et, en dejinissant upar la relation .z=Y’~“, on a : 

cq H(x, y, z; t)<tx(log x)‘-1z4G(r)(log l/q(t), 

avec : 

G(t) : = 

I 

l-t si O< tCl/log 4, 

t - log(et log 2)/lag 2 si l/log 4< tglllog 2, 

0 si l/log 2<tt2. 

et : 

K(t) : = ; 
{ 

si t<lllOg 2, 
si t> l/log 2. 
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De plus, dans le cas ozi z = 0 (y), on peut prendre K(t) = 0 m2me si t < 1 /log 2. 

4. DCmonstration du ThCor2me 1 

Le point fondamental est la proposition suivante. 

PROPOSITION 1. - Pour tout E > 0, il existe une application n -+ a(n; E) d 

valeurs entibes, et un rdel T(E) tels que : 

(i) dens {n : a(n; &)>T(E)} GE; 

~ 
(ii) dens 

(iii) pour chaque en tier a la suite des en tiers n tels que a(n; E) = apossdde une 
densitk asymp to tique j3 (a; E) . 

Dans un premier temps, admettons ce resultat et montrons comment le 
Theorbme 1 s’en deduit. Pour 05;~s 1, on a : 

S(x; U) : =card(n<x : F(n; O)<~ut(ri>j 

Scard{nsx : F(a(n; E); O>s(u+E)T(a(n; E)))+~(Ex) 

<x aG~~a), F(~;o)~(~+~)~(~) card (n<x : 0; ~>=a) +O(EX) 

~X(C,,,(,),,(,;B)~(u.+E)r(n)P(a; E)+o(E)+o(l)). 

et, similairement : 

Sk U)~XICa4T(E).F(.,8)~(ir-&)T(a)P(a; E)+O(E)+O(l)). 

En faisant tendre, dans ces intgalites, successivement x vers l’infini et E vers 
zero, on obtient que : 

lim,, m 1 $(x; u)=v(u), 

en tout point de continuitt de la fonction v deftnie par : 

v(u) : =lim su~,+~ CaCTCEj, F(o; e)SUr(a) P(a; s). 

Preuve de la proposition 1. - Fixons un E >O et donnons nous un 
parambtre t = t(E) dont la valeur explicite sera fide plus loin. 

Reprenons les notations du lemme 1, et posons : 

k : =[t(log(2ls)+c*)]+l, Ai: =Ain((r\11G1c,A5), l<i<:k. 
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Nous dhinissons I’application a@; E) par : 

D’apA le Lemme 1, dens (N\ U F= 1 Ai) =< E /2, et d’aprks le Lemme 4 : 

La condition(i) est done satisfaite pour E assez petit avec T(E) = t, + z, quitte 
A supposer que : 

(21) t>log l/E. 

La condition (iii) est Cgalement remplie, avec : 

11 reste A Ctablir le point (ii). Nous allons montrer que, si I’on kcarte 
certaines suites de densitk supkrieure O(E), on a : 

Fe; El F(a; El <‘E 
-qq--- ’ z(a) 

avec a=a(n; E), pour tous les n restants. 

Nous pouvons nous restreindre aux entiers de A : = u:=, Ai, que nous 
dtcomposons canoniquement sous Ia forme rz=ab, avec a=a(n; E). Si 
j=j(,) est l’unique indice de [l, k] tel que n GA;, nous d%missons 
p= p(n)=exp(t j+lj3) et o=a(n)=t,+,. En remarquant que x (n; p, a) = 1 
pour tout ~2 de A, on obtient g&e au lemme 3 : 

De plus, d’aprks le lemme 2, on a pour 5 2 ;50 (a, q /2) : 
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saufau plus pour une suite d’entiers de densitt superieure U((log {)-‘“‘/‘“). 
Ici x* designe lafonction caracthistique de l’ensemble des entiers satisfaisant 
la condition (10). Pour SEA, posons : 

Y(n) : =card{dIb: 3d’lb, d#d’, d/p<d’ipdj. 

Pour 5 > co (CL, TJ /2), il vient done : 

dens(nEAJ : Y((n)>n} 4n,,(log Qht-413q71 +(log 5)-9X2i1G. 

En choisissant a= l/6, log c = t , 6G A= l/720, on obtient que cette 
majoration est O(t-6is) pourvu que : 

t>t,(q)>max{q -20, (log &J(1/6, ~/2))‘~““}. 

Cela implique : 

dens(nEA : ul(n)>rt} 4kt-6/5<tt11!5 log l/~. 

en prenant q = E, on voit finalement que, pour t > 1, (E) : 

dens { SEA : Y(n)>.e) <.e4 log l/e<a. 

Maintenant, nous avons encore par le Lemme 4 : 

dens(nEA : a>,pj<ik exp(-ct’ 3)<is 

et par le Lemme 5 : 

Pour achever la demonstration de la proposition 1, il nous suffit done 
d’btablir que l’on a (22) sous les hypotheses suivantes : 

n=ab, a<p<P-(b), V(n)<& et z(a)>l/e. 

Designons respectivement par : 

l=a,<a,<. . . <al=u et l=b,<b,<. . . <b,=b, 

les suites croissantes des diviseurs de a et b. On a : 

BULLETIN DE LA SC&l% MATHhATIQUE DE FRANCE 



I38 I’. ERDbS ET G. TENENBAUM 

avec la convention b,, 1 = + co. R&pa&sons alors les indicesj en deux classes 
J, et J,, dhies par : 

J 1: =(1)u{jq l,s] I min (bj/bj-1, bj+l/bj)>a}, J, : =[l, s]\J,. 

Sij est dans J, , les diviseurs di de n qui appartiennent li l’intervalle [bj, b j+ 1 [ 
sont exactement les bja,, pour 1 <u < r; la somme inttrieure de (23) est alors 
tgale Q F(a; 0) + U(1) - le terme O(1) provenant du diviseur d, = bja,. De 
plus, la condition sur \y (n) implique que card J, GE s; cela montre que la 
contribution au membre de droite de (23) des j appartenant A J, est 
O(E rs) = O(ET(~)). 11 vient done : 

F(n; 0)=(card J,)(F(a; 6l)+O(l))+O(&~(n)) 

=sF(a; e)+O(ES(P(a; e>1 +s+&T(n))=sF(a; e)+o(ET(n)+s). 

En divisant les deux membres de cette irkgalitk par I = T (a) s, et en 
tenant compte du fait que l/z(a)<~, on obtient (22), ce qui termine la 
dkmonstration. 

5. DCmonstration des Thkor&mes 2 et 3 

Posons q(t)= to’(t). Pour 1 <k<z(n), on a : 

dkdz z s s 1 yx 1 (P’(Y/z)E (n; y, z)dy=Ct:,l di+l $ 
s s 

d,/z 

cp’(t> dt 

d~+‘((di,‘zZ)t3’(di/‘z)-(l/zZ),‘(l/z))dz 
4 

=(k-2)8(1)-C~=,‘B(di/di+,)f8(l/d,). 

Si k = T (n)/2 i- 0 (l), la symktrie autour de & des diviseurs de n implique : 

F(n ; 0)=2Cf:,’ O(di/di+,)+O(l). 

En prenant k = [z (n)/2] et en remarquant que, pour n <x, on a d, < fi et : 

J;dz ’ s s 7 cp’(ylz)~h Y, 44 
4 1 
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on obtient par sommation sur PE : 

(24) 

On en dCduit la formule (3) en majorant H(x, y, z) par x pour y < z”~, par 
le membre de droite de (19) pour z*/~ < y <z/2, et par 
0 (x(log z)- ’ L, (log z)) pour z/2 < y < z. De plus, la minoration du lemme 8 
montre que, si v’(t) est de signe constant, l’exposant 6 du termereste de(3) ne 
peut pas Ctre amtliort. 

Dans le cas de 0(t) = t*, on a q’(t) =r2 tr- ‘; la formule (6) dkcoule alors 
de (24) et du Lemme 8 par un calcul Gmentaire : la majoration est effect&e 
comme prkddemment et la minoration est obtenue en se restreignant au 
domaine d’intkgration zzi3 <ys~e-‘/~ et en utilisant la borne infiirieure 
fournie par le Lemme 8. 

6. DCtmonstration du ThkorCme 4 

Notre majoration de la valeur moyenne de g(n) repose sur la remarque 
suivante : pour tout entier rz, on a : 

g(n)<,:&&2; 2k, 2k+‘)= card(kEN: 3dln, 2k<dd<2k+i). 

En &et, si dildi+i, alors di + 1 /di b 2 et di et di, 1 n’appartiennent pas au 
m6me intervalle [2k, 2k+i[. En se restreignant, grPce B la symCtrie autour de 
,,61 des diviseurs de n, aux entiers k tels que 2k~fi, il vient done : 

Lxg(nWC1. aog r,log4H(X, Zk, zk+‘) 

@XC ks,ogx,,og4k-6(10g k)-“%x(log x)l-s(log log x)-l”, 

d’aprks le Lemme 8. 

La minoration est plus dClicate. L’inCgalitt fondamentale est : 

(25) g(2tz)acard (i : 2di.-, ~d~<:cEj+~/2}. 

En effet, pour chaque indice i comptC dans le membre de droite, di et 2 di 
sont des diviseurs consCcutifs de 2 n. Rtintroduisons la fonction xz d&flnie au 
Lemme 6. D’aprks (25), on a encore : 
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d’ou : 
b~(n)-2C,,+l<?di(X~(di)X~(di+l)+2-X~(di)-X~(di11))~ 

Gw 8(2n)~4~,,(X~(~-3/4)-2~,d, nXT(d>X;(dl). 

Multiplions les deux membres de cette inegaliti: par ZR(“) x(n; O) et 
sommons pour n < X; en choisissant n assez petit pour que la quantiti: h(z) 
deftnie par (14) soit > 22, et en apphquant le Lemme 6 (avec s= l/4) et le 
lemme 7, on obtient que, sous l’hypothese (13) et pour o 2 o1 (a, q, z), on a : 
pour o 2 or (tl, n, z), on a : 

Maintenant, considerons la fonction caracteristique y(n; z) de l’ensemble 
des entiers n < x satisfaisant a : 

Q(n) > 2 7 log log x -(log log x)2/3. 

C’est un resultat bien connu (dont le Lemme 5 permet d’ailleurs une preuve 
rapide) que l’on a l’estimation asymptotique : 

C&l --y(n; z))~(N)Pn)=o(~(log x)*=-r). 

La relation (27) implique done : 

x(log X) 2=-140F Jncxy(n; z)g(2n)zn’“)-@log X)*;‘og;to(l)Cn$.~g(2n), 

Comme l’on peut choisir, dans les lemmes 6 et 7, cc et r) arbitrairement 
petits, on voit que z peut &re ris aussi proche que l’on voudra de 
(y. -2 log yO)-‘, avec yO =( P 5 - 1)/2. 

Le resultat annonct en decoule. 

7. Etude de f(n) 

Nous nous proposons dans cette section de prouver les Thtoremes 5 et 6. 
Nous introduisons A cette ftn deux fonctions auxiliaires : 

et : 

pi(n) : =max(d: din, d26n} 

p2(n): =n/p,(n)=min {d:djn, fP3n). 
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Si (d, d’), d< d’, est un couple de diviseurs constcutifk et premiers entre eux 
de n, on a pl(dd’)=d, p2(dd’)=d’, et, en posant m=dd’, r-n/m : 

k I r ;rs ke’ J(m) : = Uulm]pl (m)Iu, pz(m)lu[. 

CommeJ(m)Zll, Pz(m)/p,(m)[,onaP-(r)3p,(m)/p,(m);ilvientdonc, 
pour O< t<2 : 

Gw 

d’aprks le Lemme 5. 

Posons : 

Si m est comptk dans M(x; s, t), on a m/s< p1 (m)2 Gm; on peut done 

tcrire, avec les notations des lemmes 8 et 9, et pour s<,,&; 

M(x; s, t)-M(x/!; S, t)<xmgx s(m; J’m, d:) t’(““+fi 

=H(x, &qzg, JX; t)+Jx+,x(log x)*-l (!2$;)““)L(!?g; + 

oti l’on a post : 

L(u; t)= 
i 

(log c)- ‘f2 log log 2 U si t=l, 
(log Z’y si t#l. 

Cela implique : 

(29) 
log X 

M(x; s, t)+ tX(log .X)~-‘-Gco(log 2s)G”’ L ~. f 
( 1 log 5 ’ ’ 

d’oh : 

N(X; t) : =l!Lr(log (2 pz(m)lpl(m)))-“PC”) 

s 

z 
=t 

1 
M(x; s, t)(log 2s)~‘-I$ 

4 tX(log .y(t)(log log x)W(‘) L(log x; t), 
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avec : 

V(t) : =t-l-G(t)fmax(O, G(t)-t), W(t) : = 
I 

si t=1/2 
si t#1/2’ 

Dans l’estimation de l’integrale en s, nous avons utilid (29) pours < ,,&, et 

la rnajoration triviale A4 (x; s, t) <<t x{log x)‘-l pour s > J;;. 

Maintenant, par (28) on a : 

(30) ~~J(n)P)G* 
s 

l(log xIw)+‘dN(ww; t, 

oii l’on a posk : 

4i,x(log xy(‘)+‘(log log Ay(V(log x; t), 

Z(f) : = 

l 

1 si t<1/2, 

2 si t=1/2, 

0 si t>1/2. 

En choisissant t = 1 dam (30) on obtient le Thtortme 6. De plus, il decoule 
de (30) que : 

C&f(n) 4 tx(log x)v@)++‘og l+o(r), 

od l’apostrophe signifre que la sommation est restreinte aux entiers n <x 
satisfaisant a : 

(31) 1 Q(n) -log log x 1 <E(X) log log x, 

oii E(X) est une quantite tendant vers zero. 

Le choix optimal t = l/2 fournit la majoration du Thtoreme 5 : pour 
chaque E > 0 le nombre des entiers n 5 x satisfaisant a (31) et pour lesquels : 

f(n) >(log x)‘og *-(l’*)+&, 

ne depasse pas : 

@g xl- ‘og*+(l’*)-E& f(n)~BX(lOg x)-“‘2=0(x). 
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APPENDICE 

Nous nous proposons ici de prouver le Lemme 9. Les deux resultats 
auxiliaires suivants sont necessaires. 

LEMME 10. - DCsignons par a un en tier gtnCrique sa tisfaisan t ri P+ (a) < p. 
On apour Octc2, et, 2<p<x: 

Cosx tn(‘)-G, x exp { -c!!!e}(wg, 

Demonstration : On a : 

C.~xp(a)~,,logP=C,Q.P’“‘+‘~5minip,x,a) logp 

&rPCn6x,pIR(a)+XCx,pc8~~XtR’a’la 

4tx i -a~,~,(l+tp”~‘)Qtx exp 
0 { I 

-cg$ m PI’, 

en choisissant c1= c’/log p, 

Cela implique le resultat souhaite pour la partie de la somme initiale 
correspondant aux entiers c1 tels que &a log p > (l/2) log x; pm: I’aut:e 
paitie, on a : 

Cette derniere majoration Ctant compatible, quitte a reduire la valeur de c, 
avec la borne annoncte, cela acheve la demonstration. 

LEMME 11. - Dtsignons par n(p) le plus grand diviseur de n sa tisfaisan t cj 
P’(d),ip. On a un$ormtmentpour 2,<p<cr,<x, et Octi2; 

L ~x,n(p)>a~(“%~ exp --c { gg(log x)‘-i. 

Dgmonstrution. - Decomposons canoniquement chaque entier n sous la 
for-me n=ab, avec P’ (a) < p < P- (b). La quantite a majorer est tgale a : 
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d’apres le Lemme 5. Les deux termes de cette majoration sont aisement 
estimes a I’aide du Lemme 10. 

Nous sommes maintenant en mesure de dtmontrer le Lemme 9. Posons 
s = log 1 /u, et decomposons chaque entier n sous la forme canonique M = abm, 
avec : 

Nous scindons alors la somme H(x, y, z; t) en trois parties, H,, H,, H,, 
correspondant respectivement aux conditions supplementaires : 

(HI) a > ySUIC, 

(HA R (6) > IS, 

(HA a < y”“ic, R(b)drs, 

oti r est un parametre reel dont la valeur sera choisie ulterieurement en 
fonction de t, et oh c designe la constante apparaissant au Lemme 11. 

D’apres le Lemme 11, on a : 

H, qitux(log .#-I. 

Pour tout 0, 1 <v < 2/ t, on peut Ccrire : 

d’apres le Lemme 5. De plus, si 0 < w  5 1, on a Cgalement : 

- 

I 

> H3~rSU1+‘(1-?a)-~l~~?i .x(log x)‘-l, 

En effet, si n possbde un diviseur, disons kLil avec k 1 a et dJ b, dans [y, y1 +“[ et 
si a < ysuic, on a necessairement yl-“Ic <d<yl+“. Le lemme 5 et une 
sommation d’Abe1 permettent alors d’btablir la majoration : 

Si t < 1 /log 4, on choisit w  = 1 et Y sufhsamment grand pour que la borne 
superieure Ctablie pour H, soit compatible avec le resultat annond. 

Si l/log 4<ttl/log 2, on choisit r=l/log 2, v=rft, et zc=r/2t; les 
majorations de H, et H, sont alors identiques, au facteur s p&s, et I’exposant 
de u est bien celui qui figure dans l‘bnonce du Lemme 9. 

Si l/log 2 $ t < 2, la majoration (20) est la majoration triviale - qui 
decoule d’ailleurs directement du Lemme 5. 
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Le cas oh z = 0 (y) se ram&e $ celui oti z </zy avec h < 2 grke A la 
majoration : 

<max,,,,,z H(x, y’, hy’; t). 

Pour obtenir le rCsultat annonck, on applique la mtthode prkddente B 
H(x, y’, hy’; t) en prenant en compte le fait que le facteur a est maintenant 
Cgal A 1 pour tout n. 
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