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1. fejezet

MIERT OLYAN A
GRAVITACIOS TORVENY,
AMILYENNEK NEWTON
TALALTA ?

1.1. Milyen gravitaciés torvényt varhatott
Newton az égi mechanika vizsgalatabol?

Ahhoz, hogy fizikailag értelmes legyen, amivel foglalkozunk, a feladatban
rejls szimmetridkat és egyéb nyilvanval6 elemi tulajdonsdgokat figyelembe
kell vegyiik. Olyan gravitécios torvényt kell keressiink, amely eleget tesz
a fizikai szemléletbsl adodo legelemibb szimmetria-feltevéseknek és néhany
egyéb trivialisan igaz kritériumnak. Gytjtsiik &ssze ezeket az elvart feltéte-
leket!

Kiindulasi helyzetben egy adott, mondjuk normélt témegpont gravitacios
terét vizsgaljuk: tekinthetiink erre a tomegpontra, mint a bolygérendszerben
a Napra. A bolygok tomegpontok és a Napon kiviil helyezkednek el: a tomeg-
vonzast egységnyi bolygotomegre hato erd gravitacios terével jellemezziik. Az
energiaszinteket (munkavégzési sziikségletet ahhoz, hogy a témegpont adott
helyzetbe keriiljon), a potencialfiiggvény jellemzi. Ebb6] kovetkezGen a po-
tencialfiiggvény derivéltja (gradiense) az erétér. A gravitacios erétorvény azt
hatérozza meg, hogy a Nap erSterében hol mekkora erdtér-vektor lesz.

A gravitaciés erétorvény - azaz az F(x) erStér - nyilvan nem fligghet



a koordinata-rendszer valasztésatol, azaz a koordinatarendszer izometrikus
valtoztatasai helybenhagyjak. Ezért feltehets, hogy a Nap az origéban van,
és a tovabbi koriiljarastarté egybevagosagi transzformaciok (a tér elforgaté-
sai, azaz az ortogonalis transzforméaciok) is helybenhagyjak az eréteret. Az
elforgatasok csoportjat szokdsos SO(n)-nel jeldlni: els6 megéllapitasunk, fel-
tétellink tehat az, hogy

<F(0); T >=<FT0); Tr> (Vr>0,¥0,7 € S(0,7),YT € SO(n)).
(1.1)

Tovabbi logikus feltevés, hogy az erétérben nincsenek ugralasok, hirtelen
nagy valtozasok, azaz az er6tér folytonos, és az is vilagos, hogy egyre tavolabb
a gravitacios vonzerd egyre kisebb lesz és tart a nulldhoz (nagyon tévol nem
észleliink érdemi erGhatést).

Veégiil egy utolso feltételiink is lehet, ami azt fogalmazza meg, hogy van
értelme a tomegpont fogalméval dolgoznunk, s6t ez nem csak elsé kozelités-
ben helyes, hanem matematikai precizitassal is.

A Nap gravitacios terében elképzelve egy kiterjedt testet (bolygot, listo-
kost), annak kis darabjaira hat az er6tér, agy, amint azt a gravitacios torvény
el6irja. Az egyes nagyon kis térfogatrészekben elhelyezkedd test-darabok mar
tényleg tomegpontnak tekinthetGek, és a kiterjedt testek mechanikajaban
szokésos feltevés szerint az ezekre hato ercket a klasszikus mechanika torvé-
nyei szerint lehet osszeadni. Azaz ereddjiik egy erépar forgatonyomatéka és
egy kozos tamadaspontban felvett, az eredeti er6k vektordsszegével egyenld
eredd erd hatasat fogja mutatni.

Mi lesz itt a vektordsszeg, ha a test térfogati felbontésa egyre finomodik?
Mivel az er6tér a normélt egységnyi tomegre haté erd, silyoznunk kell a tér-
fogatrészecskékben elhelyezkedd tomeggel, azaz hatdratmenetben a térfogati
stirtiséggel. Jelolje ezt most p(x): akkor az ereds ers [ [ [, F(x)p(x)dx.

Ha most ismét szimmetriat keveriink bele a feltevéseinkbe, és feltessziik,
hogy a vizsgalt V bolygé konstans p = 1 stirtiségii, és mondjuk r sugari
gémb az x koriil, akkor azt kapjuk, hogy a forgatényomatéknak el kell tiin-
nie a szimmetria miatt, az eredé er6 pedig a fenti integrallal fejezhetd ki.
Ugyanakkor, ha az egész M bolygétomeg a tomegkozéppontban elhelyez-
ked6 egyetlen, pontszerd tomegpontban volna koncentrélédva, akkor az eré
MF (x) kellene legyen. Marmost annak matematikai megfogalmazésa, hogy
a tomegpontok hasznalata a gravitdcidelméletben nem csak egy jo kozelités,
hanem egy matematikailag pontosan teljesiils fizikai tulajdonsaga a gravita-
ci6s erétérnek, erdtorvénynek, azt jelenti, hogy a fenti két mennyiség egyenld.
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Az M tomeget a feltételezett 1 stirtiségbdl és a bolygotest pontos alakjabol ki
is szamolhatjuk: M = wgr?, ahol wy az egységgomb térfogata. Ezzel atosztva
a tomegpont hasznalatanak matematikai egzaktsdgara vonatkozo feltételiink
az

M(F, 7, ) ::L///‘/F(y)dy:mx) (12)

alakot 6lti. Ez a feltevés pedig azt fejezi ki, hogy az F erStér eleget tesz az un.
kézépérték-tételnek, ami valoban alapvets fontossagi. A kozépérték-tételnek
eleget tevé fiiggvényeket nevezziik harmonikus fiiggvényeknek az analizisben:
szokas azt mondani, hogy a potencidlelmélet nem mas, mint a harmonikus
fiiggvények elmélete. Egy D tartoményon harmonikus fiiggvényeket altala-
ban H (D) jeldli.

Késébb (a harmonikus fiiggvények alaptételénél), latni fogjuk, hogy a
kozépérték-tulajdonsaggal definialt harmonikussag ekvivalens egy masik alap-
vets analizisbeli tulajdonsaggal, azzal, hogy a fiiggvény Laplace-tulajdonsdgi,
azaz eleget tesz az un. Laplace-egyenletnek: AF = 0, azaz koordin&tanként
AF; =0 (j=1,...,n). Ez mar tiszta analizis, amit késsbbre hagyhatunk,
de alabb megvizsgaljuk, milyen lehet az az er6torvény, amely kielégiti a fenti
természetes feltételeket. A feltételek tehat:

1. (Szimmetria.) Az origoban elhelyezett témegpont (gravitacios téltés)
az (1.1) forgasszimmetria-feltételnek megfelel6 F gravitécios erGteret
hoz létre.

2. (Folytonossag.) Az F gravitacios er6tér R? \ {0}-ban folytonos.
3. (Elttinés a végtelenben.) Az F gravitacios erétér oo-ben 0-hoz tart.

4. (Kozépérték-tulajdonsag.) Az F gravitacios ertér — illetve ennek min-
den F; koordinata-fiiggvénye — eleget tesz az (1.2) kézépérték-tulajdon-
sagnak.

5. (Konzervativitas.) Legalabbis d = 2 esetén még azt is feltessziik, hogy
az F gravitacios erétér konzervativ.

Els6 lépésiink az lesz, hogy csak az els6 feltevéssel (forgasszimmetria) be-
latjuk, hogy az erének centralisnak kell lennie. Ez megy is, ha a dimenzié
legalabb 3; ha d = 2, akkor még egy feltevést is felhasznalunk majd, ne-
vezetesen az ototdiket, ti. hogy az erStér konzervativ legyen. Gondoljuk
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meg, hogy ez mit jelent! Nekiink csak az a nagyon specialis eset kell beldle,
hogy ha egy bolyg6 tomegpont korpalyan kering a Nap koriil, akkor a tel-
jes korforgas soran végzett 6ssz munka (elvesztett vagy felhalmozott energia)
osszességében 0 lesz. Gondoljunk bele, mennyire természetes ez a feltevés is,
hiszen kiilénben alland6an gyorsitani vagy éppen lassitani kellene a bolygén-
kat, ami természetellenes feltevésnek mutatkozik. Feltehettiik volna eleve ezt
a feltevést is mindjart az elején, de mivel csak d = 2 esetén van ra egy kis
sziikség, altalaban nem is tessziik fel.

1.1.1. Tétel. Forgasszimmetrikus, ésd = 2 esetén konzervativ erétér mindig
centralis irdny.

Bizonyitas. Belatjuk, hogy F(e) = F((1,0,...,0)) centralis irdnyt, azaz
e iranyu. Forgasszimmetria miatt ekkor ez 4&tmegy minden pontra az egy-
séggombon: s mivel itt az egységgombnek semmi specidlis szerepe nincs,
ugyanigy igaz lesz mindeniitt is.

Ha a sikon vagyunk, akkor csak egy tovabbi béazisvektor van e mellett:
legyen ez u. Nyilvan az F(e) vektort e két vektor béazisaban felirhatjuk:
F(e) = ae + bu.

Az 6sszes ortogondlis transzformécioé ekkor a koércsoport forgatésaival ir-
hat6 le: legyen T = T, az « szogd elforgatds. Ekkor a forgasszimmetria
feltételébdl kovetkezden

(a,b) = (< F(e); e >, <F(e); u>)
—< F(Te); Te >, < F(Te); Tu>) (T =T, Ya € [0,21]).

Tehat, ha mondjuk az o irdnyba mutaté (cosa,sina) egységvektort e(a)
jeloli, akkor

F(e(a)) = aF(e(a)) + bF (e(a + 7/2)) (Va € [0, 27)).
Most a C egységkor mentén korbemenvén a végzett munka nyilvén
/C F{Fid) el == /0 \ (o b 7r/2))%e(a)doz
- /0 : (ae(a) + be(a+ 7/2), (— sin a, cos a))da

2T
= — / b(sin® o + cos® a)dar = —2br.
0



Mivel az erétér konzervativ volt, ennek el kell tiinnie, tehat b = 0 és az erGtér
centralis.

Ha most d > 2, akkor kicsit egyszertibben célhoz ériink. Irjuk fel ugyanis
az F(e) vektort a térben egy centralis és egy arra merdleges, tehat tan-
gencialis eré eredéjeként: F(e) = ae + bu, ahol u valamilyen tangencialis
egységvektor. Tekintsiik a tér egy olyan bazisvektor-rendszerét, amelyben az
elsé bazisvektor e = e;, a méasodik u = ey, a tébbiek pedig rendre e, ..., €q.
Mivel d > 2, legalabb harom bazisvektor van. Legyen most a forgasszim-
metriarol szo6lo feltevés szerint felhasznalhato T ortogonalis transzformécio
olyan, amelyik helybenhagyja az Osszes bazisvektort, kivéve a masodikat és a
harmadikat, amelyeket megcserél. Pontosabban, Te, = e3 és T'(e3) = —e; a
T koriiljaras-tarto értelmezésének megfeleléen. Nyilvan T métrixa majdnem
az identitas matrix, kivéve, hogy a masodik és harmadik sor és oszlop met-
szete éppen a derékszogt elforgatas matrixa lesz (elsé sor 0,1, mésodik sor
-1,0). Elég lesz erre a transzforméciora és 6 = e, 7 = u-ra alkalmazni a fel-
tételt. Kapjuk, hogy b =< F(e); u >=< F(Te); Tu >=< F(e); 3 >=<
ae + bu; e5 >= 0, tehat b = 0, amint akartuk.

1.2. Segédeszkozok a vektoranalizisbdl

Tekintsiink egy folytonos eréteret, amely az x = (1,...,2q) € R¢ pontban
F(x) er6vel hat az egységnyi probatestre. Legyen C egy r(s) : I — R?¢ pa-
raméterezési, szép, sima gorbe, amelyen egy pontszerfi) egységnyi probatest
megy végig, mikozben az erstér F erével hat rd. Ekkor az erdtér altal vegzett
munka

W:/CF(x)dr(s):/tlF(x)r’(s)ds (I = [to, 12]).

0

Alapvet6 fizikai kérdés: mikor lesz az ttol fiiggetlen a munka?

1.2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy F konzervativ erétér R?-ben (vagy
egy D C R® tartomanyban), ha VP, Q € R? (illetve VP, Q € D) pontparra és
C = Cpg, P-bél Q-ba mend, (C C D) szép, sima (minimum: rektifikalhato
Jordan) ivre a munka 4llandé, azaz
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Megjegyzés.” Minden ilyen Wp g uttol fiiggetlen mennyiséget leirhatunk
egyetlen, tetszéleges, de rogzitett O € D pontbdl indulé gérbék menti mun-
kak kiilénbségeként: WP,Q = Wp’o == WQ,O.

1.2.2. Definici6. W(P) az F erétér egy potencialfiiggvénye, ha VP, Q) €
D esetén Wpgo = W(P) — W(Q).

Nyilvan minden potencialfiiggvény W (P) + const. alaka.

1.2.3. Definicié. Az Fdx differencial (Fidx, + - - - + Fydxy 1-forma vagy 1
rendi differencidl-forma) egzakt, ha létezik olyan f € D(D) differencidlhato
fiiggvény, hogy F = V f(= gradf) a D tartoményon.

1.2.1. Tétel. Egy F € C (D) vektormezdre nézve ekvivalensek az aldbbiak.
(i) F konzervativ er6tér D-n;
(ii) F-nek létezik f potencialfiiggvénye D-n;

(iii) Fdx egzakt differencidl D-n.

Bizonyitas. (i) = (it). Tekintsik a W(P) := Wy p fliggvényt:
konnyen lathato, hogy W potencialja az f-nek.
(i) = (441). Mivel P € D, ahol D nyilt, vehet6 P egy kis kdrnyezete

és ebben egy olyan ut, amely P-n dtmegy és e; irdnyd. Ekkor %%(P) =

limy_p 251 = F(P) adédik (j = 1,...,d). Tehat VW = F, W primitfy

figgveény, és Fdx egzakt. ;
(i) = (3). Whq = fuupg Fdr = [ VF (x(s)F'(s)ds = [f(x(s)]} =
f(P)— f(Q) ﬁigf:tlen az uttol.

Van még egy (majdnem) ekvivalens megfogalmazasa annak, hogy a munka
az ttol fiiggetlen: harom dimenziéban ez a rotaciéval torténik és egyszeresen
osszefiiggs tartoméanyon alkalmazhato.

1.2.2. Tétel. HaF = (F}, F,, F3) : R® —» R®, F € C'(D) konzervativ erc-
tér a D tartoményon, akkor rot F = 0. Megforditva, ha rot F = 0, akkor F
konzervativ erétér minden G C D egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon; spe-
cidlisan, ha maga D egyszeresen Osszefiiggs, akkor az egész D tartoményon.



Bizonyitas. F konzervativ <= F = Vf. De ebben az esetben

rot F = 0, mert rot grad = 0 mint operator. Szimbolikusan: rot F =V X F,

F=Vf = grad f, rotgrad f = V. x V /F: 0, mert a "skalaris" f és a vektor

TV szorzata parhuzamos a%abla veé torral, és igy ezek vektoridlis szorzata
eltinik. Precizen: Young tételét felhasznalva adodik, hogy

(PR OB\ (OR OR\ | (R OR)\ _,
oy 0z I\ 52 Ox oy gy
Megforditva, ha rot F = 0 és C C G olyan sima és zart Jordan-gorbe, amely

egy S C G feliilet hatarat adja, 0S = C — ami akkor létezik minden C-re, ha
G egyszeresen Osszefiiggs, — akkor Stokes tételére hivatkozva kapjuk, hogy

/CF(x)dr(s)://SrotF-nda(S):O.J

Ennek is van megfelel§je altalaban d dimenziéban, csak ﬁr\‘e‘ktorialis Szor-
z4s és a rotacio fogalménak/, illetve a Stokes tételnek a megfelelGire van hozzé
sziikség. Bzt az altalanositast a kilsd differencidlis formdk segitségével lehet
leirni.

1.2.4. Definici6. (Kiilsé differenciélis formak) R* egy k rendi kiilsG
differencidl-forméja alatt egy

w(x) = Z ai(x)dz;, .. . dz;,

i=(l1,.-yik)
1< <--<i <d

A
kifejezést kell érteni, ahol a;(x) sima fiiggvények. %

A differencialis formék tere linearis tér, amelyet a dzfdz; = —dzdz; for-
mulaval 6sszekapcsolt, a tomor multiindexes irdsmoédban csak dx! formaban
jelolt bazisvektorok feszitenek ki. Differencialformak kozott alkalmazhato a
( ék-szorzds vagy kiilsd szorzat ) miivelete és a differencialés is, el6bbi a fenti
algebrai szabaly, utobbi a természetes

képlet felhasznalasaval. Ez természetesen k-formabol k + 1-formét csindl, és
sima egyiitthato-fiiggvények mellett (amit mindig feltesziink) a Young-tételt
alkalmazva konnyen lathato, hogy a bazisvektorok ék-szorzatdnak alternala-
sara vonatkozo6 fenti algebrai szabaly miatt ddw = 0 minden w-ra.
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1.2.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy k forma zart, ha mar dw = 0. Azt
mondjuk, hogy egy k > 1 forma egzakt, ha létezik hozza olyan T "primitiv"
k — 1 forma, amelyre dT = w.

Nyilvan ha w egzakt, akkor dw = ddT = 0, tehat w zart is lesz.

1.2.3. Tétel. Ha V elég szép tartomdny, és E CC V is elég szép, sima
kompakt test V-ben (amelyre az altaldnos Stokes tétel alkalmazhaté), akkor
tetszoleges w € CH(E) 1-rendi differencidl-forméra a zartsag és az egzaktsig
ekvivalensek.

Ebbél csak a zart = egzakt az 1j, a mésik irdny trivialis volt. Ezt az
iranyt viszont az altalanos Stokes tétellel lehet igazolni.

1.2.4. Tétel. (Stokes tétele). Legyen Vcegy nyilt tartomany és VU egy iré-
nyitott k-feliilet, ¥ € C*(RF — V'), amelynek képhalmaza vagy egyszeresen
osszefiiggd, -vagy konvex, vagy konvex paramétertartomany C? képe. Legyen
tovabba w € CY(V) egy k-forma. Ekkor

//.../Pdw:/.../aqlw.

Ebbél az altalanos tételbdl konnyen belathatjuk, hogy egy w zart 1-forma
egzakt is. Vegyiink ugyanis egy tetszbleges C' sima, irényitott’zért gorbét,
amely a sima S C E feliilet hatara. S paraméterezése, ¥, igy egy iranyitott
2-feliilet lesz, C' paraméterezett alakja pedig OV lesz. Stokes tétele_ szerint

0://wdw=/ww=/cw. @

Ha tehat az w 1-rendi diffferencidlforma w = Fdx alaku, akkor F konzervativ
erétér lesz, és igy van W primitiv fiiggvénye, amelyre VW = F. Ez pedig
azt jelenti, hogy a W 0O-rendd formara (azaz fiiggvényre) dW = Fdx = w,
tehat w egzakt.

Az altalanos Stokes tétel egy jol ismert specialis esete (ti. a k =d —1
esete) a Gauss féle divergencia tétel.

1.2.5. Tétel. (Gauss divergencia tétele). Legyen V' egy nyilt tartomédny
és E CC V konvex, vagy konvex paramétertartomany C? képe, melynek ha-
tara az A = OF sima, zart irdnyitott feliilet. Jelolje a feliilet menti normélis



egységvektort n, a feliileti integralt (feliileti mértéket) dos. Legyen tovabba
F € C(V). Ekkor

//---/Edide:cl---dxd:/---/A<F,n>daA.

Ennek kozvetlen bizonyitésa igen egyszerid mondjuk téglatestre — csak
az egyvaltozos Newton-Leibniz formulét kell felhasznélni minden irdnyban a
megfelel§ F;(x)dz; integral kiszamitdsadhoz. De teljesen hasonl a bizonyitas
akkor is, ha az E kompakt résztartomany egy tn. "specidlis tartomany",
amelynek minden irdnyban van egy

b= {X : CL]'(Il, ey Tj—1y, Tjgly - - .,Id) S Z S bj(xl, ey L1, T4l - - ,Q?d)}

alakii paraméteres leirasa. Végiil az egész tartomanyt ilyenekre kell felbon-
tani, illetve ilyenekre bontott tartoményokkal kell kozeliteni.
A Gauss divergencia tételt F := f - Vg, azaz F; := fg; és fgy divF =

Z?Zl( f g;. ) esetére alkalmazva nyerheto “Tivel ekkor div F = Z] it gm] mit
4 g = fAg+(Vf Vg a

1.2.6. Tétel. (Green els6 formuldja.) Ha E sima, kompakt test a V
tartomanyban, és f, g € C*(V), akkor

// /ng+Vngdx—/ /aEAgrgxdaA

Ennek szimmetrikus alakja all el6, ha az (f, g) parra valé alkalmazasbol
levonjuk a (g, f) parra ad6d6 eredményt.

1.2.7. Tétel. (Green masodik formulaja.) Ha E sima, kompakt test a
V tartomanyban, és f, g € C*(V), akkor

// /ng gAde'/ /aEA(fan 8f>daA

Végiil ha az egyik fiiggvényt konstans 1-nek vessziik, akkor kapjuk



1.2.8. Tétel. (Green kis formulaja.) Ha E sima, kompakt test a V' tar-
tomanyban, és w € C*(V), akkor

[ [swix= [ [ Gudon

Ezekbél a formuldkbol vildgosan kitdinik, hogy miért is alkalmazzak Sket
elGszeretettel a harmonikus fiiggvények elméletében.

1.3. Polarkoordinatak és szamolasok ezekkel

Az el6z6ekben megéallapitottuk, hogy pontszerd tomeg graviticios erétere
és potencialja a forgatasokra invaridns kell legyen, azaz az er6tér pontbeli
vektora =+ sugériranyt, nagysaga egy gombfelszinen alland6; a potencial-
fiiggvény szintfeliiletei a gombfelszinek. Ha n elektron eréterét akarjuk meg-
hatéarozni, az egyes elektronok erdterének szuperpozicidja (azaz additivitasa)
kovetkezik a fizikai szemléletbdl, igy ilyen gémbszimmetrikus, csak tavol-
sagtol fiiggs potencialok Osszegét varjuk. Tomeg- vagy toltéseloszlas esetén
az eloszlasfiiggvény szerinti integral 1ép az Osszegezés helyébe. Ha az ,er6-
torvény” eleget tesz fizikai szemléletiinkbdl fakad6 elvarasainknak, akkor a
potencial U(x) = ®(|x|) alaka ,alap fiiggvény”, illetve tébb pont és elosz-
las esetén Y 0 ®(|x — x;]), [ ®(Jx — y|)du(y) alaki kell legyen. Az ilyen
Bix|) = @(ri alaku fiiggvények kezelésére sokszor megfelel6bb a polarkoor-
dinatédk hasznalata, mint a szokasos derékszogi koordindtarendszer.

1.3.1. Definici6. Az x = (z1,...,7q) € R?\ {0} vektor polarkoordinétai a

(O =0~ 0= <% |x2| H |{> %] = \/a:%-l—a:%—i-xg

képlettel definialt d + 1 koordinéta; ezek kozil @ € 0B(0,1) = S(0,1), r a
sugar (tavolsag).

To6bb kiilonbozs jelolésrendszer illetve felirds is forgalomban van, de a
probléma az, hogy nem lehet az egész R? illetve R%\ {0} teret folytonosan ,le-
paraméterezni” (egy gombfelszint sem lehet) Ggy, hogy r az egyik koordinéta.
Ugyanis S(0,r) topolégiailag nem ekvivalens egy téglalappal (B(0,r) \ {0}
pedig nem ekvivalens egy téglatesttel), tehat egyetlen bijektiv és folytonos
leképezéssel nem lehet paraméterezni. Ezért a gdmbfelszint ,atlasszal”, tobb
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(elég két) térképpel lehet lefedni, és ezek valasztdsa, paraméterezése lehet
tobbféle. Egy szokasos megoldas a fels6- és also félgomboket (01, ..., 04—1,7)-
rel paraméterezni, ami persze megint nem teljesen tokéletes (6; = 0 koriil
nincs sima atfedés, és maga a paraméterezés sem differencialhato).

Ugyanakkor a lokalis eredményeket az invaridns forgatas sokszor atviszi
,sima” pontokbél a ,ziirés” pontokba is.

Jelolje
EE B, ) =
:(:m,...,wd):(le,...,ed_lr,\/1—0%_...‘_93_1 r) =x,
Td—-1
@ =l e, spag) =p(x) Sl lgs gl pu)= (I - |X| |X|>

a polarkooordinatak és a derékszogt koordinatdk kozotti transzforméciokat
(a felss féltérben, azaz ahol 64 = +\/1 —6?—...— 62, >0). Szokésos (a

felsé féltér x pontjahoz tartozo) polarkoordinatak alatt ¢(x)-et is érteni.
Ha f(x) = f(&(e)) = ®(¢p), akkor a lancszabély miatt

T PR Lo S

)= L 469 o)

_ﬁ() df —r 9 o (i_@ﬁ>
= diI?j & dl‘d \ﬁ i 02 =, 92 1 it dil?j Hd dxg

Legyen pl. fu(x) =z (k=1,...,d), akkor ®;(¢p) := z; mellett

r haj=k<d
dd 4P . :
d’“( ) =6 , 39—’?(@: —%r hak=d, (j=1,..,d-1).
g ] 0 haj#k#d

11



Ebbél kiszamolhat6 a polarkoordinatas helyettesités Jacobi matrixa:

(el Z—; T
0 =02
Vi st P = det ba =
dep 0p; ) =1y :
E g A 0,
e = () 0 = (RN 0
Dn 0 s 0
=det | . =det| . . — rd_l—l— :
04
92
6, 6, S # 00 %

Lathato, hogy ez nem forgasszimetrikus alak - nem is lehet az, mert a
paraméterezés sem az. Ha térfogati, feliileti [-t szimmetrikusan akarunk
kezelni, akkor az R%!-beli (0y,...,04_1)-kivalasztéasabol eredd aszimmetriat
eltlintetjiik, viszatérve a gombfeliiletre.

Ekkor a ¢ = (0y,...,04-1,7) = (o, 7) paramétereknek megfeleltetjiik a
(0,7) = (04,...,04_1,04,7) paramétereket, azaz az R*-beli (01, ...,04-1) =
o paraméterekkel paraméterezziik a @ = (0y,...,0,) gombfeliiletet. Ennek
a transzformacionak a soran a ¢ (ill. o) R? (ill. R¥1) beli d (ill. d — 1)
dimenziés paraméter-tartomanybo6l az eggyel magasabb dimenzidés térben
fekvs, de ugyantigy d (ill. d — 1) dimenzios feliiletet kapjuk, és a leképezés

8 Oy = \/1 —6? — ... — 0%, fiiggvény grafjat rajzolja. A feliileti ill. tér-
beli integral helyettesitésekor, ha F*(0) = ¢*(o), azt kapjuk, hogy a feliileti
normalis vektor

€1, € €4
€, R E 2 €q 1 0 6
40 doy dy = 04
do g de _ b2
N|{— ) =det = ; =det| 0 1 ... 0, =
do : ]
do, 004 : .
0041 0041 e o
MEEE(0) 1f 0




de 6, > Blogh 8 1

= == = —_— e 1 —

el ‘da \/<ed> % +( T R
/ /¢ d91 .d0q— 1—/ / 0)dos(o,1)-

Osszevetve ezt az elébbiekkel nyerjilk, hogy ¢ = (o,r) és ¢*(o)
= ®(o,r), F*(0) = F(0,r) mellett

//.--/f(x)dxl...dxd://---/@(cp)rd—lgiddcp:
/(/---/cp(a,r)eiddel...ded_l) ri=tdr =
B / p-1 ( / / F(a,r)das(o,1)> g / / / B et

figyelembe véve a og01) — Os(o,r) kOzOtti trivialis attérést is. Ha tehat
< (0,r), f(x) = F(o,r) megfeleltetest végziink, akkor az [ transzformécio

//.../fda:l...dﬂUn://"'/FdUS(O,T)dT

1 1
Megi o f T ) etk smbhéion is "ki-
egjegyzés % I i v (0,r) koriili vékony gémbhéjon is "ki
limeszezhet6" a formula.
Hogyan valtoznak a derivaltak, illetve a magasabb rendd derivaltak és a

differenciél-operatorok? Léancszabaly alapjan

azZaz

df oy odl, . dl D dr

dx,-(x)_ 4 E(LP)EJF i (‘P)d—x—i-

]_

(1.3)
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 fi

3 (5ij xjxl (1 4)
Aoty (@)
61’]’ .’L’jl‘i 5”‘ == 9]91 . ¥
= — = :1,...,d—1, :1,...,d,
W RE O : )
dr d 5 T
i et g2 ) = —
dz; dz; < S Td ) 2+ + a2
(1.5)
Z;

:—:0i (’L:l,,d)
x|

Ugyanazon z; koordinatafiiggvény szerinti masodik parcialis derivéaltak a po-
larkoordinata fiiggvényekre:

d29j : d % 5 Ty o —5”-3:1- s T 3k (5”1', 3$]$ZQ
def  dz \|x| [x = PP

1 .
= T_g(?’gjgf L9, 20500 \i=1,"2,d

Lo By b @ (18

dr (% g 7. B 1 e . T8 :
i ol i o L
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Alkalmazzuk a Leibniz-szabalyt szorzat derivalasara (1.3)-ban:
£ o o, dd, . d%;
&z? Z{d< ) T+ g T
dr d® dor
e NN . i : irasé
( >dxz - —(¢) 7 (1.4), (1.5),(1.6) és (1.7) beirasaval
d Gy 0,6 dD, . 30,62 —0; — 25,6,

T
L4 10
/i

I

‘ =9
iy

U

r

,._A

Il

<.

IS

S"3|+6* a

da;l T

d (dP dd
Ismét a lancszabalyt, azaz (1.3)-t alkalmazzuk — | és Bl to-
dx; \ do dx; \ dr

J
vabbi kiszamitasara, ezuttal a futé indexet k-val jelolve:

d [ dd L 2o do, d2®(p) dr
e __(‘P? Sl 8- (Plgdr (1.9)
dz; \ db; — dfyd0; dz; | drdd; dz;

d—

a2 6‘0k d*®(¢) . .
E: TR IR D R e
2 3o, + drdo, (7 d—1,i=1 d)

és

d (42 & P(p) b | PB(p) dr
; )= dOpdr dx; dr2  dz;

d—1
d?®(p) i — 00y d*®(p) _
d@kd’r r + d7“2 9’ (Z o2 17 F ¥ >d) (1.10)

k=1
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s

Alkalmazzuk most (1.8)-bgn az (1.9) és (1.10) formulakat:

R.

(%
kﬁ
I

D, £y

E &M

= 5” 8,0, d2<I> Oir — 0:0k = dQCI)(‘P)a_
dﬁkdﬁ r drde

gy TR

39,67 — ej o 25ijej
_’_ngj (90) 7"2 ry
j=1
d—1
P’ () dir, — 0:6 | d°2(p) 1o
; 0 gl
+k:192 Tdr - N el a (8 Lo
e
dr ¥  baite

Young tétele szerint az utolsé > az elsé ) masodik felével 6sszevonhato.
Rendezés utan (1.11)-bsl

d—-1 d-1

d?f
dm2:Z
j=1

)

PB(p) By + 0,007 — Gii6:0 — ubifs
d0,,d0; r?

k=1

a1 d—1
d2q>((‘0) (91(51] - 0]0z> dd 30]92 = HJ = 2(52393
ot l 1.
C " drdo), T2 r? el
=1 =1
e S

Ebbél az alakbol 7 szerinti osszegzéssel kapjuk a Laplace operator polarko-
d

ordinatas alakjat. A > Osszegzést a t0bbszords szummakon legbeltlre vive
i=1

16



d
nyerjiik — mivel Y 6? = 1, — hogy
=

d-1d-1 d
1
% | 8k +0;00 Y 07 —0;0, — 0,6 | +
d=1 d d—1 d
S et <I>(go) 5 d® . 0; 2
v 2 o (9] b s
= i=1 7=1 el
d d
dd d 1 d*®
() ("‘ZG?) +—(p)> 6} L)
4 r 5 i=L =1
d—1 d—1 =1
20(p) 1 d—1 dd
=22 =) 5 )
ek hislySTof 317 =1
d—1 d® d*®
+ - EF(‘P) + d/rQ ((P> )
azZaz
A d—1
1 20 () d® *@(p)
. —(d—1)8; —(¢) — 0k
Af(x) = Z = B do), (@) dBpde; KT
st ) k=1
d—1 do d?o
: d?“( )-l—:lr—g(‘P) ¢ (1'14>

Tegyiik fel, hogy f(x) = F(|x|) alakd, csak az 0-t6l vett tavolsagtol fiiggd
— azaz gombszimmetrikus — fiiggvény. Mikor lehet ez harmonikus fiiggvény?

1.3.1. Tétel. (Laplace egyenlet alapmegoldésa). Ha f € C*(R*\ {0})
gombszimmetrikus fiiggvény és az R? \ {0} tartomanyon Af = 0 (azaz ha

f € H(R?\{0})), tgy
f(x)=F(r) = A ®4(r) + B, A,B konstans, ahol

—logr d=2
Dy(r) =
P

o d>2

a Laplace egyenlet tin. alapmegoldasa. Ugyanez a megoldds akkor is, ha csak
f € H(B(0, Ry) \ B(0, R;) ) valamely 0 < R; < Ry < oo mellett®
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Bizonyitas. Ha f 0 koriil forgasszimmetrikus (csak r-t6l fiigg), akkor
(12)-ben, a Laplace egyenlet polarkoodinatakban felirt alakjaban, ®(¢) =

dd
®(0:,...,04_1,7)=F(r) és —(p)=0(j=1,...,d —1). Ezért a Laplace-

do;
operator (1.13) helyett a sokkal egyszertibb
d-—1
Af:—r_ F +F/ (1.15)

alakot 6lti, ahol F : (0,00) — R (illetve (Ry, Ry) — R) C? fiiggvény. Ebbdl
a Laplace-egyenletre azt kapjuk, hogy
d d—1

2 (VR e R L R =0,

Pl L e e C’/gl“ddp+ "

Ro

és ezzel a Tétel kovetkezik.

1.3.1. K6vetkezmény. Ha 0 < R} < Ry < oo, és F € H(B(0,R,) \

B(0, R,)) forgasszimmetrikus és konzervativ erdtér, akkor
F(x) = Agrad®,(|x|) + Cx .

Bizonyitas. F konzervativ er6tér, F = grad U egy U potencidlfiigg-
vényre. Lassuk be el6szor, hogy U is forgasszimmetrikus! Egy tetszbleges,
az S(0, R) gombfelszinen elhelyezkedd teljes C' f6kdr mentén vett korintegral
a konzervativitds miatt 0, ugyanakkor a szimmetria miatt

0= f Fdx = 27R(F(R, 0, ..,0),C'(R,0, .., 0)),
T :

tehat grad U = F merdleges minden S(0, R)-beli C' fokorre és igy minden
felszini gorbére is, azaz csak normalis irdnya lehet. Ekkor pedig két y,z €
S(0, R) pont kézott a felilleten maradé C(y,z) gérbe mentén integrélva

) Rl = / B =0,

C(y,z)

18



tehat az U potencial fiiggvény valéban gdmbszimmetrikus.
Mésodik lépésben vegyiik észre, hogy ha AFj(x) = 0, az azt jelenti, hogy

Lol W ¥
O:A<5x—jU>:axj (AT) ,

tehat F harmonicitdsabol kovetkezik, hogy
grad (AU) =0, AU =c.

Tekintsiik most az U val egyiitt forgasszimmetrikus

o g
V(&)= U(x) o x|
fiiggvényt, amelyre ezek szerint AV (x) = AU(x) — % Llx = c—%-Qd =
0. V-re alkalmazhat6 a fenti Tétel, és igy
1 e G
F(x) = grad U(x) = grad (V(X) + 57 || )

= X P £
= grad <A<Dd(7") + B+ 54 || ) = A grad ®,(x) + o 7%
=A grad ®4(x) +C - x.

ahol C' := ¢/d szintén konstans.

Megjegyzés. Itt a konzervativitds csak d = 2 esetén kell, egyébként
méar korabban belattuk, hogy forgasszimmetrikus ertér centralis. Ha mér
tudjuk, hogy az erétér centralis, akkor abbol adoédik, hogy a gémbfelszinen
végzett munka mindig 0, azaz a gombhéjak ekvipotencidlis feliiletek, és az
is konnyen lathato, hogy van potencial-fiiggvény is. A feladat tovabbi része
csak a Laplace egyenlet forgasszimmetrikus megoldasait hasznalja ki.

1. Feladat. Szamitsuk ki egy tomor, 1 strtiségi gémb potencialfiiggvé-
nyét és gravitacios erSterét!

Megoldas. Legyen a kérdéses gomb B(0, R). Ezen kiviil (és folytonossag
miatt még ennek hataran is) a potencial és az er6tér megegyezik azzal, amit
akkor kapnéank, ha a teljes tomeg a tomegkdzéppontban volna koncentréalva (a
potencial illetve az er6tér harmonicitésa, illetve ezzel ekvivalens kozépérték-
tulajdonséga miatt). Az ismert gravitécios torvények szerint tehat (ha d > 2)

() = waRPal[x)) = v 3 ()9 g ),

x|d—2
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A gdmb belsejében 16v6 x pontra szétvalasztjuk az azon kiviil 1eévé B(0, R) \
B(0, |x|) gombhéj gravitacios hatdsat és a B(0, |x|) gémb gravitécios hatasat,
mely utébbi a fentiekhez hasonl6an =

U(x) = walx|"@4(|x]) = walx®* (x| < R).

lesz.

Lemma. Ha x € B(0,r), akkor a B(0, R) \ B(0,r), gombhéj altal gya-
korolt gravitacios eré azonosan nulla, a potencial konstans.

Lemma bizonyitasa. Az ismert gravitacios erétorvénybdl, illetve a kon-
figuraciora jellemz6 szimmetridbol tudjuk, hogy a szimmetria miatt a 0 ko-
zéppontban a gravitacios er6 0, és azt is, hogy egyébként F a potencidl-
fiiggvény gradiense. A potencidlfiiggvény pedig a fizikai konfiguraci6 miatt
gombszimmetrikus és ismert alakja miatt harmonikus a gdmbhéjon beliil. A
Laplace egyenlet alapmegoldasira vonatkozo tételt az R; = 0, Ry = r sze-
reposztasban alkalmazva, adédik, hogy ebben a tartoményban a potencidl-
fiiggvény U(x) = A ®,4(|x|) + B alaku, ahol A, B konstansok. De esetiinkben
az origbban a potencidlnak nincs szingularitasa, ott korlatos marad, tehat
csak A = 0 lehetséges, ebbdl pedig U(x) = B és F = 0.

A Lemma alapjan most mar tudjuk, hogy az eredd gravitacios er6 a belsd
gdmb gravitacios ereje lesz, tehat F(x) = wdcd]X|d@ = wgcgx. Ebbdl az x
iranyt sugar mentén integralva — figyelemmel a potencidlnak a gdmbon kiviil
mar rogzitett értékére — adodik

U(x) =U(—x) — /me(y)dy = waR*®4(R) — wdcd[%(RQ —|xP»)] (1.16)

1 i
:wd<1 — ECd)Rz =+ wdCd§|X|2
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1.4. Feladatok és Problémak

1) Mutassuk meg, hogy érvényesek a Csebisev polinomok kovetkezd ekvi-
valens alakjai: T;,(z) = 2" 1t,(x),

(z4+vV22—1)"+ (z - x2—1)”:ﬁ(x_cos(2j—1)7r>

T F—
(2) AL 2n

Gi=il
=T cos(n arccos ) jfoss 1
o (—1)"sgn(z)ch(n arch|z|) |z| > 1.

2)*  Petruska megjegyzése: ha H CC C, akkor T*(H, Z) egyértelmi (lasd
[22] 144. oldalanak els§ soraban a zar6jelben).

a) Igazoljuk Petruska allitasat!
b) Lassuk be, hogy ugyanez T,,(H, z)-re mar nem &llithato!
c¢) Adjunk feltételt H-ra, amely mellett T,,(H, z) is egyértelmd!

3 D:={z€C:|z]<1},0D={2€C: |z =1}, D := DUOD. Tudjuk,
hogy Vi (D) = V4(8D) &s V,(6D) > [I |w; — wx| = n™2, ahol w; =

1<j<k<n
e?™i/™ az n. egységgytkok. Igaz-e, hogy {w;}} egy Fekete pont rendszer, és
Vo(D) = n™??
diam(E)
4
5) Igazoljuk, hogy ha f € Lip,(K, E), E CC C, f(E) = F, akkor M(F) <

K-M(E)! (f € Lip,(K) azt jelenti, hogy |f(z)— f(w)| < K|z—w| Vz,w € E-
re.)

4) Igazoljuk, hogy ha E CcC C 6sszefiiggs, akkor M (E) > !

6) Definialtuk tetszéleges X normalt térre a
K(X,n):=inf{M :VLy,...,L, € X* ||Lq|| - ...  |La|| K M - ||L1 - ... - Ly||}

. " it Wb = u » : i A 5
n-edik linearis polarizécios konstansot, és X linearis polarizaciés konstansat
is, mint

K(X) = lmmp K( X, n)n.

n—oo
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Bizonyitsuk be, hogy K(X) nem csak limsup, hanem lim is!
7)*  Legyen
C(X,n):=inf{M :Vp=pi-... - pp € Pu(X),[Ipr]l - ... - Ipxll < M]|p||}

az n. polarizacios konstans, és defnidljuk X polariziciés konstansat mint

3=

C(X) :=limsupC(X,n)x.

n—oo
Létezik-e a lim is?

8) Igazoljuk, hogy ha F véges halmaz, akkor M(E) = V(E) = 0!

9) M,(I) (I =[-1,1]) és M,(D) (D :={z € C: |z| < 1}) Csebisev-
kontansanak kiszamitasakor belattuk Ty, (z) = T, (I, z) illetve T, (D, 2) egyér-
tel miiségét is. A valos esetben ez polinomok gyodkeinek, elGjelvaltdsainak
szamolasaval ment, a komplex esetben Cauchy formulaval vagy FFT-tipusa
véges atlagolassal. Konstrualjunk bizonyitast T, (D, 2) = z"-re a valéshoz
hasonlé meggondolasokkal! (Utmutatds: LD 2] =7 ()=,

G € P |TalD, 2)|| = TP 3) | "L (D, ) 8s R{MTAD; 2)} =
cos(ny + a) + q(p), ahol ¢ legfeljebb n — 1 foka trigonometrikus polinom.)

10)*  Legyen N = [-1,1]x [-1,1]] = {z € C: |Rz| £ 1,|F2| £ 1} az
egységnégyzet a sikon. Adjunk minél jobb becsléseket M (E), V(E) értékére!

11) Legyen V C D sima (szép) résztartomény, és F konzervativ erétér D-n.
Mit kapunk, ha a Gauss divergencia tételt alkalmazzuk F-re?

12)*  Belattuk, hogy ha h € H(D), és dist{x,0D} = R, akkor h val6s
analitikus is a D tartomanyon, és legalabbis egy x koriili » = R/3 sugari
korben valés hatvanysorba is fejtehets. Adjunk ennél jobb — és minél jobb —
becslést a konvergenciasugarra!

13) Belattuk, hogy ha h € H(D), és dist{x,0D} = R, akkor h valos
analitikus is a D tartomanyon, és legalabbis egy x koriili » = R/3 sugara
korben valos hatvanysorba fejtehet6. Ugyanakkor ha h = R f, ahol f : G —
C egy G C C? nyilt komplex tartoméanyon, amelyre D C G, akkor f-nek, és
igy h-nak is, van egy komplex, és ezért D-re megszoritva valés hatvanysora is.
E hatvanysornak a konvergencia-sugara viszont f komplex szingularitasaitol,
dist{x, 0D} = p értékétsl fiigg: mar d = 1 esetén is elképzelhets, hogy f
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az egész R-en analitikus, de ugyanakkor vannak R-hez kozeli szingularitésai,
és a konvergencia-sugar ezért kicsi. Tisztdzzuk a kérdést, hogy nincs-e itt
valami ellentmondés?

14) Gondoljuk meg, egy tartomanyon szub- illetve szuper-harmonikus fiigg-
vények eleget tesznek-e a maximum- illetve a minimum-elvnek! Bizonyitsuk,
ami igaz, és mutassunk ellenpéldat arra, ami nem teljesiil!

15) A harmonikus fiiggvények alaptételéhez — azaz az ekvivalens definiciok-
r6l sz616 tételhez — hasonléan lassuk be, hogy a szubharmonikus fliggvényekre
ekvivalensek a kdvetkezs meghatérozésok!

a) f feliilrél félig folytonos és "szub-kozépérték-feltételnek" tesz eleget,
azaz M(f,r,x) := rdff ol dy;f( X).

=

b) f e C?2és Af > 0.
16) a.) Lehet-e az f € Hge(D) fiiggvénynek izolalt gyoke?
b) Es ha f € Hw (D) fiiggvény?
c.)Es ha f € Hga(D) valos szubharmonikus?
d.) Es ha f € Hga(D) valés szuperharmonikus?

17)  Szarmaztassunk a @, alapfiiggvénybdl djabb potencidlelméleti mag-
fiiggvényt tgy, hogy tekintsik a K := H © ®, azaz K(x) := H(D4(|x]))
kompozicio-fliggvényt, ahol H : R — R, monoton névd és konkév segéd-
filggvény. Léassuk be, hogy nemcsak a ®,4, de az 4ltalanosabb K magfiiggvény
hasznalata mellett is teljesiil hogy egy tetsz6leges p valdszintisegi mérték
altal leirt eloszlas UH( f f fv (x — y)dy potencialfiiggvénye szuper-

harmonikus, U* € ’HRd (]Rd). e \
am

Ji5onte, 2 ik
18) Szamitsuk ki a haromldimenzios térben egy vékony, nagy (végtelen)
kiterjedésii és egyenletes p = 1 siirtiségt sik anyag-lemez altal létrehozott
gravitacios erGteret és potenciélteret. Vessiik ezt Ossze azzal a feladattal,
amikor az egyenletes feliileti siiriség egy gombfelszinen helyezkedik el!

19)* Az eladasokon szerepelt, hogy a Csebisev-konstans, a transzfinit at-
mérd és a kapacitas egyenl6ek C-ben, s6t ez igaz tetsz6leges kompakt met-
rikus térben és altalanos magfiiggvényekkel is mindaddig, amig a potenciél-
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fiiggvények teljesitik a maximum-feltételt. Ervényben maradnak-e ezek az
ekvivalenciak akkor, ha a maximum-feltétel nem teljesiil?

20)* Ha n elektron van egy K vezetd testen elhelyezve, akkor a rendszer
energiajat kiszamolva nem egészen azt kapjuk, amit a jol ismert energia-
integral kifejez. Legyenek az elektronok mondjuk z; (7 =1,...,n), és jelolje
®, a Laplace-egyenlet alap-megoldasat: ekkor a tényleges energia

2
== (I)dl'i—l'j: (I)d.il?— dn.’L'dn a
£ ILICEEIEY I TCEIREL

i<j

gt A = Np == 40, T) ok © Bk €8 Ly = %2221 0z;. Ez felveti, hogy a
szokasos energia-integral helyett dolgozzunk esetleg a médositott

P00 = e T W= [ [ i@

iy o WX
energia-integralok valamelyikével. Mennyiben valtozik meg az elmélet ettél?

21)* A fizikabol ismert Faraday-elv veti fel a kérdést: lehetne-e egy K
halmazon az egyensilyi eloszlést nem val6szintiségi, hanem p(K) = 1 (véges)
elGjeles Borel-mértékeken valo infimum kereséssel megtalalni? Mi valtozik
illetve marad érvényben ilyen megkozelités mellett?

22)* Jelolje az E C R? kompakt halmaz térfogatat (d dimenzios Lebesgue-
mértékét) |E|, a klasszikus Newtoni potencialhoz tartozé kapacitésat pedig
C(E). (A d = 2 esetben a potencidl magfiiggvény negativitdsa miatt az
energia-minimumbol szdrmaztatott kapacitast értelmezziik a szokdsos expo-
nencialis alakkal !) Ismeretes, hogy ha E kapacitdsa nulla, akkor egyben 0
Lebesgue-mértéki is. Bizonyitsuk ezt be egy C(E) > ¢(|E|) tipusi egyen-
16tlenség igazolasaval, ahol ¢ := ¢4 : Ry — R, alkalmas szigorian monoton
nové fiiggvény! (Utmutatas: el6szor oldjuk meg gombre a feladatot, majd
tekintsiik a A|p megszoritott Lebesgue mértéket E-n, és egy olyan xo pontot,
ahol az U*® potencial maximalis. Hasonlitsuk 0ssze E és a vele azonos tér-
fogatii, xo koriili B(xg, R) gomb potencialjat, és becsiiljiik meg ebbdl |TIE‘|)“E

energia-integraljat. ) ¢
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