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MIERT OLYAN A
GRAVITACIOS TORVENY,
AMILYENNEK NEWTON
TALALTA ?

1.1. Milyen graviteci6s torv6nyt v6rhatott
Newtort az 6gi mechanika vizsg6lat6,b6l?

Ahhoz, hogy fizikailag 6rtelmes legyen, amivel foglalkozunk, a feladatban
rejl6 szimmetri6kat 6s egy6b nyilv5,nval6 elemi tulajdonsS,gokat figyelembe
kell vegyiik. Olyan gravit6ci6s torv6nyt kell keresstink, amely eleget tesz
a fizikai szeml6letb6l ad6d6 legelemibb szimmetria-feltev6seknek 6s n6h5,ny
egy6b trivi6,lisan igaz krit6riumnak. Gytljtsiik ossze ezeket az elv6"rt felt6te-
leket!

KiindulS,si helyzetben egy adott, mondjuk normdlt tomegpont gravit6ci6s

ter6t vizsgS,ljuk: tekinthetiink erre a tomegpontra, mint a bolyg6rendszerben
a Napra. A bolyg6k tomegpontok 6s a Napon kiviil helyezkednek el: a tomeg-
vonzi{st egys6gnyi bolyg6tomegre hat6 er6 gravit6ci6s ter6vel jellemezziik. Az

energiaszinteket (munkav6gz6si sziiks6gletet ahhoz,, hogy a tomegpont adott
helyzetbe keriiljon), a potenciS,lftiggv6ny jellemzi. Ebb6l kovetkez6en a po-

tencid,lfiiggv6ny derivS,ltja (gradiense) az er6t6r. A gravitS,ci6s er6torv6ny azt
hatl"rozza meg, hogy a Nap er6ter6ben hol mekkora er6t6r-vektor lesz.

A gravit6,ci6s er6torv6ny - azaz az F(x) er6tbr - nyilvS,n nem fiigghet



a koordindta-rendszer v6,laszt6s6,t6l, azaz a koordinS,tarendszer izometrikus
vl,Itoztattrsai helybenhagyj6,k. Ez6rt feltehet6, hogy a Nap az orig6ban van,
6s a tov6bbi koriiljAr6start6 egybev6,g6s6gi transzformAci6k (a t6r elforgatS,-
sai, azaz az ortogoni4lis transzformS,ci6k) is helybenhagyj6k az er6teret. Az
elforgat6sok csoportj6,t szokdsos SO(n)-nel jelolni: els6 megS,llapitS,sunk, fel-
t6teliink teh6t az,, hogy

< F(0) ) r  ) :--F(J9); Tr > (V" > 0,V0,r e ,S(0, r) ,YT e SO(n)).
( 1  1 )

Tovdbbi logikus feltev6s, hogy az er6t6rben nincsenek ugr6,l5,sok, hirtelen
nagy vS,ltozasok, azaz az er5t6r folytonos,6s az is vil6gos, hogy egyre td,volabb
a gravit6ci6s vonzer6 egyre kisebb lesz 6s tart a null6hoz (nagyon t6,vol nem
6szleliink 6rdemi er6hatS,st).

V6giil egy utols6 felt6teliink is lehet, amr azt fogalmazza meg, hogy van
6rtelme a tomegpont fogalmS,val dolgoznunk, s6t ez nem csak els6 kozelit6s-
ben helyes, hanem matematikai precizitS,ssal is.

A l{ap gravitS,ci6s ter6ben elk6pzelve egy kiterjedt testet (bolyg6t, iisto-
kost), annak kis darabjaira hat az er6t6r, rigy, amint azt a gravit6ci6s torv6ny
elSirja. Az egyes nagyon kis t6rfogatr6szekben elhelyezked6 test-darabok mdr
t6nyleg tomegpontnak tekinthet6ek, 6s a kiterjedt testek mechanik6jS,ban
szok6,sos feltev6s szerint az ezekre hat6 er6ket a klasszikus mechanika torv6-
nyei szerint lehet osszeadni. Azaz eredljiik egy er6p5,r forgat6nyomat6ka 6s
egy kozos tS,mad6spontban felvett, az eredeti er6k vektorosszeg6vel egyenl6
ered6 er6 hat6,s5,t fogja mutatni.

Mi lesz itt a vektorosszeg, ha a test t6rfogati felbont6,sa egyre finomodik?
Mivel az er6t6r a norm6lt egys6gnyi tomegre hat6 er5, srilyoznunk kell a t6r-
fogatr6szecsk6kben elhelyezked6 tomeggel, azaz hat6,16,tmenetben a t6rfogati
sririis6ggel. Jelolje ezt most p(x): akkor az ered6 er6 [ I I"F(")p(x)dx.

Ha most ism6t szimmetrid,t keveriink bele a feltev6seinkbe, 6s feltessziik,
hogy a vizsg6,lt V bolyg6 konstans p = | siiriis6gii, 6s mondjuk r sugani
gomb az x koriil, akkor azt kapjuk, hogy a forgat6nyomat6knak el kell trin-
nie a szimmetria miatt, az ered6 er6 pedig a fenti integr6llal fejezhet6 ki.
Ugyanakkor, ha az eg6sz M bolyg6tomeg a tomegkoz6ppontban elhelyez-
ked6 egyetlen, pontszerii tomegpontban volna koncentr6l6dva, akkor az er6
MF(x) kellene legyen. M6,rmost annak matematikai megfogalmazS,sa, hogy
a tomegpontok haszn6,lata a gravit6,ci6elm6letben nem csak egy j6 kozelft6s,
hanem egy matematikailag pontosan teljesiild fizikai tulajdonsS,ga a gravit6,-

ci6s er6t6rnek, er6torv6nynek, azt jelenti, hogy a fenti k6t mennyis6g egyenl6.



Az M tomeget a felt6telezett 1 siiriis6gb6l 6s a bolyg6test pontos alakjdb6l ki
is sz6,molhatjuk: M : wdrd,, ahol c,t.ra az egys6ggomb t6rfogata. Ezzel6tosztva
a tomegpont haszn6,latdnak matematikai egzaktsdgdra vonatkoz6 felt6teliink
AZ

M ( F , r , x )  : : + t [ [ r f " l o y : F ( x )  ( 1 . 2 )
aar- J J Jv

alakot olti. Ez a feltev6s pedig aztf.ejezi ki, hogy azF er6t6r eleget tesz az(tn.
ktiz6.p6,rtdk-tdtelnek, ami val6ban alapvet6 fontoss6gir. A koz6p6rt6k-t6telnek
eleget tev6 fiiggv6nyeket nevezzik harmonikus fiiggv6nyeknek az analfzisben:
szok6s azt mondani, hogy a potenci6lelm6let nem m6,s, mint a harmonikus
fiiggv6nyek elm6lete. ESy D tartom6nyon harmonikus fiiggv6nyeket 6,ltal5,-
ban 77(D) jeloli.

K6s6bb (a harmonikus fiiggv6nyek alapt6tel6n6l), I6tni fogjuk, hogy a
koz6p6rt6k-tulajdonsS,ggal defini6,lt harmonikussS,g ekvivalens egy m6sik alap-
v et6 analizisb eli t ul aj dons6, ggaI, azz a| ho gy a fii ggv6ny L ap I a ce - tul aj d o n s d g ri,
azaz eleget tesz az :iu:n. Laplace-egyenletnek: A'F : O, azaz koordindt6nk6nt
LFj :0 (r - 1,. .  . ,n). Ez m6,r t iszta analizis, amit k6sdbbre hagyhatunk,
de al6bb megvizsgS,ljuk, milyen lehet az az er6torv6ny, amely kiel6giti a fenti
term6szetes felt6teleket. A felt6telek teh5,t:

1. (Szimmetria.) Az orig6ban elhelyezett tomegpont (gravit5,ci6s tolt6s)
az (7.7) forg6,sszimmetria-felt6telnek megfelel6 F gravit6,ci6s er6teret
hoz l6tre.

2. (Folytonoss6,g.) Az F gravit6,ci6s er6t6r Rd \ {O}-ban folytonos.

3. (Eltiin6s a v6gtelenben.) Az F gravit6ci6s er6Llr oo-ben O-hoz tart.

4. (Kozbpbrt6k-tulajdonsS,g.) Az F gravit6ci6s er6t6r - illetve ennek min-
den F, koordin6ta-fiiggv6nye - eleget tesz az (L2) kozep6rt6k-tulajdon-
s6gnak.

5. (Konzervativit6s.) Legal6,bbis d : 2 eset6n mbg azt is feltessziik, hogy
az F gravit6,ci6s er6t6r konzeruattu.

Els6l6p6siink az lesz, hogy csak az els6 feltev6ssel (forg6,sszimmetria) be-
l6,tjuk, hogy az er6nek centr6lisnak kell lennie. Ez megy is, ha a dimenzi6
legal6bb 3; ha d, : 2, akkor m6g egy feltev6st is felhaszn6lunk majd, ne-
vezetesen az ototdiket, ti. hogy az efitlr konzervativ legyen. Gondoljuk



meg, hogy ez mitjelent! Nekiink csak az a nagyon speci6,lis eset kell bel6le,
hogy ha egy bolyg6 tomegpont korp6ly6,n kering a Nap koriil, akkor a tel-
jes korforgS,s sor5,n v6gzett ossz munka (elvesztett vagy felhalmozott energia)
osszess6g6ben 0 lesz. Gondoljunk bele, mennyire term6szetes ez a feltevds is,
hiszen kiilonben Slland6an gyorsitani vagy 6ppen lassitani kellene a bolyg6n-
kat, ami term6szetellenes feltev6snek mutatkozik. Feltehettiik volna eleve ezt
a feltev6st is mindjS,rt az elej6n, de mivel csak d : 2 eset6n van 16, egy kis
sziiks6g, 6,ltal6ban nem is tessziik fel.

1.1.1. T6tel. ForgA,sszimmetrikus,6s d:2 eset1n konzervativ erdtlr mindio
centrdlis ir6,nyu.

Bizonyitirs. Bel6tjuk, hogy F(e) : F((1,0, "'' 0)) centr6,lis :uftny:a, azaz
e ir5,nyri. ForgS,sszimmetria miatt ekkor ez iltmegy minden pontra az egy-
s6ggombon: s mivel itt az egys6ggombnek semmi speciS,lis szerepe nincs,

ugyanigy igaz lesz mindeniitt is.
Ha a sikon vagyunk, akkor csak egy tovS,bbi bS,zisvektor van e mellett:

legyen ez u. NyilvS,n az F(e) vektort e k6t vektor b6zis6ban felirhatjuk:
F(e)  :  ae*b.o.

Az osszes ortogon6,lis transzform6,ci6 ekkor a kcircsoport forgat6,saival ir-
hat6 Ie: legyen T : To az a szogfi elforgat6s. Ekkor a forgS:sszimmetria
felt6tel6b6l kovetkez6en

( a , b ) :  ( <  F ( " )  i  €  ) ,  <  F ( u )  ;  u  > )

: <  F ( ? e )  ; T e > ,  <  F ( ? e )  ; T u  > )  ( T : T o , V a  e  [ 0 , 2 2 r ] ) .

Teh6t, ha mondjuk az a irdnyba mutat6 (cos a, sin a) egys6gvektort e(o)
jeloli, akkor

F(e(o)) : oF(e(a)) + bF(e(a + r lz)) (va € l0,2rl) '

Most a C egys6gkor ment6n korbemenv6n a v6gzett munka nyilvS,n

f  1 2 "  . .  d ,
/  r ( r (a ; )ae (o )  :  |  ( ae (a )  *be (a  + r l 2 ) ) | e (a )da

Jc 'orrn 
' dd

: I ( ae(o) * be(a -t r 12), (- sin a, cos a))da
J o

r2n
:  - I  b(sin2 a + cos2 a)da : -2btr.

Jo



Mivel az er6t6r konzervativ volt, ennek el kell tiinnie, teh6t b : 0 6s az er6tbr

centr6,lis.
Ha most d ) 2, akkor kicsit egyszeriibben c6lhoz 6riink. irjuk fel ugyanis

az F(e) vektort a t6rben egy centr6,lis 6s egy arra mer6leges, teh6t tan-

genci6lis er6 ered6jek6nt: F(e) : ae * bU,, ahol u valamilyen tangenciS'lis

egys6gvektor. Tekintsiik a t6r egy olyan bS,zisvektor-rendszer6t, amelyben az

els6 bS,zisvektor e: €1, d m6sodik 11 : €2, a tobbiek pedig rendre €3,... ,€d.

Mivel d, > 2,legal5,bb h6rom b6zisvektor van. Legyen most a forg5,sszim-

metriS,r6l sz6l6 feltev6s szerint felhaszn6,lh at6 T ortogon6lis transzformS,ci6

olyan, amelyik helybenhagyja az osszes b6,zisvektort, kiv6ve a m6,sodikat 6s a

harmadikat, amelyeket megcser6l. Pontosabban, Te2 : e3 6s 7(e3) : -"t u

7 koriilj5,r6,s-tart6 6rtelmez6s6nek megfelel6en. Nyilv6n 7 mdtrixa majdnem

az identitS,s m6trix, kiv6ve, hogy a mS,sodik 6s harmadik sor 6s oszlop met-

szete 6ppen a der6kszogii elforgatS,s mS,trixa lesz (els6 sor 0,1, mAsodik sor
-1,0). El6g lesz erre a transzform 6ci6ta 6s 0 : Q , T : u-ra alkalmazni a fel-

t6telt.  Kapjuk, hogy b :< tr '(e) I  u ):{ F(Ze) ; ?u >-< F(") ;  €3 ):(

ae * bu i €e ): 0, teh6t b :0,, amint akartuk.

L.2. Seg6deszkozlk a vektoranalizisbdl

Tekintsi ink egy folytonos er6teret, amely azx: (*t, . . . ,ra) e JRd pontban

F(x) er6velhal az egys6gnyi pr6batestre. Legyen C 
"gy 

r(s) : 1-+ Rd pa-

rambterezbsii, sz6p, sima gorbe, amelyen egy pontszeriio egys6gnyi pr6batest

megy v6gig, mikozben az er6l6r F er6vel hat ra. Ekkor 
-ti,z 

er6tbr 6,ltal v6gzett

munka

f  f t l
w:  I  F (x )dr (s )  :  /  F (x ) r ' (s )ds  ( I :  [ r0 , t1 ] ) .

J c  J t o

Alapvet6 frzikai k6rd6s: mikor \esz az ritt6l fiiggetlen a munka?

L.2.L. Definfci6 . Azt mondjuk, hogy F konzervativ er6t6r lRd-ben (uugy

egy D c lRd fartom6,nyban), haYP,O e IRd (illetvevP,Q e D) pontp,'rra 6s

C : Cp,e, P-b6t Q-ba men6, (C C n) sz6p, sima (minimum: tektifikLlhat6

Jordan) ivre a munka 5"Iland6, azaz

?

wr,e= [ Fdr
J Cp,q



" t . |

)L ?

, / "  
'

\ nem fijgg Cp,q-t61.7/
Megj egyzes./Minden ilyen W p,q :iatt6I fiiggetlen mennyis6get leirhatunk

egyetlen, tetsz6leges, de rogzftett O € D pontb6l indul6 gorb6k menti mun-
k6k kiilonbs6gek6nt: Wp,e : Wpp - We,o.

L.2.2. Definfci6. W(P) az F er6t1r egy potencii1lfiiggvdnye, haYP,Q e
D  e s e t d n W p , e : W ( P )  - W @ )

Nyilv6n minden potenci6lftiggv6ny W (P) * const. alakri.

L.2.3. Definici6. Az Fdx differenciL"l (fidq + ' ' ' + F6dra 7-forma vagy 7
rendii differenci6,l-forma) egzakt, ha l|tezik olyan f e D(D) differenci*,Ihat6
ffiggv1ny, hogy F : V,f (: grad/) a D tartom6,nyon.

L.z.L. T6tel. Egy F € C(r) vektormez6re n1zve ekvivalensek az al6,bbiak.

(i) F konzervativ er6t6r D-n;

(ii) E-nek l|tezik f potenci*,Ifiiggv4nye D-n;

(iii) Fdx egzakt differenciill D-n.

Bizonyitds. (,') + (i,i,). Tekintsiik a W(P) :: W6,p fiiggv6nyt:
konnyen lethat6, hogy W potenci6,lja az f -nek.

(i,i,) + (zze). Uivel P € D, ahol D nyflt, vehet6 P 
"gy 

kis kornyezete

6s ebben egy olyan rit, amely P-n 6,tmegy 6s ei ir5,nyir. Ekkor W@) 
:

, '  wp ,p+h
I im; , -6  - - -# :  F i (P)  ad6d ik  ( j : I , " ' ,d ) '  Teh6 ' t  VW:F,W pr imi t i v
fiiggv6ny, 6s Fdx egzakt. r,-\uty 

+ (i). wr,e: [cs,s1Fdr: I i ]vf (r(s[ '1s)d5: [/(r(s))] i ;  :

f (P) - /(0) fii+tten az ftt6l.

Van m6g egy (majdnem) ekvivalens megfogalmazS,sa annak, hogy a munka

az :ott6l fiiggetlen: h6,rom dimenzi6ban ez a rot6ci6val tort6nik 6s egyszeresen
osszefiigg6 tartomS,nyon alkalmazhat6.

L.2.2.  T6te l .  HaF:  (Ft ,Fz,Ft ) :  IR3 -+N,  F e Cl (D)  konzervat iv  er6-
t6r a D tartom6,nyon, akkor rotF : O. Megforditva, hatot'F : 0, akkorF
konzervativ er6t6r minden G C D egyszercsen 6sszefiigg6 tartom6,nyon; spe-
ci6,lisan, ha maga D egyszeresen 6sszefiigg6, akkor az eg6sz D tartom6,nyon.



Bizonyftds. F konzervativ <+ F : V,f. De ebben az esetben

rotF:0, mert rotgrad :0 mint ope^r5,tor. Szimbolikusan: rotF: V x F,

F=Vf 
- grad f , rotgrad/ :*V t VX'tr 0, mert a "skal6ris" .f 6s a vektor

- 
V szorza!,a p6rhuzamos a tr.abla vettorral, 6s igy ezek vektoriSlis szorzata

eltiinik. Precizen: Young t6tel6t felhasznS,lva ad6dik, hogy
V

ql

#) : ,
Megforditva, ha rot F : 0 6s C c G olyan sima 6s z6,rl Jordan-gorbe, amely

egy^9 C G feliilet hat5,r6,t adja,0,S - C - ami akkor l@tezik minden C-re,ha

G egyszeresen osszefiigg6, * akkor Stokes t6.tel6re hivatkozva kapjuk, hogy

r  r f

J"t{dar(tr) :  J Jr 'otF.ndo(s) 
:Q.

Ennek is van megfelel6je 5,ltal5,ban d, dimenzi6ban, csak a\rektoriS,lis szor-

ztrs 6sa rot5,ci6 fogullnanut; itt"t.r. a Stokes t6telnek u -.gf"Gl6ire van hozzfi"

sziiks6g. Ezt az 6ltalS,nosit'5,sL a kiils6 di,fferenci,tilis formdk segfts6g6vel lehet

leirni.

L.2.4. Definici6. (Kiilsd differenci6lis formek) Rd egy k rendii kiils1

differenci6,l-form6,j a alatt egy

c,.r(x) : a i ( x ) d r i , . . . d r i k

'il,V' 1ii"'<o A
kifejez*st kell 6rteni, ahol ai(x) sima fiiggv1nyek. b l)

A differenciS,lis form6k tere line6ris t6r, amelyet a drfi'ri : -dr:(dri for-
mulS,val osszekapcsolt, a tomor multiindexes frS,sm6dban csak dxi formdban
jelolt bS,zisvektorok feszitenek ki. Differenci6,lform6,k kozott alkalmazhat6 a
( 1k-szorzds vagy kiilsd szorzat ) miivelete 6s a differenci5,ld,s is, el6bbi a fenti

algebrai szab6ly, ut6bbi a term6szetes

d.a::i f !61o,%'u u d t r t
l=7 lil=k

k6plet felhaszn6,l5,s6val. Ez termlszetesen k-form6,b6l k + 1-form6,t csin6l, 6s
sima egyiitthat6-fiiggv6nyek mellett (amit mindig feltesziink) a Young-t6telt
alkalmazva konnyen l6,that6, hogy a b6zisvektorok 6k-szorzathnak altern6l6-

s5,ra vonatkoz6 fenti algebrai szab6"ly miatt ddu :0 minden c..,-ra.

' (w-#)- '(T-#).-(#-



mondjuk, hogy egy k > | forma egzakt, ha lltezik hozz6, olyan r ttptimitiv"

k - 7 forma, amelyre dr : u.
NyilvS,n ha u egzakt, akkor da : ddr : 0, teh6t w z6"rt is lesz'- 

crRd
L.2.3. T6tel. Ha V e16g sz6p tartom6,ny, 6s E cc V is el6g sz6p, sima
kompakt testV-ben (amelyre az 6,ltal6,nos Sfokes t6tel alkalmazhat6), akkor

tetsz6leges u e C1(E) l-rendfi differenciill-formdra a z6,rts6,g 6s az egzaktsS"g
ekvivalensek.

Ebb6t csak a z6,rt 1 sgvD,ftt, az :il_i, a m5,sik ir6,ny triviS,lis volt- Ezt az
ir6nyt viszont az b"ltalfnos Stokes t6tellel lehet igazolni.

clR4
L.2.4. T6tel. (Stokes t6tele). Legyen V egy nyilt tartomdny 6s 'Q egy ir6''

nyitott k-feliilet, V e C2(Re -+ V), amelynek k|phalmaza vagy egyszeresen

6sszeffigg6,.vagy konvex, vagy konvex param\tertartomdny C2 kepe. Legyen

tov6,bbd u € CI(V) 
"Sy 

k-forma. Ekkor

Ebb6l az 6,ltal6"nos t6telb6l konnyen bel6thatjuk, hogy egy a z6"tt l-fotma

egzakt is. Vegyiink ugyanis egy tetsz6leges C sima, ir6,nyitottrz6rt gorb6t,

amely a sima S c E felillet hat5,ra. ,S param6terez6se, \[, igy egy ir6nyftott

2-feltilet Iesz, C param6terezett alakja pedig EV lesz. Stokes t6tele4zerint

ll l.o":I Iu*'

r r  f
o -  l l  d u :  I

J J  v  J a v
,: 1",.

Ha teh5,t az a 7-rendii diffferenciAlforma u : Fdx alakri; akkor F konzervativ

er6tbr lesz, 6s igy van W primitiv fiiggv6nye, amelyre YW : F ' Ez pedig

azt jelenti, hogy a W }-rendii formS,ra (azaz fiiggv6nyre) dW : Fdx : u,,

teh6t u egzakt.
Az 6"ltal6nos Stokes t6tel egy j6l ismert speciS,lis esete (ti. a k : d - I

esete) a Gauss f6le divergencia t6tel.

L.2.5. T6tel. (Gauss divergencia t6tele). Legyenv 
"gy 

nyilt tattomdny

6s E CC V konvex, vagy konvex param\tertartomL,ny C2 kepe, melynek ha-

tdra az A: 0E sima, zdrt iri,nyitott feliilet. Jel\Ije a feliilet menti norm*'lis



egys1gvektort rt, a feliileti integr*,lt (felfileti m1rt1ket) doa. Legyen tov6,bb6,
F e C l ( V )  . E k k o r

f  t  /  a t "  Fd . r1 . ' .  d ra  :  [  . '  /  ( " ,  n )d ,oa .
J J  J s  J  J t

Ennek kozvetlen bizonyftAsa igen egyszeril mondjuk t6glatestre - csak

az egyviitoz6s Newton-Leibniz formul6t kell felhasznS,lni minden irS,nyban a

megfelel6 Fi@)dri integr6l kisz5,mit6s6,hoz. De teljesen hasonl6 a bizonyit6,s

akkor is, ha az E kompakt r6sztartom6ny egy rin. "speciS,lis tartom6nyrr,

amelynek minden ir6nyban van egy

E  :  { x  :  a i (q ,  .  .  . ,  r i - L t  : x i 1 - r t  .  .  . ,  r a )  1  r i  3  b i ( * t ,  .  .  . ,  r i - L t  f r i 4L t  .  . ' ,  * i }

alakri param6teres leiri{,sa. V6giil az eg6sz tartom6,nyt ilyenekre kell felbon-

tani, illetve ilyenekre bontott tartom6nyokkal kell kozeliteni.
A Gauss d ivergencia t6 te l t  F : -  f  'Yg,  azaz F i : :  f  g ' * ,6"  fgy d ivF:

Di:r(f g*,),,, eset6re alkalmazva nyerhet{?nivel ekkor div F : Dl:, f O'J,.,,+

Df=, fl,s',, : f Lg+ (v/, v gYaz

I.2.6. T6tel. (Green els6 formuhja.) Ha E sima, kompakt test a V

tartomdnyban,6s f ,g €C'(V), akkor

f f [3on+ (v/, vs)d,x: [ [^- ,rffaooJ J  J n '  J  J a e = l

Ennek szimmetrikus alakja 5,ll el6, ha az (f , g) p6rra val6 alkalmaz6,sb6l
levonjuk a (5, f) p5,rra ad6d6 eredm6nyt.

L.2.7. Tdtel. (Green m6.sodik formul6ja.) Hu E sima, kompakt test a

V tartomdnyban,6s f ,g eC2(V), akkor

f f  I con-  sL r )d ,x : [  [  ( r? -s { \a ' ^
J J  r E  L  J a n = ' \ ' d t  o n /

V6giil ha az egyik fiiggv6nyt konstans 1-nek vessziik, akkor kapjuk



1.2.8. T6tet. (Green kis formuleja.) Ha E sima, kompakt test aV tar-
tomdnyban, 6s w e C2(V), akkor

II lut*o*:I 1,"=o#ooo
Ezekb6l a formul6,kb6l vil6gosan kitiinik, hogy mi6rt is alkalmazz6"k 6ket

el6szeretettel a harmonikus fiiggv6nyek elm6let6ben.

1.3. Poldrkoordinet6k 6s sz6mol6sok ezekkel

Az el6z6ekben meg6,llapitottuk, hogy pontszerii tomeg gravit6ci6s er6tere
6s potenci6,lja a forg6t6sokra invari6ns kell legyen, azaz az er6t6r pontbeli

vektora i sug5,rir6,nyri, nagysd,ga egy gombfelszinen 5,lland6; a potenciS,l-

fiiggv6ny szintfeltiletei a gombfelszinek. Ha n elektron er6ter6t akarjuk meg-
hat6,rozni, az egyes elektronok er6ter6nek szuperpozici6ja (azaz additivit6sa)
kovetkezik a fizikai szeml6letb6l, igy ilyen gombszimmetrikus, csak t6,vol-
s5gt6l fiigg6 potenciS,lok osszeg6t v5,rjuk. Tomeg- vagy tolt6seloszlS,s eset6n
az eloszlfs"sfiiggv6ny szerinti integr6,l I6p az osszegez6s hely6be. Ha az ,,,er6-
torv6ny" eleget tesz fizrkai szemldletiinkbdl fakad6 elv6,r6sainknak, akkor a
potencidl U(x) : O(l*l) alakri ,,alap fiiggvbry", illetve tobb pont 6s elosz-
l5s eset6n DT:.O(|" - 

"jl), f O(1" - vDdp(v) alakri kell legyen. Az ilyen
O(l"l) : O(r) alakri fiiggv6nyek kezel6s6re sokszor megfelel5bb a polS,rkoor-

din6t6k haszn6lata, mint a szokS,sos der6kszogii koordin6,tarendszer.

1.3.1.  Def in ic i6 .  Az x :  ( r r , , . . . , ra)  €  R' \  {O}  vektor  po lL, rkoord inS. td i  a

(0, r )  :  (gr , .  . . ,ga,r ) , :  ( f t , n l + r ? r + . . . " 7

k|ptettel definit,lt d+1 koordin6,ta; ezek kiiziil 0 e 0B(O,1) : S(0,7), r a

sug6,r (tdvolsdg).
Tobb kiilonboz6 jelol6srendszer illetve felirS,s is forgalomban van, de a

probl6ma az,, hogy nem lehet az eg6sz lRd illetve R' \ {0} teret folytonosan ,,le-
param6terezni" (egy gombfelszint sem lehet) ugy, hogy r az egyrk koordin6ta.

Ugyanis S(0, r) topol6giailag nem ekvivalens egy t6glalappal (B(0, 
") \ {0}

pedig nem ekvivalens egy t6glatesttel), teh5,t egyetlen bijektiv 6s folytonos
lek6pez6ssel nem lehet param6terezni. Ezbrt, a gombfelszinL ,,allasszal", tobb

nt, , . , f f ,  t" t , ) ;  l* l  :
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(el6g k6t) t6rk6ppel lehet lefedni, 6s ezek v5,laszt6,sa., param6terez6se lehet
tobbf6le. Egy szok6,sos megoldS,s a fels6- 6s als6 f6lgomboket (01,.. .,9a-t,r)-
rel param6terezni, ami persze megint nem teljesen tok6letes (0a : 0 koriil
nincs sima 6tfed6s, 6s maga a param6terezls sem differenciSlhat6).

Ugyanakkor a lokS,lis eredm6nyekel az invariSns forgat6,s sokszor S,tviszi

,,sima" pontokb6l a ,,ztitos" pontokba is.
Jelolie

€ : € ( 9 t , . . . , ? a - r , r ) :

:  ( r r , .  .  . ,  r a )  -  ( 0 t , .  .  . , 1 d , - r r , r )  :  x,

a polS,rkooordin6,tS,k 6s a der6kszogii koordin6t6k kozotti transzformS,ci6kat

(a fels6 f6lt6rben, azaz ahol 0a: l-tlL - 0? - ".- 03-,, > 0) SzokS,sos (a

fels6 f6lt6r x pontj6,hoz tafioz6) pol6,rkoordin6t6k alatt gl(x)-et is 6rteni.
Ha /(x) : /(€(e)) : o(p), akkor a l6ncszabS'lv miatt

g:  g(nr , . .  . , ra) :  p(x)  :  (0t , . . . , td , - t , , " ,  :  ( f t ,  ,  f f i ,  t * t )

f f  r , t  :  *{ , r" t  f f  r* t :  *  f fe,0,

ffir,t:tffr*tftr,t:
d f , ,  . d f: +-(*) ." + ;-(") .

Ar.i alxd

-r oi : , (#-h#)
_ 0 ? .

Legyen pl. /r (x) i-- rk (k : L,, . . . , d), akkor On(p) :: nk mellett

f f r r l :gk, f f i t  l :
r  h a j : k < d ,
-h, ha k :  d,,  ( i  :  7, . . . ,  d, -  7).
0  h a j + k + d ,

1 1



Ebb6l kisz6,molhat6 a pol5,rkoordin6,t5,s helyettesft6s Jacobi m6,trixa:

( r  o  " '

r f 4 r ) : d e t ( Y \  : a " ,  l o  
r  " '

\ap / \opi / t*::\,,..],x 
[r, 0,

r,,,):

:) 
: h: det

L5,that6, hogy ez nem forg6sszimetrikus alak - nem is lehet az, rnert a
param6terez6,s sem az. Ha t6rfogati, feliileti /-t szimmetrikusan akarunk
kezelni, akkor az lRd-1-beli (01,. . .,0a-t)-kiv6laszt6s6b6l ered6 aszimmetrii4,t
eltiintetjiik, viszat6rve a gombfeliiletre.

Ekkor a g : (0r,.. . ,0d,-7,r) :  (o,r) param6tereknek megfeleltet j i ik a
(0 , r1  :  ( 0 r , . . . , | d , - t , 06 , r )  panm6te reke t ,  azaz  az  Rd- l -be l i  ( 0 t , . . . , ?a - r )  :

a paramdterekkel param6terezzik a 0 : (0r,. .. , da) gombfeliiletet. Ennek
a transzformS,ci6nak a sor6,n a 9r (ill. d) R' (ill. pa-t ) beli d (ill. d - l)
dimenzi6s param6ter-tartomS,nyb6l az eggyel magasabb dimenzi6s t6rben
fekv6, de ugyantrgy d (ill. d - L) dimenzi6s feliiletet kapjuk, 6s a lek6pez6s

A 04 :: ,11- 0? - . . .- 0'o-, f i iggv6ny gr6fj5,t rajzol ja. A fel i i let i  i l l .  t6r-

beli integrS,l helyettesit6sekor, ha F*(0):6.(o), azt kapjuk, hogy a feliileti
normS,lis vektor

: det

:
n  o  1  - o a - t- 0 a

u) :* ( :  : ' . .
I [ ' , ,

0
0

r q .
u . l = I

€1 , e,2 E6
r n - 0 L
I  t J  

_ ;

qd
n l  0 2
U I - ;

ad

: (-1),-' (r,, ,'t,r) +u:+") ,( :

I 2



lN l  :
de
dt

azaz

t  t  d.@)Ior, . . .dta-t  :  [  . . .  I  r .@)d,ose,r) .
. l  J  

' aa  
J  J  "

Osszevetve ezt az el6bbiekkel nyerjiik, hogy g : (o,r) 6s d.@)
:  o (o ,  r ) ,  F . (o ) :  F (o , r )  me l le t t

f f  f  r f  f  , , 1

JJ 
'  
J  t {4au ' .dra:  JJ 

'  'J  r rero- '  *de:
f ( t .. [ *@,4!ae, aa,-,) rd-.d,, :

J  \ J  J  
' 0 a  -  

/
r / r / \ f f f

:  l  r d - t  I  l '  I  p @ , r ) d o s p , 1 1 l  d ,  :  |  |  .  .  I  
p ( e , r ) d o s @ , , 1 d r ,

. /  \ J  J  /  J J  J

figyelembe v6ve a ds1o,r; -) os(o,r) kozotti triviAlis 6tt6r6st is. Ha tehSt
x ++ (9, r), /(*) : F(o,r) megfeleltet6st v6gziink, akkor az [ ftanszform6ci6

r f  r  r f  r
I  I  I  f  a * r . . . d r , :  I  I  " '  I  F  d "os1s , ,1d " r  .

, I . I  J  J J  J

Megjegyz6s: 
t 

: ,t , r ,S(0, r) koriili v6kony gombh6jon is "ki-
0a cos (ea, n) ' 

'

limeszezhet6rr a formula.
Hogyan v6ltoznak a derivS,ltak, illetve a magasabb rendri derivS,ltak 6s a

differenci 6l- op er6,t orok? L 6,ncsz ab 6,ly al ap j 6n

ffr*t:E ffir,t#.#*,h (1 3)
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Itt

d o i : d
dh drt

d r  d l
, - t l

dT;, dIi \

ffi:hffi)

)ij rjq
: : - ,  

t t  t - * z -

t / r i +  " ' +  r i  ( u i  +  " ' +  r 1 1 " r

6u r jrt 6;i - 0i0i-  
l * l  l * l t  

-  
r

( i : L , . . . , d - L ,  i  -  1 , .  . . , , d ) ,

(r .4)

J4+. "  +7d
(1 5)

T,;
: ,  , a  :  0 i  ( i , :  L , . . . , d ) .

l x l

Ugyanazon r; koordinS,tafiiggv6ny szerinti m6,sodik parci6,lis deriv6ltak a po-

I6rkoordinS,ta fiiggv6nyekre :

d,'Tt d ( \oi rpi\ -dqh ri 6qu , 3rirf; __ . _ _ = _ r - - L - _

d*? 
- 

drl \ lxl l*l '  ) l*l '  l" l '  l*l '  l" l '
1

:  * G e i e ?  
-  0 i  -  2 6 i i 0 i )  ( i  : 1 ,  ' .  ' , d  -  ! ,  i  -  1 , .  . . , d ) ,  ( 1 . 6 )

I

* 2

r ? + . . . * r ' o

I  * ?  L - 0 ?
: - : -

l " l  l * l t  r
( i : L , . . . , d ) .  ( 1  7 )

L4



Alkalmazzu k a L ei bn iz-szab 6lv t szor zat deriv6l 6s 6ra ( 1 . 3 ) - b an :

H:I{#,(ffi*,)#,*ffiro ffi}.
.*(#"r)#. f f t  1 #:  

(1 4),  (1 b),(1 6) 6s (1 7) beirasdvar

:E{#,(ffirrr) ry.#,rowWe} (1 8)
.*(#*,) ',*ff{of'!

Ism6t a r6ncszab b"tyt, azaz(1.3)-t arkatmazzu- #,(ffi) " *(#) 
,"

v5,bbi kisz6mit6sAra, ezittal a fut6 indexet k-val jelolve:

*(ffi*,) :E## #.###: (1 e)
:  F  ry$  

6 ' i ' n  -  0e0n  * t9  ro  ( j  :  r , . . . , d , -  r ,  i  : 1 , . . . , d )
k:L't d?kdei r drd01

ES

d  / d a . . \
o " \ * t * t  1
- S d:a@)- 

2 do1,dr
,c= r

d"o(d d?n _ d'o(p)
d?ndr dU dr2

d - l

: \ -
L

' le=l
drt

rye*ffir, (i,-_1, ,d) (1 .10)
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/ o

Alkalmazzuk most (t.t)-f1n az (7.9) Os (1.t0) formul6,kat: ,/

d2 f :{ ao, - e,eoJ \-' d'a@) L'in - 0'i0n * d'a(p) g.\ *
d"? ?, r [ ?'_r d?kd?i r drd01 ")

* S 49(.-' 3,,i,l - oi - 2;iroi 
+' 

? doi'') 
--'---"-

1 = L

* F 0 
dra@) 6,ir" - 0,i,0* * drg.(y) ,, * (1.11)- 

+"0 doud, , 
-T 

dr2 
vi -1-

.  d Q ,  , l - 0 ?+ , l g )
d r r

Young t6tele szerint az utols6 D u, els6 ! m6sodik fel6vel osszevonhat6.
Rendez6s ut6,n (1.11)-b6l

d,' f g ta d,"o(d 6i.i6a1, * 0j0ke? - 6ii0i'07, - 6i1,0i06,

dr?: kk dordor 
-r

* rS  d ;o (d  0 i (6 i j -0 j0 i ) *S  dQ, . - r s0 i0? -0 i - ]60 ,0_ -  (1  1 , )-?--  d ' rd,g i  .H*{d3f f -+ i t ' tz)

,  dQ ,.^r1 - e7 _ d',a(p) nz+  
* \9 ) - ; - r -  d r2  

a i  .

Ebb6l az alakb6l i, szertnti osszegz6ssel kapjuk a Laplace bper6,tor polS,rko-

ordin5,t5,s alakj6,t. A I osszegzlst a tobbszrjros szumm6,kon legbeliilre vive
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nyerjiik - mivel f t? :1, - hogy
i = l

d - l d - I  r 2 * ( t ^ \  I  /  
d  \

Lf  : t t  ry$  J (u , r * r .pz ! r :  -o io r -e , r ,u l  +- r  
? f r d ? k d ? i  " ' \ '  

' ' " 0 = ,  
/

* ? t ryP (,, -r,t,t:\* r 9r,t% ['>t: - d -,] *- ;  
,2 drdoi \  ;=r ,  

'  
?doi ' - '  " '  \ "  , : ,  )

* * r r t f t - 1 ia? )  +  *o t> , :  ( i 13 )'  
d r ' - '  \ r  ,  ? " '  )  d r 2  i : 1
d - I  d - L  t )  x

: \ - \ - o - - ( t p )  
1 , c  n ^ \  d - I S r a r , ^

? ? do,ffi: p@ir - oior) - 
i > .  ̂ @)' 

oi -r
j = l  k = l  i = l  

- - -  '

d - L  d a ,  ,  d ' Q ,  ,

azaz

t  d - r  
f  a ' *@)  ls  1 \n  de  ,  ,  $1  d 'a@).0 . r  \  -A/(")  : iD\T-@-Dei f r (d - that ,  ' r ' ,  

I ,
d - 7  d a ,  d 2 Q ,  \+* f i{d+ff i@) (1 14)

r 0,T ur''

Tegyiik fel, hogy /(") : f (l*l) alakri, csak az 0-t6l vett t5,vols6,gt6l fiigg6
- azaz gombszimmetrikus - ftiggv6ny. Mikor lehet ez harmonikus fiiggv6ny?

1.3.1. T6tel. (Laplace egyenlet alapmegold6sa). Ha f e C'(R'\ {0})
g6mbszimmetrikus fiiggv1ny 6s az N \ {0} tartomL'nyon Lf : 0 (azaz ha

/ e ?r(md \ {o})), ,isy

/(*) : F(r) : A Qa(r) + B, A, B konstans, ahol

f  
- t o s r  d : 2

or(") : I
I  r z - a  d > 2

a Laplace egyenlet fin. alapmegoldS,sa. Ugyanez a megoldds akkor is, ha csak

f e 17(B(O,Rr) \ B(O,R)) valamely 0 S ftr l  Rz1cn melletf,

L7



BizonyftAs. Ha / 0 koriil forgS,sszimmetrikus (csak r-t6l ftgg), akkor
(12)-ben, a Laplace egyenlet pol6rkoodinS,tS,kban felfrt alakj6,ban, O(p) :

Q(g r , .  . . , \ d , - r , r )  :  F ( r )  u ,  # (p )  =0  ( l  :  1 , . . . ,  d '  -  1 ) .  Ezb r ta  Lap lace -
d a i " '

oper6tor (1.13) helyett a sokkal egyszeriibb

d  - 1
A f  :

" T

alakot olti, ahol F : (0, oo) -+ lR (illetve (Rr, R ) -+ R) C2 fiiggv6ny. Ebb6l

a Laplace-egyenletre azt kapjuk, hogy

# rr'-' ,i) ','-o : + Fl + Fl',: s ,

rd-[F; : g, Fl : C"-d ,

6s ezzel a T6tel kovetkezik.

1.3.1. K6vetkezm6ny. Ha 0 ( Er I Rz
B(O-RJ) forgil,sszimmetrikus 6s konzervativ er6t6r, akkor

F(x)  :  Agradoa( lx l )  +  Cx .

Bizonyitds. F konzervativ er6t6r, F : grad [/ egy U potenciS,lfiigg-

v6nyre. LS,ssuk be el6szor, hogy U is forg6,sszimmetrikus! Egy tetsz6leges,

az S(O,r?) gombfelszinen elhelyezked6 teljes C f6kor ment6n vett korintegr6,l

a konzervativitA,s miatt 0, ugyanakkor a szimmetria miatt

f
Q -  

f " ,  
O"  :  2 t r  R(F (R,  0 ,  . . . ,  0) ,  C. '  (R,0,  . . . ,  0)  ) ,

teh6t grad U : F mer6leges minden ^9(0, R)-beli C flkorce 6s igy minden

felszini gorb6re is, azaz csak normA,lis irS,nyri lehet. Ekkor pedig k6t y,z €
S(0, R) pont kozott a feliileten marad6 C\y,r) gorbe ment6n integrd,lva

I

U ( r ) - U ( y ) :  I  F d x : 0 ,
.l

c(v,z)

(1 .15)

v
F ( r ) : C  l p ' - d d p + C ' ,

,I
Eo
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teh6t az (J potenciAl fiiggv6ny val6ban gombszimmetrikus.
Mdsodik l6p6sben vegyiik 6szre, hogy ha A4 (*) : 0, az azt jelenti, hogy

tehdt F harmonicit6,sS,b6l kovetkezik, hogy

grad (AU) :0  ,  L IJ  :  c  .

Tekintsiik most az U val egyiitt forg6sszimmetrikus

v(x) :: u(") - fi Vf

f i iggv6nyt, amelyre ezek szerint AV(x) : At/(x) - 3 A(1" l ') : "- ! 'Za :' 2 d 2 d
0. V-re alkalmazhat6 a fenti T6tel, 6s igy

F(x) : grad t/(x) - grad (ut"l * fit"l')
-s rad (aor1" ;  +B+f i1" t ' ) :Asradoa(* )  + f i  z "
:A grad Oa(x) * C 'x .

ahol C :: cld szint6n konstans.
Megjegyz6s. Itt a konzervativit6s csak d : 2 eset6n kell, egy6bk6nt

m6r kor6,bban bel6ttuk, hogy forgS,sszimmetrikus efit6r centr6,lis. Ha m6r

tudjuk, hogy az er6t6r centrS,lis, akkor abb6l ad6dik, hogy a gombfelszinen

vdgzett munka mindig 0, azaz a gombh6jak ekvipotenciS,lis feltiletek, 6s az
is konnyen l5,that6, hogy van potenci6,l-fiiggv6ny is. A feladat tovS,bbi r6sze

csak a Laplace egyenlet forg6,sszimmetrikus megold6,sait hasznS,lja ki.
L. Feladat. Sz6mitsuk ki egy tomor, 1 s(lriis6gii gomb potenci6lfiiggv6-

ny6t 6s gravit6ci6s er6ter6t!
Megold6s. Legyen a k6rd6ses gomb B(0, R)' Ezen kiviil (6s folytonossiig

miatt m6g ennek hat6,r6,n is) a potenciSrl 6s az er6tdr megegyezik azzal, amrt

akkor kapn6,nk, ha a teljes tomeg a tomegkoz6ppontban volna koncentriilva (a

potenciAl illetve az er6l6r harmonicit6sa, illetve ezzel ekvivalens koz6p6rt6k-

tulajdonsS,ga miatt). Az ismert gravitS,ci6s torv6nyek szerint teh6,t (ha d > 2)

o:A (&u) = f i roo,

r/(x) : udrded(lxl): rrffi (l*l > n)
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A gomb belsej6ben l6v6 x pontra szbtvl"IaszLjtk az azon kiviil l6v6 B(0, fi) \
B(0, lxl) gombhOj gravitS,ci6s hat6s6,t 6s a B(0, lxl) g'dmb gravit6,ci6s hat5,s6,t,
mely ut6bbi a fentiekhez hasonl6an

u(x) : c,. 'r lxloorl lxl) :  ,ol*l '  ( l" l  S n)

lesz.
Lemma. Ha x € B(0, r), akkor a B(0, R) \ B(0, r), gombh6j 6,ltal gya-

korolt gravit6ci6s er5 azonosan nulla, a potenciS,l konstans.
Lemma bizonyitdsa. Az ismert gravit6,ci6s er6torv6nyb6l, illetve a kon-

figur6ci6ra jellemz6 szimmetriS,b6l tudjuk, hogy a szimmetria miatt a 0 ko-
z6ppontban a gravitdci6s er6 0, 6s azt is, hogy egy6bk6nt F a potenci6,l-
fiiggv6ny gradiense. A potenci6,lfiiggv6ny pedig a fizikai konfigurdci6 miatt
gombszimmetrikus 6s ismert alakja miatt harmonikus a gombhdjon beltil. A
Laplace egyenlet alapmegold6,sAra vonatkoz6 t6telt az R1 : 0,, Rz : r sze-
reposztS,sban alkalmazva, ad6dik, hogy ebben a tartom6nyban a potenci6,l-

fiiggv6ny U(x) : A Oa(lxl) t B alakri, ahol A, B konstansok. De esetiinkben
az orig6ban a potenciS,lnak nincs szingularitS,sa, ott korlS,tos marad, teh5,t
csak A : 0 lehets6ges, ebb6l pedig U(*) : B 6s F : 0.

A Lemma alapj6n most m6r tudjuk, hogy az ered6 gravit6ci6s er6 a bels6
gomb gravit6,ci6s ereje lesz, teh5,t F(x) : u1calxldffi : Qdc4x. Ebb6l az x
irAnyri sug5,r ment6n integrS,lva - figyelemmel a potenciAlnak a gombon kiviil
mdr rogzitett 6rt6k6re - ad6dik

R r # * 1
t r( f l  :u(,- ,")  -  /  F(v)dv :  waRdQa(R) - uacal;(Rt -  l* l ' ) l  (1.16)- \ - - l  - . l x l - - ,  

J x  2 '

. I  1
:ua( I -  ; " in '  +  uaca ' r lx l2
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I.4. Feladatok 6s Probl6mdk

1) Mutassuk meg, hogy 6rv6nyesek a Csebisev polinomok kovetkez6 ekvi-
valens alakjai: T"(r) :2"-1tn(r),

r, \  @ + JF:1)" + (r - ' /" | : f I  
:TI (, _ (2j - 1)zr\

t , n \ r ) : : :  
i ^ = i r  

c o s  
^  ) :

1 - f  c o s ( n a r c c o s r )  l " l  < 1
-  , r - n  t-  

t  ( - t )"sgn(r)ch(n archlr l )  l " l  > 1.

2). Petruska megjegyz6se: ha n tc C, akkor T;(H, Z) egyl,rtelmti (I6sd

l22l I44. oldalS,nak els6 sor6,ban a z6r6jelben).

a) Igazoljuk Petruska 6,llft5,s5,t!

b) Ldssuk be, hogy ugyanez Tn(H,z)-re m6l nem 6,llithat6!

c) Adjunk felt6telt H-ra, amely mellett T,(H,z) is egy6rtelmti!

3 ) * *  D  : :  { z  €  C :  l z l  <  1 } ,  0 D  :  { z  e  C ' :  l z l :  I } , D  : :  D U } D .  T u d j u k ,
hogy V"(D) : W@D) 6s v"@D) - 

,.,U,. nlwi 
- rrl : n"/2, ahol u)i :

"2rijln 
az n. egyseggyokok. Igaz-e, rtosfirjlT egy Fekete pont rendszer, 6s

W@) : nn/2?

4) Igazoljuk, hogy ha E ccC osszefiigg6, akkor M(E) - 
dianl(E)r

+

5) Igazoljuk, hogy ha / e l, ipt(K,E), E ccA, f @): F', akkor M(F) <
K.M(E)t  ( /  e Lip,(K) azr je lent i ,  hogy l f  (z)-  f  (*) l3 Klr-wlVz,w € E-
re.)

6) Defini6,ltuk tetsz6leges X norm6,lt t6rre a

K ( X , n )  : - -  i n f { M  : Y L 1 , .  .  . ,  L n  e  X .  l l L t  l l  . l l L " l l  <  M  . l l L t '  . .  '  L " l l }

n-edik line6,ris polariz6"ci6s konstansot, 6s X line6,ris polarrLfrci6s konstans6t
is, mint

K(X) : :  l ims lp  K(X,n) ; .

2 1



Bizonyitsuk be, hogy K(X) nem csak limsup, hanem lim is!

7)** Legyen

C(X ,n )  : : i n f {M  :Vp  -  p r .  . . . . pn  e  P " (X ) , l l p ' l l  .  . . . . l l p r l l  <  n1 l l p l l }

az n. polarrzfrci6s konstans, 6s defni6ljuk X polarizfici6s konstansS,t mint
I

C(X) : :  l imsxp  C(X ,n ) ; .

Lbteztk-e a lim is?

8) Igazoljuk, hogy ha -E v6ges halmaz, akkor M (E) : V (E) : 0l

9)  M"( I )  (1  :  [ -1 ,1] )  es M"(D)  (D : :  {z  e  C,  ,  l " l  <  1} )  Csebisev-
kontans6nak kiszS,mitdsakor belS,ttuk T,(r) : Tn(I ,r) illetve T,(D, z) egy6r-
tel miis6g6t is. A val6s esetben ez polinomok gyokeinek, el6jelv6,lt6,sainak
sz6mol6s6val ment, a komplex esetben Cauchy formul6val vagy FFT-tipusri
v6ges 5,tlagol6,ssal. Konstru6ljunk bizonyitdst T*(D,z): zn-re a val6shoz
hasonl6 meggondol6sokkal! ([Jtmutattis: T,(D,z) : z" + QQ),
Q  e  Pn- t ;  l l T , (D , r ) l l :  l T " (D ,z i l :  e i "Tn (D ,e iB ) ,  Cs  f f i { t ' o  T , (D , r ) }  :

cos(ng + o) + q(p), ahol q legfeljebb n - l fokri trigonometrikus polinom.)

1 0 ) -  L e g y e n . A y ' : :  [ - 1 , 1 ]  x  [ - 1 , 7 ] :  { z  €  C : l m r l  S  1 ,  l S z l  < I }  a z
egys6gn6gyzet a sikon. Adjunk min6l jobb becsl6seket M(E),V(E) 6rt6k6re!

11) Legyen V c D sima (sz6p) r6sztartom6ny, 6s F konzervativ er6N6r D-n.
Mit kapunk, ha a Gauss divergencia t6telt alkalmazzuk F-re?

72). Bel6ttuk, hogy ha h e 11(D), 6s dist{x,AD} - R,, akkor h val6s
analitikus is a D tartom6,nyon, 6s legal6bbis egy x koriili r : Rl3 sugarit
korben val6s hatv6,nysorba is fejtehetS. Adjunk enn6l jobb - 6s min6l jobb -

becsl6st a konvergenciasugi4rra!

13) BelS,ttuk, hogy ha h e Tt(D), 6s dist{x,7D} - R, akkor h val6s
analitikus is a D tartomS,nyon, 6s legal6,bbis egy x koriili r : Rl3 sugarri
korben val6s hatv6,nysorba fejtehetd. Ugyanakkor ha h: W,f , ahol / : G -+

C .gy G c Cd nyflt komplex tartomiinyon, amelyre D c G, akkor /-nek, 6s
igy h-nak is, van egy komplex, 6s ezbrt D-re megszoritva val6s hatvS,nysora is.
E hatv6nysornak a konvergencia-sugara viszont / komplex szingularitS,sait6l,
dist{x, AD} : p 6rtbk1t6l fiigg: mtr d: 1 eset6n is elk6pzelhet6, hogy /
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az egesz R-en analitikus, de ugyanakkor vannak lR-hez kozeli szingularitS,sai,
6s a konvergencia-sug5,r ez6rt kicsi. Trsztdzzuk a k6rd6st, hogy nincs-e itt
valami ellentmond6,s?

14) Gondoljuk meg, egy tartom6nyon szub- illetve szuper-harmonikus fiigg-
v6nyek eleget tesznek-e a maximum- illetve a minimum-elvnek! Bizonyitsuk,
ami igaz, 6s mutassunk ellenp6ld6t arra, ami nem teljestil!

15) A harmonikus fiiggv6nyek alapt6tel6hez - azaz az ekvivalens definici6k-
16l sz6l6 t6telhez - hasonl6an l6,ssuk be, hogy a szubharmonikus fiiggv6nyekre
ekvivalensek a kovetkez6 meghat6,roz6sokl

a) / feltilr6l f6lig folytonos 6s rrszub-koz6pbrt6k-felt6telnek" tesz eleget,
azaz M(f ,r, x) :: ;F II . . [" f 0)av 5 /(x)

b) / e c2 6s A/ > o.

16) a.) Lehet-e az f e ?lpa(D) fiiggv6nynek izol6.lt gyoke?

b) Es ha f e 
']La,(D) fiiggv6ny?

c.)Es ha f e 77wo(D) val6s szubharmonikus?

d.) Es ha f eT"t(D) val6s szuperharmonikus?

17) Szt"rmaztassunk a Q4 alapfiiggv6nyb6l rijabb potenci6lelmdleti mag-
fiiggv6nyt irgy, hogy tekintsiik a K :: H O Qa azaz K(x) ': H(Oa(lxl))
kompozici6-fiiggv6nyt, ahol fI : IR. -+ R+ monoton nov6 6s konk6v seg6d-
fiiggv6ny. L6ssuk be, hogy nemcsak a 04, de az 6'ltaI6"nosabb K magfiiggv6ny
hasznS,lata mellett is teljesiil, hogy egy tetsz6leges p, val6sziniisegi m6rt6k
6ltal leirt  eloszl i{s U,(") , :  [1... fuK("-V)dV potenci6,l f i iggv6nye szuper-

harmonikus, UP € ?/Rr(Rd). (.7.o-n ,n-\

18) Sz6mitsuk ki a hS,rom|dimenzi6s t6rben egy v6kony, nagy (v6gtelen)
kiterjed6sii 6s egyenletes p : 1 siiriis6gii sik anyag-lemez tital l6trehozott
gravit6ci6s er6teret 6s potenciS,lteret. Vessiik ezt ossze azzal a feladattal,
amikor az egyenletes feltileti sririisOg egy gombfelszinen hel]'ezkedik el!

19)- Az el6ad6,sokon szerepelt, hogy a Csebisev-konstans, a transzfinit et-
m6r6 6s a kapacit6s egyenl6ek C-ben, s6t ez igaz lelsz6leges kompakt met-
rikus t6rben 6s 6,ltal6,nos magfiiggv6nyekkel is mindaddig, amig a potenciAl-



fiiggv6nyek teljesitik a maximum-felt6telt. Erv6nyben maradnak-e ezek az
ekvivalenciA,k akkor, ha a maximum-felt6tel nem teljesiil?

20). Ha n elektron van egy K vezel1 testen elhelyezve, akkor a rendszer
energi5,j5,t kisz6,molva nem eg6szen azt kapjuk, amit a j6l ismert energia-
integrAl kifejez. Legyenek az elektronok mondjuk ri (i - 7,. . . ,n),6s jelolje

Qa a Laplace-egyenlet alap-megold6s6t: ekkor a t6nyleges energia

3I.2*u" - ri) : I I.-o,o *'(' - a)dP'(r)dt"tu)'

ahol A : :  Lx; :  { ( r , r )  :  r  e K} 6t  l tn, :  *DT=r6*, .  Ez fe lvet i ,  hogy a
szok6,sos energia-integr6l helyett dolgozzunk esetleg a m6dositott

I#  (p ' )  : :
I

I. (p), I. (p,) :: Qa@ - y)dpt"(r)dp,"(a)
| -  1 t  x  p ( A ) ^  \ t " / )

energia-integr6lok valamelyik6vel. Mennyiben vS,ltozik meg az elm6let ettdl?

2I). A fizik6b6l ismert Faraday-elv veti fel a k6rd6st: lehetne-e egy K
halmazon az egyensrilyi eloszlS,st nem val6sziniis6gi, hanem p(K): 1 (v6ges)

el6jeles Borel-m6rt6keken val6 infimum keres6ssel megtal6lni? Mi vd,ltozik
illetve marad 6rv6nyben ilyen megkozelft6s mellett?

22). Jelolje az E C Rd kompakt halmaz t6rfogat6,t (d_ dimenzi6s Lebesgue-

m6rt6k6t) lEl, u klasszikus Newtoni potenciS,lhoz tartoz6 kapacit6,s6t pedig

C(E). (A d:2 esetben a potenci6l magftiggv6ny negativit6sa miall az

energia-minimumb6l sztnmaztatott kapacit6st 6rtelm ezzik a szokS,sos expo-

nenci6,lis alakkal !) Ismeretes, hogy ha .E kapacitS,sa nulla, akkor egyben 0

Lebesgue-m6rt6kri is. Bizonyitsuk ezt be egy C(E) >,p(lBl) tipusri egyen-

lStlens6g igazol6s6,val, ahol e :: gd: lR+ -+ JR1 alkalmas szigorfan monoton

nov6 fiiggv6ny! (Utmutat6s: el6szor oldjuk meg gombre a feladatot, majd

tekintsiik a )lB megszoritott Lebesgue m6rt6ket E-n,6s egy olyan x6 pontot,

ahol az ylle potenci6,l maxim6,lis. Hasonlitsuk ossze -E 6s a vele azonos t6r-

fogatir, x6 kortili B(*0, R) gomb potenci5,lj6,t, 6s becsiiljiik meg ebb6l #f l"
energia-integr6,lj 5,t . )

I I.-.*
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