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El6sz6

Ez a jegyzet bevezetés szeretne lenni a potencidlelméletbe és alkalmazasaiba.
Alapjaul a Révész Szilard altal tartott hasonloé cimid eladéas, a korabbi évek
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CHAPTER 1

Harmonikus fiiggvények

1.1. Alaptulajdonsagok

A tovabbiakban legyen n > 1 rogzitett pozitiv egész, 2 C R"™ nyilt, nem-iires
halmaz. A szdmol4dsokban, amikor nem fontos egy konstans értéke, akkor c-t
irunk, kiilonb6z6 helyeken el6fordulé ¢ nem feltétleniil jelenti ugyanazt.

DEFINITION 1.1.1. Egy kétszer folytonosan differencialhaté, « : £ — C fiiggvény

harmontkus az Q-an, azaz v € H(Q), ha

(1.1.1) Au =0,

valtozora vonatkozban. Itt A az tgynevezett Laplace operdtor, mig (1.1.1)
az ugynevezett Laplace egyenlet. Legyen £ C R"™ nem-iires, nem feltétleniil
nyilt halmaz. Azt mondjuk, hogy v : F — C harmonikus E-n, ha u-t ki lehet
terjeszteni harmonikus fiiggvénnyé, egy az E-t tartalmaz6 nyilt halmazra. Ha
y € R", akkor egy u : Q — C fiiggvény y eltoltja az u(- —y) : Q +y — C
figgvény; ha r > 0, akkor u r-dilatdcidja az u(r-) : 1Q — C fiiggvény. Mivel
Alu(- —y)) = (Au)(- — y) az 2 + y halmazon és A{u(r-)) = r?(Au)(r-), ezért
harmonikus fiiggvény eltoltja és dilatacidja is harmonikus.

NOTATION 1.1.2. Jeldlje = = (7y,...,%,) az R" egy tetsz6leges pontjat, ||z|| :=
(w? + ...+ 22)!/* jel6lje az 2 vektor hosszat.

EXAMPLE 1.1.3. 1. w : R*\ {0} — R, w(x) = ||z>™, n # 2 harmonikus
figgvény.

Valoban, legyen u,(2) := |||, = # 0. Ekkor

(1.1.2) (Djug)(x) = cury||z]|*77,

(D2us) (@) = allef*™* (] + (o - 2)a2).
7
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igy kapjuk
(113) (A(L())(T) e Q(rl _J[_ o — 2) Ha?”u ..... 2 ,

ami pontosan akkor azonosan 0, ha o = 2 — n.

EXAMPLE 1.14. 2. u: R?\ {0} — R, u(z) := log ||| harmonikus fiiggvény.

Valéban, legyen w: R™"\ {0} — R, u(x) := log||z||. Ekkor
(Dyu)(w) = o o] .

(Dju)(a) = 2|~ (]]* = 225).
gy kapjuk
(D)) = (n = 2) ] %,

ami pontosan akkor azonosan 0, ha n = 2.

THEOREM 1.1.5. Legyen T": R™ — R"™ ortogondlis transzformdcio, T € O(n), és
u e C*(Q). Ekkor

AluoT) = (Au)o T, a T71(Q) halmazon.

PROOF. Legyen 1" matrixa az R™ standard bazisaban [¢,.]. Ekkor

Dyp(uoT) = Z t,j?n(Dj'll,) oT,
=1
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ahol 1,, jeloli az m-edik valtozéra vonatkozo parcialis derivaltat. Ujbél derivalva
és Osszegezve m-szerint, kapjuk

AwoT) = Y ¥ timbjm(DeDyu)o T

m=1 ]k‘—]

- Z ( tk'mtjm) (Dij’U,) o[’
1

Ezzel igazoltuk az allitast. [ ]

1.1.1. Feladatok. 1. Legyenek u és v valos értékd harmonikus fiiggvények.
Ekkor
A(uv) = 0 <= (grad u, gradv) = 0.
Megoldas: Mivel A(uv) = uAv + 2 (grad u, grad v) + vAu = 2 (grad u, grad v},
ezért kapjuk az allitast.
2. Legyen g € C*(R™) valosértékd és f € C*(R). Ekkor

(1.1.4) A(fog)=(f"og)llgradgl* + (f o g)Ag.
Megoldas: Kétszer parcidlisan derivalva, D;(f o g) = (f' 0 g)D;g, D;(foyg) =
("0 9)(D;9)” + (f' 0 g)D7g. EbbSl 6sszegzéssel adodik az allitas.
3. Legyen u € C*(Q2) pozitiv és ¢ konstans. Ekkor
Au') = tu T Au 1t — 1)ut=? ||grad ).

Megoldas: Legyen f := id;, ¢ := w, ahol id; : R* — R, idi(z) = z! és
alkalmazzuk az el6z6 feladatot.
4. Legyen u,v € C*(2), u > 0. Ekkor

+ uw(log w)? lgrad vl” + 20"~ (1 + viog ) (grad u, grad v) .
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Megoldas: Mivel D;(u’) = D;(e?'8 ) = "6 “((D,v) log u + (v/u)Dju), ezért
D?('uf”) = evlos “L(Dv)log u+ (v/ u)Dv]-'u}2
evloeuf( Div)log uw+ ((Dyv)/u)Dju
+ [((Djv)u —vDju) /u*] Dyu + (v/u)D3u},

+

azaz,
D3(u') = u"(Djw)(log u)® + 2vu’" ' (log w)(D;v)(Dju) + v*u’ ?(Dju)?
+  u"(log U,)(D?’U) +u""Y(Djv)(Dju)
+ u N (D) (Dyu) — u' o Dju)® + u"'"’"]v[)lf'u,

amelybdl Osszegzés és rendezés utén kapjuk a bizonyitandot.
5. Legyen A € M,, ,(R) és x € R". Ekkor

[Az|* [|Al[7 — ||AT Ax|]”
[Az|®

ahol || A|| - az ugynevezett Frobenius norma.

A(llAzl) =

Megoldas: Legyen A matrixa az R" standard bazisaban [a;;] és legyen

Qg £y
g 1= : .=
Ak In
T
Ekkor Ax = E a;x;. Ezért
i1
n n 1/2 n 1/2
|Az| = E a;x; E ey = E @iy {ag, ag)
im=1 =1 i6=1
lgy
Fe3
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valamint
T 2
D2l Aal| = —|As]~? (Z (s a») A gl
=1
= — Az Z z 2 (a5, 05) (s, a5) + el
i e=1
Ebbdl 6sszegzéssel kapjuk
Al Ael) = [jAz] ™ Al
— || Az]”? Z Zx,;:w; (ai, a;) (ae, aj) .
Q=] j=1
Mivel AT A = [b,,], ahol by, = (a,,a,) igy
jll UH ZI‘I/ b,,b@
if=1
l)“/
ahol b, = : . Ezt tovabb alakitva,
bnq
»1T41H ZZ! ebjiby = ZZT xe (ag, ;) {aj. ar) .
..... ]] -1 -----~1J =1

Ezzel az allitast 1gazoltuk.

6. Legyen u € H(R?). Mutassuk meg, hogy ha f holomorf C"-n, akkor
wo [ e H(R™).

Megoldas: Mivel f holomorf, ezért Af = 0. A 2. feladatot [ = u, g = f
valasztassal alkalmazva kapjuk az allitast.

7. Legyen T' : R" — R", n > 2, lineéris transzformaci6. Bizonyitsuk be,
hogy ha A(uoT) = 0 Vu € H(R™), akkor T' egy ortogonalis transzformaci6
skalarszorosa.

Megoldas: Legyen T métrixa az R" standard bazisaban [¢,,]. Ekkor (lasd 1.1.5
Tétel)

A(“’ © 7) = Z (Z z(A:vn,'tjrn,) (-Dk:Dju) ol

k=1 \m=1
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Legyen u(xy,...,T,) = 2,7, ahol 1 < ko, jo < n tetszélegesen rogzitett. Ekkor
u e H(R™), és igy a feltétel szerint
n

0= tko mtj()-m 5
1

azaz 1 métrixanak sorvektorai ortogonélisak. Ez azt jelenti, hogy

Au o T) == Z (Z tjmtjm) (DJDJU’) oT.

m==1

Legyen most u(zy,...,z,) = xj — 22, ahol 1 < ko,jo < n, kg # jo. Ekkor

u e H(R"), és igy a feltétel szerint

7 n
0=2 (Z tﬁom) —2 ( tf;?(,m> ‘,
m=1 m==1

azaz ‘[" matrixdnak sorvektorai azonos normajuak. Ebbsl mar kovetkezik az 4l-
litas.

8. Legyen u € H((2). Igazoljuk, hogy a v : Q@ — R, v(z) = (x, (gradu)(z))
figgvényre v € H(€2).

i1

Megoldas: Mivel v(z) = Z.’zri(Diu)(x), ezért

(Djv)(z) = (Dyu)(x) + Zari(DiDju)(at),
i=1

melyb6l (Dzv)(x) = 2(Dju)(1)+ZLL(D,l)fu)(1) Tehat Av = 2A'lb+z;l7i[)iﬁu,

= i=1

2

1 i
ahol r; az i-edik koordinatafiiggvény. Mivel Awu = 0, kapjuk az allitast.
1.2. Kozépérték tételek

LEMMA 1.2.1. (Gauss-Osztrogradszkij divergencia tétel ).
/dz’fude = /(w, n) ds,
Q a0
aholw = (wr,...,w,), w; € CYQ),7=1,...,n, ésn a kiilsé normdlis eqységuek-

tor.

REMARK 1.2.2. Az n = 1 esetben visszakapjuk azt a jol ismert allitast, hogy ha
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LEMMA 1.2.3. (Green tétel). Legyen Q@ C R™ korldtos, nyilt halmaz sima
hatdrral. Ekkor

/ (uAv — vAu) dV = / (uDyv — vDyu) ds,
O 89

ahol D,, jeloli a kiilsé normdalis egqységuektor szerinti iranymenti derivdltat.

PROOF. Tudjuk, hogy div{w = (gradf, w) + fdivw. Ezért
div(ugradv) = (grad u, grad v) + uAwv,
és
div(v grad u) = (grad v, grad u) + vAu.
Az 1.2.1 Lemma alapjan
(1.2.1)
/ ((gradw, gradv) + vAv) dV = / div(u gradv) dV = / (ugradv,ny ds,
! Q a9
és
/((gli&d v, gradu) + vAu) dV = /div(v grad u) dV = /<U grad u, n) ds.
) Q 89
A két egyenletet kivonva egymasbdl és felhasznalva, hogy D,u = {(gradu,n),
kapjuk az allitast. [ ]

LEMMA 1.2.4. Legyen 2 mint az 1.2.8 Lemmdban és v € H(S)). Ekkor

/ Dyuds = 0.

PROOF. Legyen v = 1 és alkalmazzuk a Green tételt. [ |

NOTATION 1.2.5. Jelolje B(a,r) := {x € R" : ||z — ]| < r} az a kdzéppontt
r sugart nyilt gdmbét, B(a,r) a zart gémbot, a B(0,1) egységgdmbdt jeldlje
normalizalt feliileti mértéket S-en g-val jeloljiik (tehat o(S) = 1). Jeldlje w, a B
térfogatat, o, az S felszinét.
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THEOREM 1.2.6. (Kézépérték tétel). Ha w € H(B(a,r)). akkor

ula) = / u(a+r¢)do(().

8

PROOF. El6szor tekintsiik az n > 2 esetet. Az altalanossig megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy B(a,r) = B. Legyen 0 < & < 1 tetsz6legesen rogzitve. Al-
kalmazzuk a Green tételt (1.2.3 Lemma) Q := {z € R" : = < |jz|| < 1} és

o(x) = ||lz]|*" valasztassal. Kapjuk

0=(2—n) /u ds — (2 —mn)e'™" / uds

8 S
(23
- / Dyuds —&=™" / D ds.
5 eS

Az 1.2.4 Lemma alapjan az utolsé két tag 0, igy

/u ds =el™" /u. ds,

g es

/u,d(f: /u(gg”) do(().

s s
Vegylink ¢ — 0-t és hasznéljuk ki « folytonossagat a 0-ban, kapjuk az allitast.

azaz,

A harmonikus fiiggvényeknek a térfogati integralra vonatkozoan is van kozépérték

tételiik. Ennek bizonyitasahoz sziikségiink lesz az alabbi lemmara.

LEMMA 1.2.7. Ha f € LY(R™), akkor

N"r(B) /f dV = / 7,71—1 / f(7€> dO’(C)({I
R” 0 S

Proor. Fubini tételét alkalmazva kapjuk az allitast. |
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THEOREM 1.2.8. (Ko&zépérték tétel térfogatra). Ha u € H(B(a,r)), akkor

1 .
'14((1)-m / wdV.

Bla,r)

PROOF. Feltehetjiik, hogy B(a,r) = B. Alkalmazzuk az 1.2.7 Lemmat [ := uyy
(x 1 a B karakterisztikus fiiggvénye) valasztassal és hasznaljuk a kozépértéktételt
(1.2.6 Tétel). [

Késébb a 77 fejezetben igazolni fogjuk a kozépérték tételek megforditasat.

A kozépérték tételeknek szamos kovetkezménye van. Az aldbbi a harmonikus

fiiggvények gyokeirdl szol.

COROLLARY 1.2.9. Egy valdsértékd harmonikus fiigguény gyokei sohasem izoldl-
tak.

PROOF. Tegyiik fel, hogy u € H({2) valésértékd és u(a) = 0. Legyen r > 0
olyan, hogy B(a,r) ¢ Q. Mivel u atlaga dB(a,r)-en ), ezért u vagy azonosan 0
OB(a,r)-en, vagy felvesz pozitiv és negativ értéket is. Ez utobbi esetben mivel
folytonos a 0B(a,r) kompakt halmazon, ezért u-nak van zérushelye dB({a,r)-en.
Tehéat u-nak van zérushelye minden elegendGen kicsi a-kdzépponta gombon, igy

a nem lehet izolalt gyoke u-nak. [ ]

REMARK 1.2.10. Az wu valosértékiiségét fel kell tenniink az el6z6 kovetkezmény-
ben, amint azt az aldbbi példa mutatja. Legyen n > 2 és

n

u(z) = (1 —n)ai + Z Ty +iz).
=2

Ekkor u csak az origbban tiinik el.

1.3. Maximum elv

DEFINITION 1.3.1. Az ) nyilt halmaz Gsszefiiggs, ha nem bonthato fel két

diszjunkt nem-iires nyilt halmaz ni6jara.

Osszefiiggs nyilt halmazokra érvényes a kovetkezs allitas:
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LEMMA 1.3.2. Az () dsszefiiggd nydlt halmaz barmely két pontjihoz megadhatd egy

azokat 6sszekdtd gombldne, azaz véges sok egymdsra kivetkezd gomb gy, hogy
(1) az egyik adott pont az elsd, a mdsik adott pont az utolsé gomb kozéppontia;
(ii) mindegyik gomb belsejében tartalmazza a kévetkezd gomb kézéppontjdt;

(i5i) mindegyik gomb Q-ban van.

THEOREM 1.3.3. (Maximum elv ). Legyen ) dsszefiggd, u € H() valdsértéki.

Ha w-nak van mazimuma vagy minimuma $2-ban, akkor u konstans.

PROOF. Tegyiik fel, hogy u-nak maximuma van a € (-ban. Legyen r > 0 olyan,
hogy B(a,r) C €. Ha u kisebb volna mint u(a) a B(a,r) valamely pontjaban,
akkor az u folytonossaga miatt u-nak a B(a,r) gémbre vonatkoz6 térfogati in-
tegralatlaga kisebb volna mint u(a), de ez ellentmond az 1.2.8 Tételnek. Tehat
u konstans B(a,r)-en. Az 1.3.2 Lemma alapjan kovetkezik, hogy u konstans
Q-n. [ |

A tétel alabbi kovetkezményében nem sziikséges feltenni () Gsszefiiggéségeét.

COROLLARY 1.3.4. Legyen 2 korldtos és u € C(Q)(\H(2) valdsértéki. Ekkor

Ebbél az allitasbol kovetkezik

COROLLARY 1.3.5. (Unicitas) Ha ) korldtos, u,v € C(Q) (" H(Q) valdsértékiiek

Szavakban ezt ugy fogalmazhatjuk meg, hogy egy korlatos tartomanyon har-
monikus fiiggvényt egyértelmiien meghataroznak a hataron felvett értékei.

REMARK 1.3.6. A fenti Allitdsban ) korlatossidga nem hagyhato el. Valoban,
legyen 2 = {z € R" : xz, > 0}, u(z) := 0, v(z) := z,, (x € Q). Ekkor
wor € CQYMH(Q) és u=v a d-n, de u # v.

Nem-korlatos ) esetén vagy ha u ¢ C(€2), akkor a maximum elv kovetkezs val-

tozatat lehet hasznalni:
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COROLLARY 1.3.7. Legyen u € H(Y) valdsértékd és tegyik fel, hogy
lim supu(ay) < M
k00
minden olyan (a) C §) sorozatra, melyre klim ar € O J{oo}. Ekkor v < M az
(30X

{2-n.

REMARK 1.3.8. Az allitas igaz marad, ha lim sup helyett lim inf-et {frunk és meg-

forditjuk az egyenl6tlenség iranyat.

PROOF. Legyen M’ := sup{u(x): x € Q} és valasszuk a (b;) C ) sorozatot agy
hogy u(b;) — M.

Ha (b, )-nak van olyan részsorozata amely konvergal valamely 4 € € ponthoz,
akkor u(b) = M’, és {gy a maximum elv miatt v konstans, (v = M), az Q-nak b-t
tartalmazo €), komponensén. Ekkor minden olyan (a;) C €, sorozatra, melyre
limyone . € 09y | {00}, teljesii], hogy w(ax) = M’ (k=1,2,...), ésigy M’ < M.

Ha (), )-nak nincs olyan részsorozata amely konvergal valamely b € ) ponthoz,
akkor (b, )-nak van olyan (ay;,) részsorozata, melyre limy, .., a; € 9QJ{oc}. Ekkor
szintén kapjuk, hogy A" < M. [ |

COROLLARY 1.3.9. (Unicitas) Ha Q) nem-korldtos, u,v € C(2) (VH(QY) valdsérte-

kiek, v = v a 0Q-n és limu = limv, akkor u = v az Q-n.

(o ¢]

PROOF. Alkalmazzuk az 1.3.7 Kévetkezményt u — v, M := 0 valasztéassal, majd
v — 1 valasztassal. |
COROLLARY 1.3.10. (Unicitas) Ha Q korldtos, u,v € H(Q) és limu = limv

aedf) 2E€H0

Proor. Alkalmazzuk az 1.3.7 Kovetkezményt u — v, M := 0 valasztassal, majd

v — u valasztéssal. "

A kovetkez6 allitas a maximum elv egy valtozata komplexértéki fiiggvényekre.

COROLLARY 1.3.11. Legyen 2 dsszefiggd és w € H(2) komplezértékd. Ha |ul-nak

van mazimuma $2-ban, akkor u konstans.



18 1. HARMONIKUS FUGGVENYEK

PROOF. Tegyiik fel, hogy |v| maximuma M, melyet az ¢ & () pontban vesz
fel. Valasszuk meg A € C-t ugy, hogy [A\| = 1 és Au{a) = M. Ekkor a Re\u
valosértéki harmonikus fiiggvénynek A maximuma van a-ban. Ezért a maximum
elv (1.3.3 Tétel) miatt Re Au = M az Q-n. Mivel |Au| = |u| < M, ezért Im Au = 0

az O-n. Igy \u, és ennélfogva v is, konstans az Q-n. ]

Az 1.3.11 Kovetkezmény az 1.3.3 Tétel megfelelGje komplexértékii fiiggvényekre.
Hasonl6an, az 1.3.4 és 1.3.7 Kovetkezmények is igazak komplexértékd harmonikus
fiiggvényekre, de csak maxzimum illetve limsup |u] esetén. Nincs ugyanis mini-

mum elv |u|-ra (legyen w(x) := z1 a B-n).

A maximum elv lokélis valtozatat azutan tudjuk majd bizonyitani, miutan iga-

zoltuk, hogy minden harmonikus fiiggvény valos analitikus (lasd 7777).

1.3.1. Feladatok. 1. Legyen 2 C R” korlatos, nyilt halmaz sima hatarral.
Legyen u € C*(Q)) olyan, hogy A(Au) = 0 az Q-n és u = Dyu = 0 a 9-n.
Igazoljuk, hogy wu = 0.

Megoldas: Alkalmazzuk az 1.2.3 Lemmat v := Au valasztassal. A feltevéseket
felhasznalva kapjuk )

/ (Au)2dV = 0,

Q
azaz u € C(Q)(H(Q). Az 1.3.4 Kovetkezményt figyelembe véve kapjuk az 4l-
litast.

2. Tegyiik fel, hogy €2 Osszefiiggs, u € H(S2) valésértékd. Ekkor ha u nem
konstans 2-n, akkor u(£2) nyilt R-ben. (Azaz, v nyilt leképezés (2-bol R-be.)
Megoldas: Mivel Q2 6sszefiiggd, ezért u(€2) is Osszefiiggd, azaz intervallum. Legyen
w € u(Q)) tetszbleges. Ekkor dr € Q : wu(x) = w. Legyen r > ( olyan,
hogy B(x.r) < €. Mivel v nem konstans ()-n, ezért a maximum elv miatt
da.b € u(Q) : u(B(z, 7)) C (a,b) C u(f2). Ezzel az allitast igazoltuk.

3. Legyen ) korlatos és 02 dsszefiiggs. Ha v € C(Q) ) H(Q2) valésértéki, akkor

() C u(09).
Megoldas: Ha u(0f2) egypontt halmaz, akkor az 1.3.4 Kovetkezmény miatt
konstans ()-n, és ekkor az allitds igaz. A tovabbiakban feltehetjiik tehat, hogy
u(0€)) intervallum. Ismét az 1.3.4 Kovetkezmény miatt u(2) C u(Q)) = u(99),
mivel #(0€2) intervallum.

4. Egy fiiggvény radidlis, ha az értéke a-ben csak |lx|-t6l fiigg. Bizonyitsuk
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be, hogy ha u € H(B) radialis, akkor u konstans B-n.
Megoldéas: Els6 lépésben olyan v : R* — R fiiggvényt keresiink, mellyel az

u(e) = ¢(||z||) fiiggvény megoldasa a Laplace egyenletnek. Legyen r := |z]|.
Ekkor
o x; - N 1 o
(Dju)(a) = 1;’(7‘)71 és (Dju)(z) = v (7');5«%1} (r) bl A L....n.
Ebbal .
(Aw)(x) = v"(r) + L —'(r).
Igy a Laplace egyenlet szerint
. n—1
V" (r) + Pm—*——v’(‘r) = 0.
-

Ennek megoldasa v'(r) = ar'™, ahol a € R tetszéleges allands. Ezért r > 0
esetén
blnr +¢, han=2,

br¥™ + ¢, han # 2.

Ezzel tehat el6allitottuk a Laplace egyenlet tgynevezett alapmegolddsat.

v(r) =

Mivel «(0)) véges, ezért n > 1 esetén csak b = ( lehet, azaz, u konstans B-n.

n =1 esetén u(x) = bx + ¢ = blz| + ¢, tehat b = 0, azaz, u konstans B-n.

REMARK 1.3.12. Az el6z6 feladatban egyuttal igazoltuk a kovetkezs allitast:
Legyen 0 < 7; < 1y < oo. Ekkor az u € H(B(0,75) \ B(0,r,)) feltételnek
eleget tevd radialis fiiggvények

blo|lz|| +¢, han=2,
bllel”™ + ¢, han#2.

u.(g?) =

1.4. Poisson magfiiggvény a gbmbdn

A kozépérték tulajdonsag szerint ha v € H(B), akkor

u(0) = /u(g) do ().

g
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Igazolni fogjuk, hogy Vz € B-re u(x) az u sulyozott integralatlaga az S-en, vagyis

3P B xS - C magfiiggvény, amelyre

ula) = / W(Q) Pz, ¢) do (),

~

Va ¢ BB és Yu € H(DB).

L Jaf*
o P

Az n > 2 esethez sziikségiink van az alabbi lemmara.

P(x,¢) =

LEMMA 1.4.1. (Szimmetrizéeiés lemma ).

(1.4.1) — Iyl = Yo,y € R™\ {0}

[1“ = lal,

PRroor. Kozvetlen szamolassal vagy a vektorok altal kifeszitett haromszogek egy-
bevagosagabdl adodik. ]

I’ meghatarozasahoz kovessiik a kozépérték tételnél hasznalt gondolatmenetet.

Tegyiik fel, hogy u € H(B). Amikor igazoltuk, hogy u(0) az u atlaga S-en,

Sy, . .. .
valasztassal; ez a fliggvény

akkor a Green azonossagot hasznaltuk v(y) = ||y||
harmonikus B\ {0}-an, szingularitasa van 0-ban, és konstans S-en. Rogzitsiink
most egy x € B\ {0} pontot. Ahhoz hogy u(z) az u sfllyozott atlaga legyen
S-en, az el6zdek alapjan érdemes probalkozni a v(y) = |y — x[|> ™ valasztassal.,
Ez a fiiggvény harmonikus B \ {x}-en, szingularitdsa van z-ben, azonban nem

konstans S-en. A szimmetrizaciés lemma alapjan

2—n

U

(1.4.2) ly =l = = |y - yES.

z
2
]
Az egyenlet jobboldalan szerepls fiiggvény, mint y fiiggvénye, harmonikus B-

on. Ezért a bal és jobboldal kiilonbségének megvan az Osszes altalunk ohajtott

tulajdonsaga.
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Legyen tehat v(y) := L(y) — R(y), ahol

2—n
. N Dy T
L) =lly —lP™,  Rly) =2l [y - 'uy.n‘-"ll

Valasszunk egy € > 0 szdmot oly mddon, hogy B(z, &) C B legyen. Alkalmazzuk
Green tételét (1.2.3 Lemma) ugyantgy, mint a kozépérték tétel (1.2.6 Tétel)
bizonyitasanal. Legyen ) := B\ B(z, ¢). Kapjuk, hogy

0= / uDpvds — / uldyvds + / vDyuds

S OB(x,2) OB{r,z)
= / ulyvds— / uDy L ds+ / uD, R ds+ / LDjuds— / RDjuds
E IB{x.e) (Jb’(rc) dB(l,} OB (x.€)
E= / uDyv ds — (2 —n)e'™" / uds + / wDaRds
s OB{x.g) OB (x,e)
g / Dyuds — / RD,uds
1'7[3‘(.17,5) (’3]3%:1:,5)
s /an'u ds — (2 — n)ou(z) + / ulDy R ds — / RDyuds.
s ()b’(%:) dB(J,)

ahol felhasznaltuk a kozépérték tételt és az 1.2.4 Lemmaéat. Mivel uD, R és RD,u
korlatos £5-n, ezért az utolsé két tag O-hoz tart midén £ — 0 + . Tehat

1
u(r) = 5 /U,Dn‘l? do.
-n

s

Legyen P(u,¢) := (2 —n) "} (Dyv)(() és megkapjuk a keresett formulat,

(1.4.3) u(x) = /'U(C)P(.’IT, ¢)do(C).
5
Mar csak (Dyv)(C) értékét kell kiszdmolnunk. Nyilvan (D,v)(¢) = (D,L)({) —
(DWI)C). Tt
(DaL)(C) = ((grad L)((),n}, (DnlR)(C) = {(grad R)(¢),n},

ahol
n={(({,...,¢)eSs.
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Mivel 1 : R"\{0} — R, u(y) == |Jy||>™, n > 2esetén (Dju)(y) = (2--n)y; |ly[| ™"
ezért (grad L)(¢) = (2 —n)||¢ — z||™" (¢ — ). Hasonléan kapjuk, (grd,(lR)(C) =

(2=l |i¢ M??Pi (C“u.ﬁsz)'Ekkor
((grad L)(¢),n) = (2= m) I — 2| ™ (1 — {, ).
és
(arad B ) = @—m el o= 5] (l—jlm
j"'l’), .
= =)l - 251 (el - Q)
- )|l € = o (el = 42, C))
UV @) ¢ = el (el - (e )
Tehat
u)nl”)(C) = (DnLMC)M(DnR)(C)
= @=a)|C— a1 |2
Vegiil,
R T o
(1.4.4) Pz, ¢) T

DEFINITION 1.4.2. A P fiiggvény a Poisson magfiiggvény; fontos szerepet fog
jatszani a kovetkez§ fejezetben.

A tovabbiakban a magfiiggvény néhany fontos tulajdonsagat igazoljuk, melyeket
hasznalni fogunk a késGbbiekben.

LEMMA 1.4.3. Legyen ¢ € S. Fkkor P(-,{) € H(R"\ {(}).

PROOF. Mivel P(z,¢) = (1 - [Jz]|*) [z — ¢|| ™. ezért legyen u(x) := 1 — ||lz||°, és
o) = o — 7" Mivel Aluv) = ulAv + 2 (grad u, grad v) + vAu és

oradu = —2x, gradv = —n(z — ) lo — ¢|| "7,
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tovabba (1.1.3)-t hasznalva

Au = —2n, Av=2n|z—¢C| "2,

LEMMA 1.4.4. A Poisson magfigguényre teljesil, hogy
(a) P(z.¢) >0 Vze& BV(eS;

(b) | Pla.Qdo(¢)=1 Vee B

/) P(z,()do(¢) — 0, haxz — 7.

lg—nl>o

PROOF. (a) kdzvetleniil kovetkezik (1.4.4)-bol. Mivel ||z — (|| — |ln— (|| > 6 >
0.6s (1 — |lz|I*) — 0 ha = — 1, ezért adodik (c). (1.4.3)-ben u = 1-t véve kapjuk
(b)-t. |

1.4.1. Feladatok. 1. Hatarozzuk meg a B(a,r) gombre vonatkozé Poisson
magfiiggvényt.
Megoldas: A fejezet elején szerepld méasodik integralformulat kell altalanosita-
nunk. Jelolje Q(z, () a keresett magfiiggvényt. Ekkor teljesiilnie kell, hogy

u(z) = / u(Q)Q (x,¢) do(¢), Vz € Bla,r).

Bla,r)

Mivel w(r - +a) € H(B), ezért

u{ry + a) = /-u('rT +a)P(y,7)do(T) VyeS.
s

Ezt igy alakithatjuk at

u(z) = / YII(C)PCZ;G;CZG) ?,,}vl(iO(C)

ABla,r)
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O, C) — "1 P (1 —e ¢ — (1) _ 172 =l —-(JHZ

Y A PRk

Tehét

1.5. A Dirichlet probléma a gémbodn

A feladat a kovetkezd:

Legyen adva az f € C/(S) fiiggvény. Létezik-e olyan u € C'(B) (VH(3)
fiiggvény, melyre u|s = f7 Ha igen, hogyan lehet meghatérozni? Ez az ugyn-

evezett Dirichlet probléma a gombre.

A maximum elvbél tudjuk, (lasd 1.3.5 Kovetkezmény), hogy ha létezik megoldas,

akkor az egyértelm.

A feladat megoldasanak otletét az (1.4.3) formula adja. Ha torténetesen [ = u g ,

ahol « € H(B), akkor

ul{x) = /]"(C)P(.U,C) do((), Ve B.
3

A Dirchlet probléma megoldasdhoz megforditjuk a logikai sorrendet: ha adott
f e C'(5), akkor a fenti formulaval definidljuk az f kiterjesztését B-re és bizunk

benne, hogy u lesz a keresett megoldés.

DEFINITION 1.5.1. Tetsz6leges f € C(9)-re definialjuk f Poisson integrdljdt,
P fl. a kévetkezé modon

Plfi(z) = /f(C)P(;L', C)do(¢), V&e B.

S

Az alabbi tételben igazoljuk, hogy a Poisson integral megoldja a gdmbre vonatkozo
Dirichlet problémét.

THEOREM 1.5.2. Tegyiik fel, hogy f € C(S). Legyen

P[fl(z) ha =z € B,
w(x) = | '
) f(x) ha z€S.

Ekkor v € C(B) NH(B).
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PROOF. u € H(B): az integralas és derivalas sorrendjének felcserélésével

(1.5.1) Au— A(Pf /f OAP(-C)) do(C) =0,

az 1.4.3 Lemma alapjan.

u € ('(B): Eleég belatni, hogy u € C(S). Legyen n € S és = > 0 rogzitett.
Valasszuk meg a § > 0 szamot gy, hogy |f(() — f(n)] < &. ha || —n|] < § és
(€ 5. Mivel » € B, ezért a 1.4.4 Lemmat ((a) és (b)) hasznalva igy becsiilhetiink

()~ ()] = I [ U@ = P 0 et
5
< / + / 1£(C) = fm)] Pz, ¢) do(()
lc-nli<s  Ic-ml>5
< Fyz'j”qc / Pz, ¢)do(0),

-0

ahol ||/ jeloli az f supremum norméajit S-en. Itt az utolso integrél kisebb mint
= ha 1 elég kozel van 7-hoz (a Lemma (c) pontja alapjan). Ezzel igazoltuk, hogy
u folytonos 7-ban. ]

Most bebizonyitjuk az (1.4.3) egy ersebb valtozatat.

THEOREM 1.5.3. Haw € C(B)N H(E’) akkor uw = Pluls] a B-n.

PROOF. Az 1.5.2 Tétel alapjan u — Plul|s] € C(B)NH(B) és u— Pluls] =0 az
S-en. A maximum elv (1.3.4) miatt v — Plu|s] =0 a B-n. |

Mivel az cltolas és a dilatacid megérzi a harmonikussagot, ezért az eredmények
tetszoleges B(a,r) gombre atvihetSek.

Mielstt a kovetkezd tételt kimondanank, bevezetiink néhany jeldlést a tobb-
valtozos fiiggvények differencidlasaval kapcsolatban. « egy multi-index, ha
a = (o, ..., a,) nem-negativ egészekbdl all6 szam n-es; D® := D' ... Do,

ahol DV . jeloli a j-edik valtozo szerinti cvj-rendd parcialis derivaltat.

THEOREM 1.5.4. Ha u € H(SY), akkor u € C™(Q).
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PROOF. Ha v € C(B) N H(B), akkor az el6z6 tétel alapjan

/7‘ P(z,()do((), Vxe B.

Felcserélve a derivalas és integralas sorrendjét, (emlékeztetiink, hogy P(-,¢) €
(R"\ {¢}). 1.4.3 Lemma), kapjuk, hogy

(1.5.2) (D%u)( /f(g (D*P)(x,()do((), Va € B Vo,

ahol (D“P)(x, () a P(-, () fiiggvény o-adik parcialis derivéltja az = helyen, midén
( rogzitett. Ezt a gondolatmenetet az {1 tetszSleges pontja koriili elegendGen

kicsiny gombre elismételve, kapjuk az allitast. [ |

A kovetkezs tétel a komplex fiiggvénytanbol jol ismert egyenletesen konvergens

holomorf fiiggvénysorozatokra vonatkoz6 allitas megfelelGje.

THEOREM 1.5.5. Tegyik fel, hogy u,, € H(Q), m = 1,2,..., u,, = u VK & )
halmazon. Ekkor v € H(Q). S6t, Vo multi-indexre D%u,, =2 D%u YK & )

halmazon.

PROOF. Legyen B(a.r) C ) tetsz6legesen adott. Megmutatjuk, hogy « har-
mounikus B(a, r)-en és hogy minden « multi-indexre D%u,, egyenletesen konvergal
D*u-hoz a B(a,r) minden kompakt részhalmazan. Az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltehetjik, hogy B(a,r) = B.

Tudjuk, hogy

U (2) = /Um((,) (z,()do(¢), Ve B Vm.
5

Mindkét oldalon elvégezve a hataratmenetet, kapjuk
u(r) = /u(C)P(;T.,(‘:)d(r(()7 Ve € B.
s

Tehét « harmonikus B-n.
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Legyen o multi-index és x € B. Ekkor

(Dun)e) = [ unlOD P, do0

S
. / WO DPP) (z, ) do(C) = (D) (x).
s

Ha K & B3, akkor D“P egyenletesen korlatos a K x S halmazon és igy D%u,,
egyenletesen konvergal D%u-hoz a /{-n. |

1.5.1. Feladatok. 1. Legyeng: B — R, g(z) = /P(;r;,, ¢) do((). Igazoljuk,
S

hogv ¢ radialis és harmonikus B-n, igy bizonyitva, hogy /P(;l:, ()do(¢) = 1.

%
Megoldas: Az, hogy g harmonikus, kovetkezik az (1.5.1) formulabol, ha ott f

helyébe 1-t frunk. Mivel P(x, () = ,li HC[I‘”’ ezért elég igazolni, hogy /TI‘IT' do(¢)

radialis. Legyen y € B olyan, hogy HyH - ||z]| . Ekkor van ol§an T linearis
transzformacio, forgatas, amelyre y = Tw. Mivel T(S) = S, és ¢ invaridns a
forgatasokra nézve, ezért az integral értéke nem valtozik, ha w helyébe y-t irunk.
Az 1.3.1 Feladatban igazoltuk, hogy ekkor g konstans. Tehat g(x) = ¢(0) = 1.
Ezzel belattuk az Allitast.

2. Mutassuk meg, hogy P[f oT| = P[f]loT,Vf e C(S), VT € O(n).
Megoldas:

PlfoT)(z) = /fICPUe%w()

- /f g 1010

— T e
/j § 1_1___§lL(w<<‘)
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1.6. A kozépérték tételek megforditasa

Lattuk, hogy minden harmonikus fiiggvénynek van kdzépérték tulajdonsaga. A
Dirichlet probléma megoldhatésagat felhasznalva belatjuk, hogy igazak a fordi-
tott iranyu allitasok is.

THEOREM 1.6.1. Tegyiik fel, hogyuw € C'(2). HaVx € Q 3(r;) pozitiv tagi sorozat,
r, — 0. melyre
u(xz) = /u(l +r;¢)do(¢), Vi,
K

akkor u € H().

PRrROOF. Az Altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy w valdsértékii.
Tegyiik fel, hogy B(a,R) C €. Legyen v a Dirichlet probléma megoldasa a

B, R) gémbén, melyre v ]f)B(u,,m = U |oB(a.r) - Megmutatjuk, hogy v = v a

B{«, R) gébmbon, igazolva ezzel a tételt.

jaban. Legyen E = {z € B(a,R) : (v — u)(x) maximalis}. Ekkor £ C B(a, R)
kompakt halmaz. Legyen « € 0F olyan, melyre dist(0F, S{a, R)) = dist(x, S{a, R)),
ilyen az F kompaktsaga miatt létezik. A tétel feltétele miatt létezik r > 0 agy,
hogy B(x,r) ¢ Bla,R) és u(x) az u integrdl atlaga a OB(x.r)-en. Mivel v
harmonikus B(z,r)-en, ezért kapjuk, hogy

(v —u)(z) = /(7} —u)(x +7¢)do(C).
3
Ez azonban ellentmondés, mert az x koriili » sugara gombfeliileten van olyan
pozitiv mértékd halmaz, ahol v —u < (v — u)(z). Tehat v — v < 0 a B(a, R)
gémbon. Hasonléan, u — v < 0 a B(a, R) gdmbdon. [ |

REMARK 1.6.2. A fenti tételben u folytonossiga nem hagyhato el. Valéban,
legyen {2 = R" és
1, ha z, > 0,
w(z):=+<¢ 0, ha z,=0,
-1, ha xz, <0.
Ekkor u{r) az u integralatlaga minden 2 kozépponti gombfelileten ha ux, =

0, és w(x) az u integralatlaga minden = kozépponti elegend&en kicsiny sugart
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gombfeliileten ha 2, # 0. Azonban v nem folytonos, még kevésbé harmonikus

R’-en.

A térfogati integral kozépértékre vonatkozd tétel megforditasaban nem kell fel-
tenni « folytonossagat, viszont a kozépérték tulajdonsagot minden sugirra meg

kell kovetelniink.

THEOREM 1.6.3. Tegyiik fel, hogy w € L} (). Ha ¥ B(a,r) C ) esetén

loc
(a) L / udV,
UL Q) == o uay,
VB )
Bia,r)

akkor 1 € H(CL).

PROOF. Elgszér bebizonyitjuk, hogy v € C().

Legyen a € () rogzitett és legyen (a;) C 2 olyan sorozat, hogy lim«; = a. Legyen
i @ Q olyan, hogy a € int K. Ekkor 3r > 0 melyre B(a;,r) ¢ K minden
clegendéen nagy j-re. Mivel u € L} (), ezért a dominélt konvergencia tétel

miatt
wla;) = -___m]_'m ................ : / wdV = mm.__]_‘_ / WX AV
L) V(B(a,r)) . V(B(a,r)) . Blag.)
F)’(\a./]‘,?’) 174
1 ) o
- m/ UX Blay) AV = u(a).
K

Tehat v € C(Q2).

Most megmutatjuk, hogy u & H(Q).
Az 1.7.2 Tétel bizonyitasaban latott gondolatmenet értelemszerd modositasaval

kapjuk az allitast. |

1.6.1. Feladatok. 1. Tegyiik fel, hogy u € C({2). Ha Vo € Q 3(r;) pozitiv
tagu sorozat, r; — 0, melyre
1 , ‘
11,((17) m m / U d"’ \V/].,

B(""?’“j)

Megoldas: Az 1.7.2 Tétel értelemszerti modositasaval adodik az allitas.
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2. Tegyiik fel, hogy uw € C(B) és Vo € B Ir(z) € (0,1 — ||z|]). melyre

w(r) = / u(z + r(x)¢) da ().
Bizonyitsuk be, hogy v € H(B).
Megoldas: Az 1.7.2 Tétel bizonyitasanak gondolatmenetét hasznaljuk. Az al-
talanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy u valosértékd. Legyen  a Dirich-
let probléma megoldasa a B gdmbén, melyre v|s = u|s . Megmutatjuk, hogy

Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy v — u pozitiv a I3 valamely pontjaban.
Legyen £ := {z € B : (v — u)(x) maximélis}. Ekkor £ C B kompakt halmaz.
Legyen = € JF olyan, melyre dist(0F, S(a, R)) = dist(x, S(a, R)), ilyen az £
kompaktsiga miatt letezik. Az allitas feltétele miatt létezik () > 0 gy, hogy
B(x,r(r)) € B és u(x) az u integral atlaga a dB(x,r)-en. Innen a bizonyitas a
1.7.2 tétel bizonyitasanak értelemszerd modositasaval befejezhets.

3. Alkalmas ellenpéldaval mutassuk meg, hogy az el6z6 feladatban az v € C'(B)
feltétel nem gyengithets u € C'(B)-re.

Megoldas: HELPI!!!

4. (Hopf lemma) Tegyiik fel, hogy u € H(B) valosértékd, nemkonstans. Ha u
a maximumét 5-on a ( € S pontban veszi fel, akkor

w(()—u(r)=<1—r, Vre(01).

Vezessiik le ebbdl, hogy (Dyu)(¢) > 0.
Megoldas: Tudjuk, hogy (1. (1.4.3) )

u(rf) = /’LL(T)P('/’Q, T)do(T).
o
Tovabba az 1.4.4 Lemma, (b) alapjan
u(C) = /'tL(C)}’(v‘(,',T) do (7).
A két egyenletbdl
w(C) —u(r¢) = /{u(() —w(T)|P(r(, ) do(r).

8
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Legyen d > 0 és jelolje S7(¢) .= {7 € S: It — (]| > ¢} . (Ha § elegendGen kicsiny,
akkor S;(() # 0.) Ekkor
u(C) = u(r¢) > / [u(C) — u(;’)]ﬁl% do ().
57(6)
Mivel « nemkonstans, ezért n € S : u(n) < u((). Ha d elegend&en kicsiny, akkor
€SP ésigy Je > 00 SS(y) = {r e S ||r—nl <} € S7(¢). Irhatjuk
tehat

/ . | ) 11—
u(() —u(r¢) > / [u(C) — U(ﬂ]m do(7)
S“/L(?]‘l
Ha - > 0 elegend6en kicsiny, akkor u(¢) — u(r) > ¢ > 0, V7 € S5(n). Mivel

¢ =7l < 2, ezért

w(Q) —u(r() > (1 —72) > (1 — 7).

Masrészt

1

—u(r() = / (gradw)(t¢), () dt

¢s Igy
w(C) = u(rd) /1 {{(gradu)(t(), ) dt < /H grad u)(tQ)| dt < (1 — 7).

Ezzel belattuk az allitas elsd felét.

Ami a masodik felét illeti,

(Dyu)(¢) = lim c> 0.

r—1-0 11— -

5. Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladatban ha { az v |g-nek csak lokdlis szigoru
maximuma, akkor az als6 becslés nem teljesiil.

Megoldas: HELP!!

6. Tegyiik fel, hogy w € H(B) és (Dyu) |s = 0. Ekkor u konstans.

1. Megoldas: Ha « nem volna konstans, akkor a 4. feladat alapjan 1étezne olyan
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2. Megoldas: Helyettesitsiink v := u-t (1.2.1)-be. Ekkor kapjuk, hogy / lgradul|* dV = 0,
0

amibdl kovetkezik az allitas.

1.7. Gravitaciés erGtorvény

Newton a testek kozott hato tomegvonzas torvényét a csillagaszati mérések ered-
ményeire alapozva allitotta f6l. Nézzlik most meg, hogy hogyan lehet levezetni
szigordan matematikai Gton, néhany egyszeri és természetes feltevésbgl.
Vegylink egy m és egy M tomegi pontszeri testet. Legyen a koordinatavektoruk
villetve y. z,y € R", n > 1, & # y. Jelolje F: R” x R" — R azt a fiiggvényt,
amelyik megadja az egyik testnek a masik testre gyakorolt vonzasat. Mivel az
erSk parosaval lépnek fel, ezért F(z,y) = —F(y,x). Legyen T : R" — R" tet-
sz6leges tavolsagtartd leképezés. Tegyiik fel, hogy

(1) T{F(r,y) = F(T'(2), T(y)),
azaz, a testek kozott hato erd csak a pontok egyméshoz viszonyitott helyzetétst

fiigg, fliggetlen a koordinata rendszer megvalasztasatol.

Ezért az &ltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az egyik test az origoban

van rogzitve. Az egyszertsités kedvéért vezessiik be az
JiRT =R f(z) = F(2.0)

jeloléseket. Ekkor (1) igy irhaté at

(1) T(f(2)) = F(T(2)).

A tovébbiakban el6szor az n > 3 esetet vizsgiljuk, majd utdna az n = 1,2

3

eseteket.

Elészor megmutatjuk, hogy f sztikebb értelemben centrilis erd, azaz olyan erd,
amelynek tart6 egyenese mindig a centrumon (jelen esetben az origd) megy At,
és amelynek nagysaga csak a centrumt6l szamitott tavolsagtol fiigg.

Legyen ¢ € R\ {0}, tetszélegesen valasztva. Bontsuk fel f{e)-t ¢-vel parhuzamos

és ¢-re merGleges Osszetevikre.

ri= g0 - (e 15 15
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Ekkor (r.¢) = 0. Tegyiik fel, hogy 7 # 0. Legyen ¢,7 € V C R", dimV =
tetsz6leges altér. Definidljuk a 7" : V — V lineéaris lekepezest ugy, hogy

7. er—e,

Ekkor 7" € O(3) és igy tavolsagtarto leképezés. Terjessziik ki 7-t R"-re ugy,
hogy R \ V-n az identits legyen. Ekkor 7 : R" — R" és T' € O(n), tehat T

tavolsagtartéd leképezés. LBzért

o (o) )
o <f<f<«>> r (<)) = e = el

ami ellentmond 7 # 0 feltevésiinknek. Kaptuk tehat, hogy

fle) = { S0 g5 ) i = V1he) T

Mivel tetszéleges origo koriili /¢ elforgatas tavolsagtarto, ezért

(11

(fle),e) = (R(f(e)), R(e)) = (f(R(e)), Rle)) .
Dz, ¢ RT — R,

azaz, {f(e),e) csak e nagysagatol fiigg. Tehat f(z) = o
‘/A « Rn

z

A kovetkezd 1épésben hasznaljuk fel a tomegkdzéppont tételét:

Pontrendszer tomegkozéppontja (siulypontja) ugy mozog, mintha az egész rend-
szer tomege a tomegkozéppontban lenne egyesitve, és az Gsszes kiilsé erd erre a
pontra hatna.

Ez a tétel jogosit fel arra, hogy a kiterjedt testet anyagi pontnak tekinthessiik,

mert hiszen a test sﬁlypontja gy mozog, mint egy M = > M; toémegl pont az

Kovetkez§ feltevésiink az, hogy

(2} A tomegkozéppont tétel végtelen sok anyagi pontbol allé rendszer esetén is
fennall.

Legyen most a m tomegi anyagi pont az origdban, a M tomeg( kiterjedt test az

origon kiviil. Tegyiik fel, hogy a kiterjedt test alakja egy /2 sugard, a kézépponti
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gomb (R < {la]}), melynek a strtségét a o fliggvény irja le. Ekkor, feltéve hogy

az alabbi integral létezik, a gémbre hat6 Gsszes gravitacios erd
/ mfodV.
B(a,R)

Kovetkez6 feltevésiink azt a fizikai tapasztalatot irja le, hogy

(3) Kiterjedt testre hato gravitacios eré megegyezik a test tomegkozéppontjaban

hato vele azonos tomeg( pontszerd testre hato gravitaciés erével.

Ezért a gombre hatéd gravitacios erd

fla) / modV.

B(a,R)

Szoritkozzunk egyel6re a homogén esetre, azaz, ¢ = 1.

Igy kapjuk, hogy
. 1

B(a, i)
amely érvényes VR > 0, Va € R\ {0}, R < ||a]| esetén. Az 1.6.3 Tétel alapjan
ez azt jelenti, hogy f € H(R"\ {0}), feltéve, hogy

(1) F(-.0) e LL_(R"\ {0}).

Feladatunk mér most meghatarozni mindazokat a ¢ fiiggvényeket, melyekre [ &
H(R"\ {0}). Mivel
/(:> = p(HZH)QZI, ceey :’rl,)',-

NOTATION 1.7.1. Legyen pr; : R" — R, prj(#) := z;, a j-edik koordinata-
figgvény.

Kapjuk, hogy
0 = Af
= —(A{(pouy)pr), ..., A({wour)pry)),
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ahol u,(z) = ||z||*. Ezért
0 = A((gou)pr)
= (@pou)Apr; + 2 (grad pouy, grad pry) + pryA(pou;)
= 2prj o (gradwouy) + pryAlp o uy)
= 2Di(gour) +prjA(pou)
(12) 2(" o up yu_prj + priA(gouy ).
Tehat

0 = 2¢ ocu)u+Alpou)

SV (¢ 0w )usy + ¢ oy,

Legyen r := [|a]|. Igy az alabbi differencidlegyenletet kapjuk

Ay + =g (1) =0 (r>0).
;

Ennck megoldasa

ahol ¢y, ¢, tetszéleges konstansok. Ebbél kapjuk, hogy
flz) = ——(,:l—-z—n — CoZ.
el

Kovetkez6 feltevésiink azt a fizikai tapasztalatot irja le, hogy két testet egyre
jobban eltavolitva egymastol, a kozottiik hato erd egyre kisebb lesz.

(5) i f = 0.
Ebbdl adodik, hogy co = 0.
Osszefoglalva eddigi eredményeinket, a kovetkez6t mondhatjuk:

THEOREM 1.7.2. Legyen n > 3. Ekkor az R"-ben levd m és M témegi, © és y
(i 55 y) tomegkozéppontu testek esetén a M tomegid test a m tomegid testre

Mm T —1

Flz,y) = F = —~

erdvel hat, ahol v > 0 a gravitdacids dllando.
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Vizsgaljuk most az n = 1 esetet.

Ebben az esetben kozvetleniil kapjuk, hogy
f(z) =l

)z, Vz€eR,

z

ahol »: RT — R.

1.8. Valés analitikus fiiggvények

Korabban lattuk, hogy egy harmonikus fiiggvény akarhanyszor differencialhato.
Ebben a fejezetben igazoljuk, hogy a harmonikus fiiggvényekre ennél t&bb is igaz,
nevezetesen, minden harmonikus fiiggvény valos analitikus. Miel&tt ezt megten-
nénk, bevezetiink néhany jelolést és bebizonyitjuk a valés analitikus fiiggvények
legfontosabb tulajdonsagait.

NOTATION 1.8.1. Legyen = € R" és o := (ay, ..., a,) multi-index. Jeldlje
% = oaf i
ol = ol o),
o] = ap+ ...+ an,

Rly) ={e e R": |zl <|yjl,i=1,...,n}, ye&R™

[?{y) az O kozéppontl, y sarokpontu nyilt tégla.

DEFINITION 1.8.2. Egy f : Q@ — C fliggvény valds analitikus, f € A(Q), ha
Yo € 4 Fe, € C

flz) = Z Colz —a)”

&

Vr-re az a egy alkalmas kornyezetébdl, és a sor abszolut konvergens. (Tudjuk,
hogy ha egy sor abszolit konvergens, akkor a sor tetszbleges atrendezése is
ugyanahhoz az értékhez konvergal, ezért a fenti Gsszegben az « szerinti 6sszegzést

tetszoleges sorrendben elvégezhetjiik, ez ad értelmet a jelolésnek.)

A tovabbiakban (a trivialis esetek elkeriilése érdekében) tegyiik fel, hogy v; % 0.
go= 1., 1.
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THEOREM 1.8.3. Tegyiik fel, hogy {c,y®} korldtos halmaz. Ekkor
(a) V3 multi-indexre
Z DP (™)

abszolit konvergens és lokdlisan egyenletesen konvergens R(y)-on.
(b) Az f figguény, f(x) = an:r;"’, x € Rly), akdrhdnyszor differencidlhato

83
{4\ 9 A
R{y)-on, sot,

(D7 £)(x Z D(coa®), Vz € R(y)., V3 multi — indexre,

tovabbd c, = (D™ f)(0)/a! Yo multi — indexre.

PROOF. Felhasznalva, hogy R((1,...,1))-en
Z D™y =D [(1 =)™ .. (1= x,) "], VA multi — indexre,

a bizonyitas az egyvaltozos esethez hasonloan torténhet. |

A kovetkezo tétel nem érvényes minden C™-beli fiiggvényre.

THEOREM 1.8.4. Teqyiik fel, hogy Q0 dsszefiiggd, f € A(2), és [ = 0 az {2 egy

nem-tires nyilt részhalmazdn. Akkor f =0 az {2-dn.

PRrROOF. Legyen I = {x € Q : f(z) =0}, G = into F. Ekkor G # 0 nyilt
halmaz Q-ban. Masrészt, ha w € Q a G torldodasi pontja, akkor az f Osszes
derivaltja -mivel folytonosak,- elttinik az w-ban. Ezért f = 0 az w egy {3-nyilt
kornyezetében, azaz w € (7. Tehat G nyilt-zart halmaz ()-ban, s mivel () Gssze-

fliged, ezért F' = (. |

THEOREM 1.8.5. H(Q2) C A(Q).

talénosség megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a = 0. A bizonyitas alapotlete
az az, hogy az u Poisson integral elgallitasdban a Poisson magfiiggvényt fejtjiik
sorba, majd tagonként integralunk. Legyen R olyan, hogy B5(0, ) € Q. Ekkor
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az 1.4.1 feladat felhasznalasaval
u(z) = / w(Q)P (z,¢) do((), Yax e B(O,r),
B(0.R)

ahol 0 < r < R, kés6bb alkalmasan megvélasztjuk,

R — ||z|? 9 2\ /11 g\ —n/2
Pz, () = ————p = (R° — ||z]|") (JIC =zl :
(#10) = e = G = ) (I = «]”)
Itt
ol = [+l = 2(C.) = B2 14 B0 5800 gy
! i > y R2 R2 )
ahol 5 !
el e
R? R*
Legyen r := 7/3. Ekkor
12
xZi < 6 + g = 6 <1
Igy
= (—n/2
(142) ( " )z”

a végtelen sor abszolit konvergens. Itt

J . L2 m g
NS (1Y ey
§ Zﬁ <m> ( R? R '

Mivel (¢, ) = Zg'k.q:k,, ezért rendezés utan kapjuk
k=1

P(IC) - ZIQQa(C)r

o

ahol ¢, polinom. Tehéat

w(x) = / w(C)P (x,¢) do(()

B(O,R)

- | [ won@asto |

“ O \BO,R)

a kivant elgallitas.
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THEOREM 1.8.6. (Lokalis maximum elv). Legyen ) dsszefiiggd, v € H(£2)
valosértéki. Tegyiik fel, hogy u-nak lokdlis mazimuma van Q-ban. Akkor w kon-

stans.

PROOF. Ha w-nak lokalis maximuma van « € -ban, akkor 3B(a,r) C Q: u(x) <
w(a) Yo € Bla,r). A maximum elvbél kovetkezik, hogy u konstans Z3(a,r)-en.
Mivel u & A()), ezért a 1.8.4 Tételbsl kovetkezik az allitas. [

A fejezet hatralevé részében homogén polinomok tulajdonsagaival foglalkozunk.

DEFINITION 1.8.7. Egy p polinom homogén m-ed (m € N) foki, p € P! ha

T
plx) = Z Cat®™.

|ct}=m

THEOREM 1.8.8. p € P! <= p(tz) = t"p(x) VY(t € R,z e R").

REMARK 1.8.9. A fenti tétel szerint egy homogén polinom egyértelmiien meghataro-
zott, ha ismerjiik az értékeit S-en: ha p, ¢ € P és p = ¢ az S-en, akkor p = ¢

az R"-en. Az is igaz, hogy ha p € P ¢s T € L(R"), akkor po T € PI.
Gyakran hasznosabbnak bizonyul egy harmonikus fiiggvényt hatvanysor helyett
homogén polinomok 6sszegeként elGallitani. Az alabbi tételben az ilyen el6allitas

egvértelmiiségét bizonyitjuk.

THEOREM 1.8.10. (Egyértelmtiség) Legyen r > 0. Ha p,,, g, € P!

m? mo=

Z P () = Z Gmlz) YrerB
m=0 me=0)

(mindkét sor pontonként konvergdl r B-ben), akkor pp, = ¢y, m =0,1.....

PROOF. Legyen ( € S rogzitett. Ekkor

o o0
me(C)tm - Z q'm(g)tm-, vt € (*T', ')
m=U m=0

Az egyvaltozos hatvanysorok egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy p,,.(¢) = ¢ ().

Ve Sono=0,1,.... Ezért az el6z6 megjegyzésiink alapjan p,, = ¢, az R"-en
e 001, |
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THEOREM 1.8.11. Legyen u € H(S2) és a € 2. Ekkor 3p,, € P!, m =10,1,...:

T

Yo-re az a eqy alkalmas kérnyezetébdl, és a sor abszolit és eqyenletesen konvergens

az a eqy kérnyezetében.

PRrROOF. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy « = 0. Legyen

\ (D*u)(0)
pm.<~T) = E ) “WE{—*(T .
larl==m, o

Az 1.8.5 Tétel alapjan

U’('/L) = Z pm(“l:)

m=0

a () egy kornyezetében. |

DEFINITION 1.8.12. Az v fenti elsallitasaban p,, € P". m =0,1,..., ezért ezt a

sort az u homogén sorfejtésének nevezziik a 0 koril.

REMARK 1.8.13. Az u harmonikussagabol kovetkezik, hogy minden egyes p,, is
harmonikus. Valéban, 0 = Au = Y Ap,, a 0 kornyezetében, valamint minden
egves Ap,, homogén m — 2-ed fokd m > 2 esetén (és 0 ha m < 2). Az 1.8.10
Tételbsl kovetkezik, hogy Ap, =0, m =0,1,....

1.8.1. Feladatok. 1. Igazoljuk, hogy a p polinomra p € P <= (z. (gradp)(x)) =
mpla ) Ve e R™

Megoldas: Tudjuk, hogy p € P! <= p(tz) = t"p(x) V(t € R, x € R").

== Egyrészt D, (p(tx))|,_, = (v, (gradp)(z)) , méasrészt Dy (" p(x))l,_, = mp(x).
<= A feltételben z helyére ta-et irva, ¢t € R rogzitett, kapjuk, hogy

t{x, (gradp)(te)) = mp(te) Vo € R".
Azaz, most 1-t valtozoként kezelve és x-et rogzitve
tD(p(tx)) = mp(tx).
Legyen q(t) := p(tz). Ekkor a fenti differencidlegyenlet igy irhato

tg'(t) =mq(l), t € R,
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amelynek a nem-trividlis megoldasa

q(t) =™ t € R,

pliz) = "p(x),
ami bizonyitand6 volt.

2. Ha p e PV HRY) = p/usmin_z € HR®\ {0}).

Megoldas: Legyen o« := —2m —n -+ 2. Mivel A(uv) = ulv+2 (grad u, grad v) +
rAu. ezért a 1.1.3 és a 1.8.1 Feladatot hasznalva

Alpu,) = an+ a = 2)ug9p + 20cuy o (grad p, id)

= Uy o(n+a—242m)p
= {.

3. Legyen m pozitiv egész. Jellemezziik azokat az R"-en értelmezett w valds
analitikus fliggvényeket, melyekre u(tz) = t"u(z), Vo € R", vt € R.
Megoldas: Tegyiik fel, hogy u nem az azonosan 0 fliiggvény. Mivel v analitikus

R’-en, ezért a 0 koriil hatvanysorba fejthetjiik,

u(x) = Z Cat™.
Az ultr) = t"u(x) feltételbdl kovetkezik, hogy
u(e) = Z Col.
la]=m

4. Igazoljuk, hogy ha u ¢ H(R"), akkor v hatvanysora mindeniitt konvergens
R"-ben.

Megoldas: Az 1.8.5 Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy ha B(0, R) C €}, akkor
v € H($Y) 0 kortili Taylor sora abszolut és egyenletesen konvergens (0, R/3)-on.

Mivel esetiinkben R tetsz6leges nagy lehet, ezért adédik az allités.

1.9. Korlatos harmonikus fiiggvények

THEOREM 1.9.1. (Liouville tétele). Ha « € H(R") korldtos, akkor konstans.
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PRrROOF. Tegyiik fel, hogy |u] < M. Legyen x € R" és r > . Ekkor
|

) 1.28.T. 1 L )
i) — u = e s——— udV — udV
() — u(0)] VB0, / 0 / ¢

B(z,r) B{Or) (
7 .7 ; 7 ) 7(B(0. B(( R—
< Ml (B(ﬁ/T)AB(U,?)) _<¢24M‘ (b((”,),\]_)w\, 1))'
V(B(0,7)) V(B(0,r))
Mivel az utols6 tag O (%), ezért r — oo-t véve kapjuk u(a) = w(0), azaz u
konstans. [ |

DEFINITION 1.9.2. Legyen a € 2. Ekkor a izoldlt szingularitdsa egy u fiig-
gvénynek, ha u értelmezve van Q\ {a}-n. Ha u € H(Q\ {a}), akkor « megsziin-

tethetd szingularitds, ha u-nak van harmonikus kiterjesztése (J-ra.

THEOREM 1.9.3. Korldtos harmonikus fiigguény izoldlt szingularitdsa megszinte-
thetd.

PROOF. Elég igazolni, hogy ha v € B\ {0} és u korlatos ezen a halmazon,
akkor van harmonikus kiterjesztése B-re. Az altalanossiag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy u valosértékd. A 1.5.2 Tétel alapjan az egyetlen lehet&ségiink

a kiterjesztésre a Poisson integral, Plu |s].
Legyen el6szor n > 3. Tetsz6leges ¢ > 0O-ra definidljuk

vo(r) = w(x) = Plu [s)(z) +e([l«[|*" = 1), «e B\{0}.
Ekkor v. € H(B\ {0}). Tovabba

1.5.;"1\ ()

(3]

lim v.(x)
Ja|—1

¢és
lim v.(z) = o0
x—0
az u korlatossiga miatt. A 1.3.7 Kovetkezmény miatt (lim sup helyett lim inf-et

0< *h%l+ v, =u— Pluls] aB\{0}—u
i helyett —u-ra alkalmazva a kapott egyenlStlenséget, kapjuk, hogy

0>u—Pluls aB\{0}—n.
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Tehat
u= Pluls] aB\{0}—n

gy Plu 5] a keresett kiterjesztése u-nak B-re.

Az n = | esetben u-nak megsziintethet szakadasa van a-ban. [ ]

A kovetkez6 tételben a komplex fiiggvénytanbdl jol ismert, Taylor-sor egyiit-
thatoira vonatkozo becslés megfelel§jét bizonyitjuk.

THEOREM 1.9.4. (Cauchy becslés). Legyenu € H(B(a.r)), |u| < M a B(a,r)-
en. Ekkor Yo multi-indexre 3 C,, konstans ugy, hogy

(Dow)(0)) 2 /u(C)(D“'P)(U,C) do(¢)
S

< M / (D" P)(0,0)] da(<)
s
e C’,Xﬁ.’[.,

ahol (7, = / (DYP)(0.¢)| do(Q).

Ha v € H(B(0,r)) és |u] < M a B(0,r)-en, akkor alkalmazva a fenti eredményt
az u r-dilataciojara, u(r-)-ra, kapjuk, hogy

!(D“N)(OH < CoM

= plad 7

r helyett  — e-t irva és lim -t véve, adodik a becslés B(0,r)-re. [ |

g0+

COROLLARY 1.9.5. Legyen u € H(), Ju| < M az Q-n és legyen o multi-inder.

Ekkor
C

(D) (a)] < dla, ooyl

Vae&

valamely C' konstanssal.
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PROOF. Legyen a € € és alkalmazzuk a Cauchy becslést » := d(a, 9€2)-val. W
1.9.1. Feladatok. 1. Adjunk példat olyan u € H(B) korlatos fiiggvényre,

amely nem egyenletesen folytonos B-n.
Megoldas: 777



CHAPTER 2

XXX

(Csebisev feladata

Csebisev approximacielméleti vizsgalatai soran vetette fel és oldotta meg a

kovetkezs problémaét:
Jelolje P, az n-edfokt polinomok halmazat. Legyen [ := —1,1]. p, € P, gyokeit
jelolje ). xa. ..., ,. Legyen tovabba || f||, az f fiiggvény maximum-normaja /-n.

Hatarozzuk meg

T

M, = i {lpally s pale) = H(J —xy) xyel(j=1,...,n)},

A = inf{Ipall,  oa(r) = H(J —x;), 2z, €C(=1,....n)}

j=1

Ccreékét.

REMARK 2.0.6. M,. M definiciojaban inf helyett min irhato.

REMARK 2.0.7. Nyilvan 0 < M* < M, < 1, az utolsé egyenl6tlenséghez vegyiik

a () = ™ polinomot.
Pl

THEOREM 2.0.8. (Csebisev) M, = My = 2'"", az extremdlis polinom

Td .

(275 — L)m o
toln) = oV eos(n arccos ) = H T — COS w»—w)— . ) <1
' e 21,

j=

REMARK 2.0.9. A ¢, polinomot 1-re normalva kapjuk az elséfaju Csebisev poli-

nomot, azaz, T, = 2" 't,.

A bizonyitashoz sziikségiink van az alabbi, nmagaban is érdekes lemmara.
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LEMMA 2.0.10. Ha q € P, valds egyiitthatds és léteznek 2y < 21 < ... < zZps
pontok gy hogy (—1)q(z;) >0, j=0,...,m+ 1, akkor ¢ = 0.

PROOF. 1. eset: Ha g(z;) =0, j = 0,...,m + 1, akkor ¢-nak m + 2 gyoke van és

2. eset: Hasonléan, ha g(z;) = 0 egyetlen j kivételével, akkor is ¢ = 0, ami
ellentmond a feltételezésiinknek.

3. eset: Ha ¢(z;) = 0 legfeljebb m kiilonb6z6 j-re, akkor legyen r az a, Lagrange
interpolacios polinom, melyre r(z;) := (—1)7 minden olyan j-re, melyre ¢(z;) = 0.
Legyen ¢ > 0 és s, := ¢ +&r. Ekkor s. € Py, és s, mar szigora elgjelvaltassal bir,
(~1)s:(2;) > 0,7 =0,...m+1, ha e elegendGen kicsi: ¢ < min{|q(z;)|/|r(z;):
q(z;).7(2;) # 0}. Valoban, ha q(z;) = 0 akkor s:(z5) = er(z;) = e(—1), és ha
() # 0 akkor (—1)7s.(z;) = (—=1)q(z;) +er(z;)(—1)7, és itt az elsG tag pozitiv,

gy lehet =-tol fiiggetleniil, ha ¢,r = 0, de ez ellentmond a feltételezésiinknek.

Ezzel a lemmaét igazoltuk. [ |

A 2.0.8 Tétel bizonyitasa: Tekintsiik a ¢,(z) = 2" cos(narccosx), |o| <1
polinomot. Legyen y; = cos % j = 0,...,n. Ekkor t,(y;) = (=1)72""", j =

0.....n. Legyen P, tetszoleges 1 f6egyiitthatos valos n-ed foki polinom. Legyen
() = t, — P, Ekkor Q@ € P,.,. Alkalmazzuk a lemmat m = n - 1, ¢ := o,
valasztassal. Ha || P,]|, < 2'°" volna, akkor (—1)7Q(y;) = 2" = (=1} P, (y;) > 0
lenne. Ekkor a lemma szerint () = 0, azaz F, = t,,. Tehat a minimalis normat ¢,

adja, |||l = 21"" 0
REMARK 2.0.11. Azt hogy M, = M?*, az 2.0.13 Megjegyzésben bizonyitjuk.

DEFINITION 2.0.12. Legyen E @ C, azaz F C C kompakt halmaz. Ekkor F
Csebisev konstansal

n

MJEY: = min{||pally: palz) = H(;{: —a;), x; € E(j=1,....n)}
j=1

MAE)Y: = min{|pullg: palz) = H(r —x;),z; €CH=1,....n)}
j=1

REMARK 2.0.13. Ha F nem korlatos, akkor AM*(F) == oo, mert minden p, € 7,

esetén p, () — oo ha o — 0.
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Ha £ nem zart, akkor M, (E) = M, (E).

EXAMPLE 2.0.14. 1. M,([a,b]) =2 (" “)

Valoban, legyen [ : [ — [a,b], l(z) = O—EERML%Q Legyen p, € P, 1-f6egyiitthatos
polinom. Ekkor ¢, := (Ff;)" p ol I — R 1-f6egyiitthatos polinom és [[g,||, =
( 2" ‘[pn|][1 Ebbél ¢, := t, valasztassal kapjuk M,([a,b]) = (%ﬁ)" M, =

e
2 (”;i’)' . és az extremalis polinom (%52)"¢, 0 I7%, ahol 1™ : [a, 0] — I, I7*(x)
Dl

b*“

|

2. M, (B)=1.

Ezt az allitast kétféleképpen is bizonyithatjuk.

1. Bizonyitas: Legyen p,(z) = 2" + p12" V. 4 arz + ap. Ekkor a,, = 1,
¢ 2ik/n ha ap = 0,
Wy e o i/n valasztéssal
(:’"WLA:/ n ( o ) s ha ag }L 0,
lao]
1 7t
Pl = ;mew ZO;Z ui = |1+ aol] 2 1.
k=1 Y=o
Egyenléség csak akkor lehet, ha aq = 0. Ekkor p,(z ) = zpn_1(2). Mivel |lp, |l =

palle . ezért ||p,llg = P15 . Bzt folytatva kapjuk, hogy az extremdlis polinom

12

pulz) = 2
2. Bizonyitas: 77777

3. M (Blzo,7)) =1"

Valoban, legyen ¢ : B — B(zo.7), p(2) := rz+z. Legyen p, € Py 1-f6egyiitthatos
polinom Ekkor ¢, = ;_%p,,, o : B — C 1-foegyiitthatos polinom és ||g.ll5 =

Ebbél g,(z) = 2" Valasztassal kapjuk M, (B(zo, r)} = 1" M, (B) =

»»»»»»»»» ) . -
[ ni 1>1\;()4,r)
TE T

”. és az extremalis polinom r"z" o ™', ahol ¢~ L Blzg.r) — B, ¢ (z) = &2

DEFINITION 2.0.15. Ha T}, := T, (E, z) illetve 77 := T;7(E, z) extremalis a Csebi-
sev feladatban (lasd 2.0.12 Definicio), akkor T, illetve T az E halmaz Csebisev

n

polinomjal.
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DEFINITION 2.0.16. A zy,...,2, € E az F n-edrendd Csebisev pontjai, ha

n

Tk, =) = » — z.). Hasonléan, z*,...,z" € C az E n-edrendd x-Csebisev
i ¥, i 3 1 3 7n
j=1

pontjai, ha T(E, 2) = H(z — z;.“)_

EXAMPLE 2.0.17. M, (S) =2 és T,,(S,z) = 2" — 1.

T
l I “

It = |1+ lagl] = 2.

Ekkor lag| = = 1 miatt az 2.0.14 példa egyenlStlensége azt adja, hogy
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