1. A Fixpont Tétel

1.1.

Tétel (Fixpont Tétel). Legyen I' C TH(N) olyan, hogy I' F @ és legyen 1)(v)
olyan formula, melyben v az egyetlen szabad véltozé. Ekkor van olyan zart ¢
formula, melyre

I'Ep ey
Megjegyzések. A I'-ra tett feltételeket igy foglalhatjuk Ossze:
(a) T C TH(N) miatt N =T, specidlisan I' ellentmonddsmentes.

(b)) T' F @ miatt I-ban minden rekurziv relacié reprezentdlhat6. Valdjdban elég
lenne ez utébbit feltenni. Ezekre a feltételekre néha hivatkoznak ugy is, hogy ,,I" ele-
gend6 mértékben kifejezd”, elegend6 mértékben ahhoz, hogy a rekurziv fliggvények
,tikrozhetok” legyenek I'-ban.

(¢) A konklizi6 az, hogy van olyan (zért) ¢ formula, hogy ¢ és ("¢7) tdrgynyelvi
ekvivalencidja bizonyithaté I'-bdl. Ezek szerint ¢ ekvivalens azzal, hogy sajat Godel-
szama 1-tulajdonsagi, azaz — intuitiv értelemben — ¢ valami olyasmit &llit, hogy ,,én
Y-tulajdonsagi vagyok” vagy legaldbbis ,a sajat Godel-szamom -tulajdonsagu”.

Bizonyitas. Legyen R a kovetkezo relacio:

R={("ov)", o(To(v))7) €*w:
o(v) olyan formula, melyben v az egyetlen szabad véltozé }.

R annak a rekurziv fiiggvénynek a grafja, mely adott o(v) formula Godel-szamahoz a
o("o(v)7) formula Godel-szamat rendeli. Ez a fiiggvény nyilvéan Turing-kiszamithatd,
ezért R rekurziv reldcié. Tekinthetjik R-t ugy is, hogy adott n,m € w-re (n,m)
pontosan akkor van R-ben, ha van olyan o(v), melyre n = "po(v)" és m a legkisebb
olyan szdm, melyre m = "p("o(v)™") " - R-nek ezt a leirdsét és R rekurzivitasat figye-
lembe véve, van olyan Y-formula, mely R-et reprezentalja (az egyszertiség kedvéért
e reprezentdld formulét is R-el jeloljik) és

(x) T | (Vx)(legfeljebb 1 y van)(R(z,y)),
mert tetszéleges A = I' struktirédra és tetszéleges a, by, by € A-ra, ha A = R(a, by),

A = R(a, by), akkor by és by is legkisebb olyan elemek lennének, amelyek a-val || R||*
relacioban allnanak, ezért egyenlok lennének.

Mésrészt tetszbleges o(v) formuldara N = R(To(v)7, To("o(v)™)7), ezért — mivel
R Y-formuldval definidlhaté — tetszoleges A = I'-ra

A R(To(v)?, To(To(v))7).
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Ezt (x)-al kombindlva azt kapjuk, hogy tetszoleges A |= I'-ra és tetszOleges o(v)-re
pontosan 1 darab olyan a € A van, melyre A = R("o(v)7, a) és erre az egyetlen a-ra

a — I‘Q(I‘Q(U)T)“I’A‘
A tétel allitasaban szereplo ¥-re Legyen
P (v) = Va(R(v, 2) = ¢(2))
és legyen
p =" (T (0)7).
Azt fogjuk belatni, hogy ez a ¢ eleget tesz a tétel allitasanak. Mivel

p = (W) = V(R(Y(0), 2) = ¥(2)),

ezért a tétel allitasahoz azt kell belatni, hogy

PEV2(R(T(0) 7, 2) = ¢(2)) < ¢(Te?).

Ehhez a teljességi tétel miatt elég belatni, hogy

() T EV2R(Y(0),2) = ¢(2) < ¢(Te),

Legyen A olyan struktira, melyre A = T". A kordbbi bekezdések alapjan pontosan
1 darab olyan a € A van, melyre A = R(T*(v)7,a) és ez a = o+ Ezért

AEV2(R(TY*(v)7,2) = 1(2)) ACSA A ("),

vagyis (xx) teljesil, és ezzel készen vagyunk.



