1. Segédlet — rekurziv halmazok, fuggvnyek

1.1.
1.1.1. Példak rekurziv fiiggvényekre

Alabb megmutatjuk, hogy néhany konkrét fliggvény rekurziv. Ez azt a be-
nyomast is ala fogja tdmasztani, hogy a rekurziv fliggvények halmaza ,,nagy” abban
az értelemben, hogy a szokdsos matematikai vizsgalatok soran hasznalt szamelméleti
fliggvények szinte mindig rekurzivak. Masrészt a késobbi fejezetekben hasznélni is
fogjuk, hogy az itt megvizsgalt fliggvények tényleg rekurzivak.

1.1. Példa. Az f:w? — w,

fla,y)=x+y
kétvaltozos osszeadéas-fliggvény primitiv rekurziv, mert primitiv rekurziéval keletke-
zik a 73 és az S o 72 fiiggvényekbdl. Valéban, tetszéleges z,y € w-ra

f(@,0) =z =m(z,0) é [f(z,5(y)=5(f(z,y)) =S(mi(z,y, f(z,y))).
1.2. Példa. A g:w? — w,
g(z,y) =z -y
kétvaltozos szorzas-fliggvény primitiv rekurziv, mert tetszéleges x,y € w-ra

9(z,0)=0 ¢és g(z,5(y)) =g(z,y) + .

Ez mutatja, hogy g lényegében az 6sszeadasbol keletkezik primitiv rekurziéval. Pon-
tosabban, g primitiv rekurziéval keletkezik N;-bol, és egy olyan fiiggvénybol, me-
lyet a 1.1 példaban bemutatott Osszeadas-fliggvénybdl a megfelel6 projekciok kom-
pozicidjaval kapunk.

1.3. Példa. A h:w? — w,

_ r—Yy ha x > Y,
hiz,y) = { 0 kiilonben.

csonkolt kivonds fiiggvény primitiv rekurziv. Ennek igazoldsahoz definidljuk az M
megel6zési fliggvényt az

M(@)=0 é M(S(x)) ==
primitiv rekurzioval, majd h-t a
ha,0) =2 & hlz,S(y)) = M(h(z,y))

primitiv rekurziéval. A tovdbbiakban a csonkolt kivondst —-al jeloljiik, azaz h(x,y)
helyett x — y-nt frunk.



1.4. Példa. Az egyenloség-relacio x— karakterisztikus fliggvénye primitiv rekurziv,
mert minden x,y € w-ra

X=(z,y) =1=((x —y) + (y — x)).

1.5. Példa. Minden n € w-ra a ¢, : w — w, ¢,(x) = n konstans-fliggvény primitiv
rekurziv, mert ¢, = So...0.S(Ny).

~—

n darab S

1.6. Példa. Minden n € w-ra legyen t,, : w — w az a fliggvény, melyre ¢,(n) = 1, és
ha x # n akkor t,(x) = 0. Mindegyik ¢,, primitiv rekurziv, mert a 1.4 és 1.5 példdk
jeloléseit hasznalva minden x € w-ra

ta(7) = x=(ca(7), ).

1.7. Példa. Minden w-n értelmezett, w-beli egyiitthatokat tartalmazo sokvdltozos
polinomfiigguény primitiv rekurziv, mert a 1.5 Példa miatt a konstansfiggvények
primitiv rekurzivak, és a 1.1, 1.2 példak miatt a primitiv rekurziv figguények ossze-
addsra €s szorzdasra zdrtak.

1.8. Példa. Legyen f : w — w tetszoleges olyan fiiggvény, mely majdnem min-
deniitt (azaz véges sok kivétellel) a 0 értéket veszi fel. A kovetkezOk miatt f pri-
mitiv rekurziv: van olyan N € w, hogy ha x > N, akkor f(z) = 0. Ezért tetszbleges
T € w-ra

)= 3 fm)- o

és a jobboldali véges linearis kombinacié primitiv rekurziv a 1.6, 1.1, 1.2 példak
miatt.

1.1.2. Korlatos kvantorok

1.9. Definicié. Az aritmetika nyelvének azokat a formuldit, melyek az atomi for-
mulakbol nulladrendi logikai dsszekotdjelekkel és korlatos kvantorokkal megkonstru-
alhatok, Yo-formuldknak nevezziik. A YXo-formuldk halmazdt Xo-al jeloljik.

1.10. Tétel. Ha p € 3 (azaz ¢ az aritmetika nyelvén korlatos kvantorokkal felirhatd),
akkor a ¢ dltal N-ben definidlt reldcid rekurziv. (Bizonyitds volt a mdjus 8.-i
eléaddson.)

A 1.10 tétel allitasa nem fordithaté meg: a van olyan rekurziv relacié, mely nem
definidlhaté korlatos kvantoros formuldval.

1.11. Definicié. Ha A adott halmaz, n € w és f : A" — A adott figgvény, akkor
f grafikonjinak nevezzik és gr(f)-el jeléljik a

gr(f) = {{ag, ..., an_1,b) € A" flag,...,an_1) = b}

n + l-valtozos reldciot.



1.1.3. Példak korlatos kvantorral definialhatd relacidkra

Réviden azt mondjuk, hogy egy f fiiggvény Yo-definidlhatd, ha a gr(f) relacié Xo-
formulaval definialhaté.

1.12. Példa. A < relacié YXg-formulaval definialhato:
{(a,b) ew?:a<b} = ||Bz<w)(va+z+1=u0)|V.
Hasonléan definialhaté Yg-formuldval a < relacid, sot, az oszthatdsag relacidja is:
{{a,b) € w?: a osztéja bnek } = ||(Fz < vy + 1) (ve - 2 = )| V.
Azt, hogy a osztdja b-nek, a tovabbiakban a|b-vel jeldljik.

1.13. Példa. Legyen R a ”maradékos osztas” miivelete, azaz az a 2-valtozos fiiggvény,
mely (a,b) € w?-hez a-nak b-vel val6 osztdsi maradékét rendeli:

gr(R) = {{a,b,c) € w?: a-t b-vel osztva c lesz a maradék }.

Vildgos, hogy R(a,b) az (az egyértelmii) b-nél kisebb szadm, melyre teljesiil, hogy
a — R(a,b) oszthat6 b-vel. Ezért gr(R) definidlhat6 az alabbi Xg-formuldval:

(Fz < vp)(vp](ve + ) N x4+ v = vp),

Ve=Vp—T

ahol | azt az oszthatdsagi reldciot definidlé Yg-formulét jeldli, amit a 1.12 Példaban
adtunk meg.

1.14. Példa. A csonkolt kivonds grafikonja, vagyis a
gr(=) ={{a,b,c) €w®:c=a b}
reldcid definidlhaté az aldbbi ¥ g-formuléval:

(Ve =y ANvg=0p+v:) V (vp > vy Ave.=0).
—_————

Ve=Vg—Vp

1.15. Példa. A 7(a,b) = (a + b+ 1)? + a fuggvény grafikonjat definiélja az alabbi
Yo-formula:
Ve = (Vg + vy + 1) + v,.

1.16. Példa. Az [ : w — w, f(a) = [\/a] fiiggvény grafikonjat az aldbbi 3g-formula
definidlja:
(vp-vp <vg) A (Vg < (vp+1)-(vp+1)).



1.17. Példa. Ha t az aritmetika nyelvének egy termje, akkor
gr(t") = {{ag, ... an_1,b) € " 1 b= tN(ag, ..., an_1)} =
N
||t(Ua0, X Uan—l) = Ub|| ’
tehat tV grafikonjat definidlja az elébbi ¥y (s6t kvantormentes) formula.

A kovetkezd lemméaban azt mutatjuk meg, hogy lassan novo, >g-definialhatd
fiiggvények kompozicidja is Yp-definialhato.

1.18. Definicié. Legyen n € w és f : w™ — w eqy fligguény. Az f fiigguény lassan
no, ha az aritmetika nyelvénak van olyan t termje, hogy minden ag, ..., a,_1 € w-ra

F(@0, ) < (a0, o ).
Minden termfiiggvény lassan no, mert sajatmagat majoralja.

1.19. Lemma. Ha k,n € w, g : w"™ — w €5 hg, ..., hn_1 : W* — w Yg-definidlhatd,
lassan novd figguények, akkor az f = g(ho, ..., hn_1) fligguény is Yo-definidlhato.

Bizonyitas. Legyenek ty, ..., t,—1 és t, olyan termek, melyek mutatjak, hogy ho, ..., hyn—1
illetve g lassan nd. Legyenek tovabbd o, ..., on_1 és ¢, olyan ¥y-formuldk, melyek
rendre a gr(hg), ..., gr(h,—1) és a gr(g) relaciét defiinialjak. Ekkor a

gr(f) = {{ag, ...ax_1,b) € "1 flag,...,ar_1) = b}

relaciot definidlja a kovetkezd ¥g-formula:

n—1
(Fxo < to)...(Fxp1 < tn_1)<< /\ ©i(Vay, ...,vak_l,zvi)) A @q(o, ...,xn_l,vb)).
i=0

1.20. Lemma. A kovetkezd, w-n, illetve w?-n értelmezett fiigguények Xo-definidlhatok.
(1) K(a) = a— [\a]?,
azaz K(a) = a—b, aholb a legnagyobb, a-ndl kisebb vagy egyenld négyzetszam;
(2) L(a) = [Va] — K(a) — 1;
(3) Bla,i) = R(K(a),1 + (i +1) - L(a)).

Bizonyitas. Mindharom esetben azt mutatjuk meg, hogy a kérdéses fliggvény
lassan novo, Yg-definidlhaté fliggvények kompozicidja. Részletesebben, a 1.14 és
1.16 Példdk miatt — és a — [/a] egyarant Yo-definidlhaté fiiggvények, és vilagos,
hogy lassan nonek. A négyzetreemelés-fiiggvény termfiiggvény, ezért lassan novo és
Yo-definidlhaté. Ezért a 1.19 Lemma miatt az a — [\/a)? fliggvény Yg-definidlhato,
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és [\/a]* < a mutatja, hogy lassan né. Ezért a 1.19 Lemmadt Gjra alkalmazhatjuk,
ezért K valoban Yy-definidlhaté.

(2) igazolasahoz figyeljiik meg, hogy minden a € w-ra K(a) < a, ezért K is
lassan n6. Emiatt a 1.19 Lemma sorozatos alkalmazasaval addédik, hogy L is Xg-
definidlhat6 (és L definicijabdl az is nyilvanvald, hogy lassan né).

(3) teljesen hasonléan, a 1.19 Lemma sorozatos alkalmazasaval igazolhatd. |

1.2. Rekurziv Relaciék Definialhatésaga

1.21. Definicié. Az aritmetika nyelvének eqy @ formuldjdat 3 -formuldnak nevezziik,
ha egzisztencidlis kvantorok (egy esetleg 0 hosszi) sorozata utdn eqy Yo-formula ko-
vetkezik:

@ = Jvy...3v, 17,

ahol Y eqy Xo-formula.

Mivel a Y-formulédk elején all6 egzisztencidlis kvantorok szama lehet 0 is, ezért
minden Yy-formula egyuttal 3-formula is.

1.22. Definicié. A C w rekurzivan felsorolhaté halmaz, ha van olyan rekurziv
fugguény, melynek értékkészlete A. ,Magasabb dimenzioban”, han € w,n > 1, A C
w", akkor A rekurzwan felsorolhaté halmaz, ha az

{Tag, ...;an_1' € w: (ag,...,an—1) € A}
halmaz rekurzivan felsorolhato az el6z6 mondat értelmében.

Konnyt meggondolni, hogy a fenti terminoldgia konzekvens: A C w akkor és csak
akkor rekurzivan felsorolhaté, ha B = {"a™ € w : a € A} rekurzivan felsorolhaté.
Jelolje ugyanis hr az w 3 a +— "a' és By az w S a — B(1,a) fiiggvényeket. Ha
valamilyen rekurziv g fiiggvényre ran(f) = A, akkor ran(h— o f) = B, illetve ha
valamilyen ¢ rekurziv figgvényre ran(g) = B, akkor ran(f; o g) = A.

Ebben az alfejezetben az a célunk, hogy megmutassuk: pontosan a rekurzivan
felsorolhaté halmazok definidlhaték Y-formulakkal.

1.23. Lemma. Ha f rekurziv figguény, akkor gr(f) definidlhato X-formuldkkal.

Bizonyitas. A rekurziv fiiggvények definiciéjanak osszetettsége szerinti indukcidval
bizonytunk.

Az S, ¥ és N, alapfiiggvények mindegyike termfiiggvénye N-nek, ezért a 1.17
Példa miatt mindegyikiik grafikonja definidlhaté kvantormentes formuléval, ezért
Y -formulaval is.



Tegyiik most fel, hogya g : w" — wés0 < i < n-re a h; : w¥ — w fiiggvények gra-
fikonjait rendre definidljak a kovetkezd X-fomuldk: 4,9, ..., ¢¥n—1. Ekkor a helyet-
tesitéssel el6allé g(ho, ..., hn—1) figgvény grafiknojat - a 1.19 Lemma bizonyitdsédhoz
hasonléan - a

n—1
Elxo...ﬂxnl(( N ©i(Vags oo Vay_ys x@)) N ©g(0s vy Tt vb)>
i=0

formula definialja, és vilagos, hogy ez a formula ekvivalens egy »-formulaval.
Tegyiik fel, hogy k <n € w, g : w" — w és @, olyan X-formula, mely definidlja
gr(g)-t. Célunk gr(piy,—o(g))-t definidlni. Emlékeztetiink ra, hogy

ukaO(g)(GOa ey Qf—1, Q415 -y an—l) =b

akkor és csak akkor teljestil, ha minden ¢ < b-re g értelmezve van az

(@0, ooy A1, Cy Qg 1y ey A1)

pontokban, tovdbba, ha ¢ < b, akkor g(aog, ..., ax_1,¢ gi1, ..., Gn_1) = gi # 0 és
g(ag, ..., ag_1,b,ags1, ..., an_1) = 0. Az 6tlet az, hogy a (go, ..., gp) sorozatot egyetlen
szammal kodoljuk, és az eloz6 feltételeket a (-fliggvény segitségével formalizaljuk.
Valéban, a

©(Vags - Vag_ 13 Vb Vagyys o Vap_p s 0)A
3z (B(x,0) = vpA(Vve < vp)(B(, Vet1) # 0APG(Vags -y Vag 1> Ves Vagyys vs Gy s B(T, V1))

formula definidlja gr (1, —0(g))-t és ekvivalens egy X-formuldval, mert a 1.20 Lemma
miatt a 3 fiiggvény Yo-definidlhato.

Ha f primitiv rekurzioval &ll el6 a g és h fiiggvényekbdl, akkor gr(f) az el6bbi
Otlet mintajra lesz Y-definidlhaté. Az indukcids feltevés miatt gr(g) s gr(h) is -
definialhaté. Ha aq, ..., a,_1,b € w, akkor legyen a € w a

<f((l0, ey iy 1, 0), f((lo, ey A1, 1), ciey f(ao, ey iy 1, b— ].)>

sorozat Godel-kédja. Ekkor a-val és a Y-definilhaté [-fiiggvénnyel leirhatjuk az
Osszes feltételt, amivel a primitiv rekurzié meghatarozza f(ag, ..., a,_1,b) értékét.
|

1.24. Lemma. Ha az A C "w reldacié Y-definidlhato, akkor A rekuzivan felsorol-
hato.
Bizonyitas. Definidlja A-t a

(Elvl)(Elvg)...(Elvm_l)zp(vo, veiy Um—1,Wo, ..., wn_l)
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formula, ahol ¢ € ¥y. A 1.10 tétel miatt a v altal definidlt (m + n-valtozds) reldcié
rekurziv. Ezért van olyan algoritmus, amely helyes valaszd ad arra a kérdésre, hogy
adott a € "w és b € "w-ra 9(a, b) fennall-e.

Soroljuk fel "w x "w elemeit, és e felsorolds adott (a, b) elemére az el6z6 bekezdés
szerint dllapitsuk meg, hogy ¢ (a, b) fenndll-e. Ha igen, frjuk ki b-t (és vegyiik a felso-
rolas kovetkezé elemét), ha nem, akkor vegyiik a felsorolds kovetkez6 elemét. Ezzel
pontosan A elemit soroltuk fel, ezért az el6bbi algoritmusnak (rekurziv fiiggvénynek)
A lesz az értékkészlete.

|



