
A MATEMATIKA ALAPJAI

1. logika blokk

2. el®adás

0.1. A 0-rend¶ logika szemantikája

0.1. de�níió (interpretáió, kiértékelés). A k : {ítéletváltozók} → {i, h} függvényt interpretáiónak

vagy változókiértékelésnek nevezzük.

0.1.1. A logikai m¶veletek jelentése

x y ¬x x ∧ y x ∨ y x⇒ y x⇔ y
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0.1.2. Formulák jelentése

0.2. de�níió (Az igazság de�níiója). Legyen k egy értékelés ϕ pedig egy 0-rend¶ formula. Jelölje k |= ϕ

azt, hogy ϕ igaz k-ban (k értékelés mellett.)

k |= ϕ, ha































k(ϕ) = i, ϕ ítéletvéltozó

k 6|= ψ, ϕ = ¬ψ

k |= ψ1 és k |= ψ2, ϕ = ψ1 ∧ ψ2

... ...

A kipontozott részek a 2.1.1-ben lév® táblázat szerint folytatódnak.

0.1. megjegyzés. Összetett formula jelentése (igazsága) kiszámolható a részei jelentéséb®l (igazságából).

0.2. Az 1-rend¶ formulák szemantikája

0.3. de�níió (1-rend¶ struktúra). A = (A, fA
i , R

A
j , C

A
k )i∈I,j∈J,k∈K , ahol A nemüres alaphalmaz és

minden i ∈ I, j ∈ J és k ∈ K-ra: f
ρ(i)
i : A→ A egy ρ(i)-változós függvény, Rj ⊆ Aδ(j)

egy δ(j)-változós

reláió, valamint CA
k ∈ A egy konstans. I, J,K tetsz®leges halmaz. Egy struktúra típusát (I, J,K, ρ, δ)-val

adjuk meg.

0.1. példa. 1. Minden soport (gy¶r¶, háló) struktúra.

2. Minden részbenrendezett halmaz struktúra.

3. Minden gráf struktúra.

4. N := (N,+, ·,=,6, 0,1) egy struktúra.

0.4. de�níió. Legyen L egy 1-rend¶ nyelv. Az A struktúra az L nyelv egy modellje, ha A és L típusa

azonos.

0.5. de�níió. Legyen A az L nyelv modellje. Egy k : {változók} → A függvényt az A feletti (ki)értékelésnek

nevezzük.
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0.6. de�níió (Termek jelentése). Legyen k egy A feletti értékelés és t egy term. Ekkor t jelentése A-ban

k értékelés mellett

tA[k] :=



















k(t), ha t változó

cA, ha t = c konstans

fA(tA1 [k], t
A
2 [k], . . . , t

A
n [k]), ha t = f(t1, t2, . . . , tn)

0.7. de�níió. Legyenek k, k′ értékelések, x pedig egy változó. Azt mondjuk, hogy k és k′ x-közel vannak

egymáshoz (és azt írjuk, hogy k
x
≡ k′), ha minden y-ra: x 6= y ⇒ k(y) = k′(y).

0.8. de�níió. Legyen ϕ egy formula, A struktúra, k pedig egy A feletti értékelés. Azt mondjuk, hogy ϕ

igaz A-ban k értékelés mellett, akkor és sak akkor:

A |= ϕ[k] =











































tA1 [k] = tA2 [k], ha ϕ = �t1 = t2�

(tA1 [k], . . . , t
A
n [k]) ∈ RA, ha ϕ = �R(t1, . . . , t2)�

Mint 0-rendben, ha ϕ = �¬ψ�, ϕ = �ψ1 ∨ ψ2�, stb.

Létezik olyan k
x
≡ k′, melyre A |= ψ[k′], ha ϕ = �∃xψ�,

Minden k′
x
≡ k-ra A |= ψ[k′], ha ϕ = �∀xψ.�

0.9. de�níió. A |= ϕ, ha minden A feletti k értékelésre A |= ϕ[k].

0.10. de�níió. Legyen K struktúraosztály, Σ pedig formulahalmaz. K |= Σ ⇔ (∀A ∈ K)(∀ϕ ∈ Σ)(A |=

ϕ).

0.11. de�níió. Legyen Σ 0- vagy 1-rend¶ formulahalmaz ϕ formula a megfelel® rendben. Azt mondjuk,

hogy Σ-ból következik ϕ és azt írjuk, hogy Σ |= ϕ, ha

� 0-rendben: minden k értékelésre, ha k |= Σ (Σ összes eleme igaz k mellett), akkor k |= ϕ,

� 1-rendben: minden A struktúrára, ha A |= Σ, akkor A |= ϕ.

0.2. példa. � Q,C raionális és komplex számok gy¶r¶je mellett legyen ϕ = ∃x(x · x = −1), ekkor

Q 6|= ϕ, viszont C |= ϕ.

� Ha megadunk egy olyan k értékelést, amire k(x) = 5, akkor a Q |= (x = 5)[k] igaz lesz, viszont egy

másik l értékelés mellett, amire x változóhoz 0-át rendelünk, azaz l(x) = 0, már Q 6|= (x = 5)[l]

adódik.
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