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1. Tétel (Helyességi). Legyen Σ formulahalmaz, ϕ formula. Ekkor ha Σ ⊢ ϕ, akkor Σ |= ϕ.

2. Megjegyzés. Ez a teljességi tétel �könnyebb� iránya.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy Σ ⊢ ϕ, ezért létezik α1, α2, . . . , αn = ϕ formulasorozat, hogy minden i

esetén αi axióma vagy ∈ Σ (feltétel) vagy MP-vel adódik korábbi αj-kb®l.

Legyen k tetsz®leges értékelés, amelyre k |= Σ.

Be kell látnunk, hogy

k |= ϕ,

amellyel a bizonyítással készen vagyunk.

Könnyen látható, hogy elég belátni i-re vonatkozó teljes indukióval, hogy k |= αi, mert i = n

esetén k |= αn = ϕ.

Ha i = 1, akkor ha

• α1 axióma, akkor k |= α1, mert táblázattal ellen®rízhet®, hogy mindhárom axiómaséma minden

értékelésben igaz,

• α1 ∈ Σ, akkor k |= α1.

Tegyük fel, hogy tudjuk már, hogy ha j < i, akkor k |= αj . Meg kell mutatnunk, hogy

k |= αi.

Két eset adódik αi megválasztásából. Ha

• αi axióma vagy ∈ Σ, akkor mint i = 1 esetben látható: k |= αi,

• αi MP-vel adódik korábbiakból, akkor van j, l < i, hogy αj = ”αl ⇒ αi”. Indukió miatt k |= αl

és k |= αj , azaz k |= αl ⇒ αi. Az implikáió igazságtáblája miatt k |= αi.

3. De�níió. Legyen Σ formulahalmaz. Azt mondjuk, hogy Σ teljes formulahalmaz, ha tetsz®leges ϕ

formulára Σ ⊢ ϕ vagy Σ ⊢ ¬ϕ.

1. Lemma. Legyen Σ ellentmondástalan formulahalmaz, ekkor van Σ′
teljes ellentmondástalan for-

mulahalmaz, amelyre Σ ⊆ Σ′
. (S®t tetsz®leges ϕ formulára: ϕ ∈ Σ′

vagy ¬ϕ ∈ Σ′
.)

Bizonyítás. Legyen (ϕn : n ∈ N) az összes formula egy felsorolása. Megadunk egy (Σn : n ∈ N)

formulahalmazokból álló sorozatot, amelyre Σ0 = Σ és
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(i) m ≤ n =⇒ Σm ⊆ Σn,

(ii) Σn ellentmondástalan,

(iii) ϕn ∈ Σn+1 vagy ¬ϕn ∈ Σn+1.

Tegyük fel, hogy Σn adott már úgy, hogy (i),(ii) és (iii) teljesül. Legyen

Σn+1 =

{

Σn ∪ {ϕn}, ha ez ellentmondástalan,

Σn ∪ {¬ϕn}, különben.

Az (i) és (iii) nyilván érvényben marad ekkor.

1. Állítás. A (ii) tulajdonság is érvényben marad.

Ugyanis ha

• Σn ∪ {ϕn} ellentmondástalan, akkor Σn+1 is,

• Σn ∪ {ϕn} ellentmondásos, akkor Σn ⊢ ¬ϕn, ezért

Ded(Σn) = Ded(Σn ∪ {¬ϕn}),

így mivel Σn ellentmondástalan, ezért Σn+1 is az.

Legyen Σ′ :=
⋃

n∈N Σn.

2. Állítás. Ez jó, azaz Σ = Σ0 ⊆ Σ′
, és Σ′

teljes, ellentmondástalan.

A (iii) tulajdonság miatt tetsz®leges ϕ-re ϕ ∈ Σ′
vagy ¬ϕ ∈ Σ′

, tehát Σ′
teljes.

Σ′
ellentmondástalan marad, mert indirekt tegyük fel, hogy Σ′

ellentmondásos, azaz van olyan

α formula, amelyre Σ′ ⊢ α és Σ′ ⊢ ¬α. Ekkor van olyan N , hogy ΣN ⊢ α és ΣN ⊢ ¬α, ami

ellentmondás a (ii) tulajdonság miatt.

Ezzel a bizonyítás kész.

2. Lemma (Henkin). Ha Γ teljes (er®s értelemben) és ellentmondásmentes, akkor van k értékelés,

amelyre k |= Γ, azaz Γ-nak van modellje.

Bizonyítás. Legyen

k(x) =

{

i, ha x ∈ Γ,

h, különben

amely jól de�niált és ahol x ítéletváltozó. Összetettség szerinti indukióval belátjuk, hogy tetsz®leges

ϕ-re:

(1) k |= ϕ ACSA ϕ ∈ Γ.

• Alaplépés: ha ϕ ítéletváltozó, akkor az (1) fennáll a k de�níiója miatt.

• Indukiós lépés: tegyük fel, hogy az (1) igaz ϕ,ψ-re.

Ekkor az (1) igaz marad ¬ϕ-re, mert:

k |= ¬ϕ ACSA k 6|= ϕ ACSA ϕ /∈ Γ ACSA ¬ϕ ∈ Γ.

Továbbá az (1) igaz marad ϕ⇒ ψ-re is:
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3. Állítás. ϕ⇒ ψ ∈ Γ ACSA, ha ¬ϕ ∈ Γ vagy ψ ∈ Γ.

Bizonyítás. (i) =⇒ irány

Indirekt tegyük fel, hogy ϕ ⇒ ψ ∈ Γ,¬ϕ /∈ Γ és ψ /∈ Γ. Ekkor Γ teljessége miatt ϕ ∈ Γ és

¬ψ ∈ Γ. Mivel Γ ⊢ ϕ⇒ ψ és Γ ⊢ ϕ, ezért MP-vel kapjuk, hogy Γ ⊢ ψ, ami lehetetlen, mert

Γ ellentmondástalan.

(ii) ⇐= irány

Tegyük fel, hogy ψ ∈ Γ. Ekkor Γ ⊢ ψ ⇒ ϕ ⇒ ψ az 1. axióma miatt és Γ ⊢ ψ a feltétel

miatt, amelyekb®l MP-sel kapva Γ ⊢ ϕ ⇒ ψ. Γ ellentmondástalansága és teljessége miatt

ϕ⇒ ψ ∈ Γ.

A másik esetben, azaz, ha ¬ϕ ∈ Γ, akkor Γ ∪ {ϕ} ellentmondásos, ezért Γ ∪ {ϕ} ⊢ ψ. A

dedukiós tétel miatt Γ ⊢ ϕ⇒ ψ, így Γ ellentmondástalansága és teljessége miatt ϕ⇒ ψ ∈

Γ.

Így

ϕ⇒ ψ ∈ Γ ACSA ¬ϕ ∈ Γ vagy ψ ∈ Γ ACSA k 6|= ϕ vagy k |= ψ ACSA k |= ϕ⇒ ψ,

azaz az (1) igaz maradt.

4. Tétel (Teljességi). Legyen Σ formulamhalmaz, ϕ formula. Ekkor

Σ ⊢ ϕ ACSA Σ |= ϕ.

Bizonyítás. Elég a ⇐= irányt bizonyítani, mert a =⇒ irány az 1. tétel. Feltehet®, hogy Σ ellentmon-

dástalan, hisz ha Σ ellentmondásos volna, akkor Σ ⊢ ϕ teljesülne. Tegyük fel, hogy Σ |= ϕ. Mivel

Σ |= ϕ, ezért nins olyan k értékelés, hogy k |= Σ ∪ {¬ϕ}.

4. Állítás. Σ ∪ {¬ϕ} ellentmondásos.

Bizonyítás. Ha Σ∪{¬ϕ} ellentmondástalan volna, akkor az 1. lemma miatt lenne teljes ellentmondás-

talan Γ, hogy Σ ∪ {¬ϕ} ⊆ Γ. Másrészt a Henkin-lemma miatt lenne k, hogy k |= Γ, speiális módon

k |= Σ ∪ {¬ϕ}, ami ellentmondás.

Tehát Σ ∪ {¬ϕ} ellentmondásos, amely éppen azt jelenti, hogy Σ ⊢ ϕ.

5. Megjegyzés. Az 1.rend¶ logikának is van teljességi tétele. A bizonyítás hasonló sémát követ:

1. szintaktikus alapozás,

2. helyességi tétel (a bizonyítás hasonló),

3. minden ellentmondástalan 1.rend¶ Σ kiterjeszthet® teljes ellentmondástalan Σ′
-vé,

4. Henkin-lemma: ha Γ teljes ellentmondástalan, akkor van A struktúra, hogy A |= Γ. (S®t A

alaphalmaza megszámlálható.)

6. Megjegyzés. A teljességi tétel miatt a logika felépíthet® tisztán szintaktikus módon. Ez a halmaz-

elmélet logikai alapozásánál elkerülhet®vé teszi a halmazokra való hivatkozást.
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