
Chv�atal t�etele:1) Ha egy n s�us�u G gr�af d1 � d2 � : : : � dn foksz�amaira igaz, hogy amennyibendk � k < n2 akkor dn�k � n� k, akkor G tartalmaz Hamilton-k�ort.2) Ha a d1 � d2 � : : : � dn pozit��v eg�eszekre a fenti felt�etel nem teljes�ul, akkor van olyanHamilton-k�ort nem tartalmaz�o gr�af melynek d01 � d02 � : : : � d0n foksz�amaira 8i d0i � di.Bizony��t�as:Az 1) �all��t�as bizony��t�asa:A bizony��t�as az Ore-t�etel bizony��t�as�aval azonosan indul: tegy�uk fel, hogy az �all��t�as nemigaz, vagyis l�etezik olyan G0 gr�af, aminek foksz�amai teljes��tik a felt�etelt �es m�egsinsHamilton-k�ore. Tekints�unk egy ilyen G0-t, �es adjunk hozz�a �eleket mindaddig, am��g ezmegtehet}o Hamilton-k�or l�etrehoz�asa n�elk�ul. Az ��gy kapott gr�af legyen G. G tov�abbra isellenp�elda, hiszen nins Hamilton-k�ore, a felt�etel teljes�ul�es�et pedig nem ronthattuk el az�uj �elek hozz�aad�as�aval, hiszen att�ol a foksz�amok sak n}ottek.Az Ore-t�etel bizony��t�asakor elmondottak szerint:- G b�armely k�et �osszek�otelen s�usa k�oz�ott megy Hamilton-�ut, hiszen az eml��tett k�ets�us �osszek�ot�es�evel sak ��gy keletkezhet Hamilton-k�or;- B�armely k�et �osszek�otetlen x �es y s�us d(x) �es d(y) foksz�amaira d(x)+ d(y) � n� 1.(Ezt az Ore-t�eteln�el indokoltuk: az x �es y k�oz�otti Hamilton-�uton x szomsz�edait megel}oz}opontok nem lehetnek szomsz�edai y-nak [m�ask�ul�onben lenne Hamilton-k�or℄, amib}ol d(y) �n� 1� d(x), ami a mondottal ekvivalens.)Most j�on az, ami �uj az Ore-t�etel bizony��t�as�ahoz k�epest: v�alasszuk x-et �es y-t �ugy, hogyd(x)+d(y) a lehet}o legnagyobb legyen r�ajuk az �osszes �osszk�otetlen s�usp�ar k�oz�ott. Tegy�ukfel m�eg, hogy d(x) � d(y): Az el}obbiek szerint, ebb}ol k�ovetkezik, hogy d(x) � n�12 < n2 :Jel�olj�uk d(x)-et h-val. Megmutatjuk, hogy h-ra dh � h < n2 . Ebb}ol a m�asodik egyen-l}otlens�eget az el}obb l�attuk, teh�at az els}ot kell sak bizony��tanunk. Ez avval ekvivalens,hogy G-nek van legal�abb h olyan s�usa, aminek a foksz�ama legfeljebb h (ekkor teh�at ah-adik legkisebb fok nem lehet h-n�al t�obb, dh � h pedig �eppen ezt jelenti). Tekints�ukx minden szomsz�edj�ahoz az x �es y k�oz�otti Hamilton-�ut ment�en }ot megel}oz}ot. M�ar azOre-t�etel bizony��t�as�an�al l�attuk, hogy ezek egyike sem lehet �osszek�otve y-nal (mert lenneHamilton-k�or). Eszerint ezen �osszesen �eppen h s�us mindegyike v�alaszthat�o lett volna yp�arj�aul a tekintett Hamilton-�ut kezd}opontj�anak, s ha b�armelyiknek a foksz�ama nagyobbvolna x-�en�el, akkor d(x) + d(y) maximaliz�al�as�ahoz val�oban ink�abb ezt a s�usot kellettvolna v�alasztanunk. Mivel x-et v�alasztottuk, biztos, hogy ezen h darab s�us egyik�eneksem nagyobb a foka x foksz�am�anal, vagyis h-n�al. Teh�at t�enyleg van legal�abb h darab h-n�alnem nagyobb foksz�am�u s�us, vagyis dh � h.A felt�etelben szerepl}o k hely�ebe h-t ��rva a fentiekb}ol azt kapjuk, hogy dn�h � n�h. Ut�obbipontosan azt jelenti, hogy legal�abb h + 1 s�us foksz�ama legal�abb n � h. Mivel x-nek hszomsz�edja van, az el}obbi h+ 1 s�us k�oz�ott biztosan van olyan, amelyik nins �osszek�otvex-szel. Ezennel tal�altunk teh�at k�et �osszek�otetlen s�usot, melyek foksz�am�osszege legal�abbh+ n� h = n, ami ellentmond az Ore-t�etel bizony��t�as�an�al elmondottaknak (vagy ha �ugytetszik: x �es y v�alaszt�as�anak). 1



Ellentmond�asra jutottunk, ezzel bebizony��tottuk az 1) �all��t�ast.A 2) �all��t�as bizony��t�asa:Tegy�uk fel, hogy az 1)-ben szerepl}o felt�etel nem teljes�ul valamely d1 � d2 � : : : � dnsz�amokra. Ez azt jelenti, hogy l�etezik olyan k < n2 , amire egyr�eszt dk � k, m�asr�esztdn�k < n � k. Ebb}ol k�ovetkez}oen d1 � : : : � dk � k; dk+1 � : : : � dn�k � n � k � 1, �es�ertelemszer}uen dn�k+1 � : : : � dn � n� 1. Vagyis ad01 = : : : = d0k = k; d0k+1 = : : : = d0n�k = n� k � 1; d0n�k+1 = : : : = d0n = n� 1sorozatra teljes�ul, hogy 8i d0i � di. Ha teh�at mutatunk egy olyan gr�afot, aminek foksz�amaid01 � d02 � : : : � d0n, �es ninsen Hamilton-k�ore, akkor k�eszen vagyunk.A k�ovetkez}o G gr�af �eppen ilyen. Az n-elem}u s�ushalmazt osszuk fel h�arom r�eszre, A-ra, B-re �es C-re, ahol jAj = jBj = k �es jCj = n � 2k. A B [ C r�eszbe es}o s�usokmindegyik�et k�oss�uk �ossze mindegyik (ugyane B[C-be es}o) m�asikkal, tov�abb�a k�oss�uk �osszevalamennyi A-beli s�usot valamennyi B-belivel. T�obb �ele ne legyen a gr�afnak. Ezzel a Ggr�afot teljesen megadtuk, k�onnyen ellen}orizhet}o, hogy foksz�amai teljes��tik a mondottakat:minden A-beli s�us foka k, a C-beliek�e n� k � 1, a B-be es}ok�e pedig n� 1. Annyit kellm�eg megmutatnunk, hogy G-nek nins Hamilton-k�ore. Ez abb�ol l�athat�o, hogy a B-belipontokat elhagyva a gr�af k + 1 komponensre esik sz�et: az A-beli pontokb�ol k izol�alt pontlesz, a k+1-edik komponens pedig a C-n megmarad�o teljes gr�af. (Fontos, hogy C biztosannem �ures halmaz, hiszen m�erete n � 2k, ami a k < n2 felt�etel miatt biztosan pozit��v.) Gteh�at nem teljes��ti a Hamilton-k�or l�etez�es�ehez sz�uks�eges tanult elemi felt�etelt, ��gy val�obannem lehet Hamilton-k�ore. Ezzel a bizony��t�ast befejezt�uk.
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