Chvatal tétele:

1) Ha egy n cstucsi G graf d; < dy < ... < d,, fokszdmaira igaz, hogy amennyiben
dr < k < 5 akkor d,_j > n — k, akkor G tartalmaz Hamilton-kort.

2) Haa d; <ds <...<d, pozitiv egészekre a fenti feltétel nem teljesiil, akkor van olyan
Hamilton-kért nem tartalmazé graf melynek df < dy < ... < d), fokszdmaira Vi d > d;.

Bizonyitds:

Az 1) allitds bizonyitasa:

A bizonyitds az Ore-tétel bizonyitdsaval azonosan indul: tegyiik fel, hogy az allitds nem
igaz, vagyis létezik olyan G’ graf, aminek fokszamai teljesitik a feltételt és mégsincs
Hamilton-kore. Tekintsiink egy ilyen G’-t, és adjunk hozzd éleket mindaddig, amig ez
megtehetd Hamilton-kor 1étrehozasa nélkiil. Az igy kapott graf legyen GG. G tovabbra is
ellenpélda, hiszen nincs Hamilton-kore, a feltétel teljesiilését pedig nem ronthattuk el az
1j élek hozzdadasaval, hiszen attdél a fokszamok csak néttek.

Az Ore-tétel bizonyitasakor elmondottak szerint:

- G barmely két osszekotelen csticsa kozott megy Hamilton-1t, hiszen az emlitett két
cstcs osszekotésével csak igy keletkezhet Hamilton-kor;

- Barmely két Osszekotetlen z és y cstics d(x) és d(y) fokszamaira d(z) +d(y) < n—1.
(Ezt az Ore-tételnél indokoltuk: az x és y kozotti Hamilton-iton = szomszédait megel6z6
pontok nem lehetnek szomszédai y-nak [maskiilénben lenne Hamilton-kor], amibél d(y) <
n — 1 —d(z), ami a mondottal ekvivalens.)

Most jon az, ami 1ij az Ore-tétel bizonyitasahoz képest: vélasszuk z-et és y-t ugy, hogy
d(xz)+d(y) a lehetd legnagyobb legyen rajuk az 6sszes 6sszkotetlen csticspar kozott. Tegyiik
fel még, hogy d(z) < d(y). Az elébbiek szerint, ebbdl kivetkezik, hogy d(z) < 251 < 2.

Jeloljiikk d(z)-et h-val. Megmutatjuk, hogy h-ra d, < h < 3. Ebbél a mésodik egyen-
16tlenséget az elobb lattuk, tehdt az elsét kell csak bizonyitanunk. FEz avval ekvivalens,
hogy G-nek van legaldbb h olyan csicsa, aminek a fokszama legfeljebb h (ekkor tehat a
h-adik legkisebb fok nem lehet h-ndl t6bb, d;, < h pedig éppen ezt jelenti). Tekintsiik
x minden szomszédjahoz az x és y kozotti Hamilton-1it mentén 6t megel6z6t. Mar az
Ore-tétel bizonyitasanal lattuk, hogy ezek egyike sem lehet 6sszekétve y-nal (mert lenne
Hamilton-kor). Eszerint ezen 6sszesen éppen h csiics mindegyike valaszthaté lett volna y
parjaul a tekintett Hamilton-tit kezdopontjanak, s ha barmelyiknek a fokszdma nagyobb
volna z-énél, akkor d(z) + d(y) maximalizdldsdhoz valéban inkdbb ezt a csticsot kellett
volna valasztanunk. Mivel z-et valasztottuk, biztos, hogy ezen h darab csics egyikének
sem nagyobb a foka x fokszamanal, vagyis h-nal. Tehat tényleg van legaldbb h darab h-nal
nem nagyobb fokszadmu csics, vagyis dj, < h.

A feltételben szerepl6 k helyébe h-t irva a fentiekbol azt kapjuk, hogy d,,_, > n—h. Utébbi
pontosan azt jelenti, hogy legalabb h + 1 cstcs fokszama legalabb n — h. Mivel z-nek h
szomszédja van, az elobbi h + 1 cstics kozott biztosan van olyan, amelyik nincs 0sszekotve
x-szel. Ezennel taldltunk tehdt két osszekotetlen csticsot, melyek fokszamosszege legalabb
h +n — h = n, ami ellentmond az Ore-tétel bizonyitdsdnél elmondottaknak (vagy ha tgy
tetszik: x és y vélasztasanak).



Ellentmonddsra jutottunk, ezzel bebizonyitottuk az 1) allitast.

A 2) 4llitds bizonyitasa:

Tegyiik fel, hogy az 1)-ben szerepld feltétel nem teljesiil valamely d; < dy < ... < d,

szamokra. Kz azt jelenti, hogy létezik olyan k < 3, amire egyrészt dp < k, mdsrészt

dp— < n — k. EbboAl kovetkezden di < ... <dp < k,dgy1 <...<dp_pr <n—k—1,és

értelemszeriien dy, 41 < ... <d, <n —1. Vagyis a
dy=...=dy=kd1=...=d,_,=n—k—-1,d,_,.,=...=d,=n—1

sorozatra teljesiil, hogy Vi d; > d;. Ha tehdt mutatunk egy olyan gréfot, aminek fokszamai

dy <dy <...<d], és nincsen Hamilton-kore, akkor készen vagyunk.

A kovetkez6 G graf éppen ilyen. Az n-elemii csicshalmazt osszuk fel harom részre, A-
ra, B-re és C-re, ahol |A| = |B| = k és |C| = n —2k. A B U C részbe es6 csicsok
mindegyikét kossiik 6ssze mindegyik (ugyane BUC-be es6) mésikkal, tovabbé kossiik dssze
valamennyi A-beli csicsot valamennyi B-belivel. Tobb éle ne legyen a grafnak. Ezzel a G
grafot teljesen megadtuk, konnyen ellendrizhetd, hogy fokszamai teljesitik a mondottakat:
minden A-beli csics foka k, a C-belieké n — k — 1, a B-be es6ké pedig n — 1. Annyit kell
még megmutatnunk, hogy G-nek nincs Hamilton-kore. Ez abbdl lathatd, hogy a B-beli
pontokat elhagyva a graf k + 1 komponensre esik szét: az A-beli pontokbdl & izolalt pont
lesz, a k+ 1-edik komponens pedig a C-n megmaradd teljes graf. (Fontos, hogy C biztosan
nem iires halmaz, hiszen mérete n — 2k, ami a k < % feltétel miatt biztosan pozitiv.) G
tehat nem teljesiti a Hamilton-kor 1étezéséhez sziikséges tanult elemi feltételt, igy valéban
nem lehet Hamilton-kore. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.



