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Feladatok

. Hanyféleképpen allhat sorba n fid és n lany dgy, hogy azonos nemiek ne alljanak egymads

mellett?

. Hany olyan hétszamjegyi telefonszam készithetd, amiben pontosan két kiilonb6z6 szamjegy

szerepel, és ezek egyike sem a 07

Hanyféleképpen &allhat fel fotézashoz két egymas mogotti sorba 2n kiilonb6z6 magassagi em-
ber gy, hogy minden hétsé sorban 4ll6 magasabb legyen annal, aki az els6 sorban kézvetleniil
el6tte all?

Jeldlje ¢(n) az n-nél kisebb, n-hez relativ prim pozitiv egészek szamat. Bizonyitsuk be, hogy
han = IT¥_, pf az n pozitiv egész szam primtényezés felbontédsa, akkor ¢p(n) = nllF_ (1— pi)
Bizonyitsuk be, hogy X7, (?)2 = (2:)

Ot l4ny és hérom fit réplabdédzik. Hanyféleképpen oszthatdk két négyfds csapatba tigy, hogy
mindkét csapatban legyen fiu?

Tiz rabld a kincseit egy tobb lakattal lezarhaté ladaban gytjti. Az egyes lakatokat egy-egy
(egymadstdl eltérd) kules nyitja, és minden kulcsbdl akdrhdny példany kérheté az aldbbiak
eléréséhez. A rablok ugy szeretnék kiosztani egymds kozott a kulcsokat, hogy bérmely
négy rablé gytlik Ossze, 6k egyiittesen ki tudjak nyitni a ladat, ugyanakkor ezt semelyik
harom rablé ne tudja megtenni. Minimdlisan hany kiillonbozé lakatra van sziikség ennek
megvalOsitdsahoz?

Mutassuk meg, hogy egy véges egyszeri grafnak mindig van két azonos fokszamu cstiicsa.

A Kovacs hézaspar hazibulit rendez, négy masik part hivnak meg, igy Osszesen tizen vannak.
A résztvevek koziil csak némelyek ismerik egymadst, mésok nem, de természetesen mindenki
ismeri a hézastarsat. Kovacs ur megfigyeli, hogy ha a tobbieket végigkérdezné hany is-
mer6siik van a jelenlevék kozott, mind a kilenc megkérdezett mas valaszt adna. Mondjuk
meg, hogy ekkor hany ismerdse van a jelenlévik kozott Kovacsnénak. (Feltételezziik, hogy
az ismeretségek kolesonosek.)

Mutassuk meg, hogy tetszOleges véges egyszerii graf paros sok paratlan fokszamu cstcsot
tartalmaz.

Bizonyfitsuk be, hogy tetsz6leges véges G grafra fenndll, hogy |E(G)| > |V(G)| — ¢(G), ahol
¢(G) a G graf osszefliggd komponenseinek szaméat jeloli.

Hény kilénb6z6 egyszerii graf adhaté meg n cimkézett ponton?

Hény kiilonbz6 Hamilton-kor van az n csiesu teljes grafban n > 3 esetén? (A pontokat
cimkézettnek tekintjik.)
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Hany kiilonboz6 olyan fa adhatdé meg n > 4 cimkézett ponton, amelyben a nem-elséfoku
pontok szama pontosan kett6?

Hény kiilonb6z6 olyan fa adhaté meg az 1,2, ..., 8 cimkézett csticsokon, ami az {1, 2}, {3, 4},
{5,6},{7,8} teljes parositds élei koziil legaldbb az egyiket nem tartamazza?

Mi lehet a G graf, ha A(G) < 27?

Legyen k < % és jelolje KG(n, k) a kovetkezo grafot. KG(n, k) csticsai az {1,2,...n} halmaz
Osszes k-elemii részhalmazai. Két csics pontosan akkor van Osszekotve, ha a két megfelel$
k-elemi részhalmaz diszjunkt. (KG(n, k) az n, k paraméteri Kneser-graf.)

Mutassuk meg, hogy a KG(5,2) Kneser-graf izomorf a Petersen-graffal.

Mutassuk meg, hogy ha egy n cstcsu teljes graf éleit kiszinezziik két szinnel, akkor biztosan
keletkezik olyan részgrafja, mely n csicsu fa, és minden éle azonos szini.

Adjuk meg az &sszes dnkomplementer grafot 6t és hat ponton!
Adjuk meg az 6sszes dnkomplementer fat!

Tegytik fel, hogy T olyan fa, amelyhez hozza lehet adni egyetlen élet gy, hogy az igy keletkezd
grafban legyen zart Euler-séta. Mennyi a T-ben el6fordulé maximaélis fokszam?

Minimalisan hany toréssel torheté darabjaira egy 6 x 8-as tdbla csokolddé?

Adott r darab, egyenként k csucsu pontdiszjunkt fa. Hanyféleképpen egészithetd ki ez az r
fa egyetlen k - r csticsu fava? (A kiegészités agy értendd, hogy az r fa mindegyike részgréfja
lesz a keletkezd k - r csicsua fdnak.)

Mennyi az optimélis kinai postés utvonal hossza a d dimenziés hiperkocka grafjaban?

Egy graf csucsai egy 100 elemii halmaz Gsszes részhalmazai az lires halmazt kivéve. Két cstcs
pontosan akkor van 0sszekotve, ha a megfelel6 halmazok egyike tartalmazza a masikat és az
elemeik szamanak kiilonbsége 1. Hany élbol all a legrovidebb kinai postas utvonal ebben a
grafban?

Legyen G olyan graf, amiben minden fokszam 4. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G élei kiszinezhetok
két szinnel, pirossal és kékkel, gy, hogy minden csiicsba két piros és két kék él fusson be.

(Rédei tétele) Mutassuk meg, hogy egy irdnyitott teljes grafban (tournamentben) mindig van
irdnyitott Hamilton-1t.

Mutassuk meg, hogy egy irdnyitott teljes grafban (tournamentben) mindig van olyan pont,
amib6l az Gsszes tobbi legfeljebb két (az élek irdnyitdsanak megfelels) 1épésben elérheté.

Mutassuk meg, hogy a KG(50,3) Kneser-graf tartalmaz Hamilton-kort. (A Kneser-graf
definiciéjét 1d. a 17. feladatndl.)
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. A G egyszerii grafrél tudjuk, hogy d-regularis és a csicsainak szama 2009. Mutassuk meg,
hogy ha d > 1004, akkor G Hamilton-kort is és Euler-kort is tartalmaz.

A G, graf csicsai legyenek egy n elemii halmaz 6sszes részhalmazai (a nem valédi részhal-
mazokat, tehdt az lireshalmazt és a teljes halmazt is beleértve). Két csics pontosan akkor
van Osszekotve, ha a megfelelé halmazok diszjunktak. Milyen n esetén van a G, grafban
Euler-kor, illetve Euler-ut?

A vildg 30 véarosardl tudjuk, hogy ha ketté kdzott nincs kozvetlen repiilgjarat, akkor a tobbi
huszonnyolc varos mindegyike kozvetlen jarattal elérheté valamelyikiikbol, és legalabb két
véros (szintén a tobbi huszonnyole koziil) mindkettdjiikbél. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
tehetd olyan korutazas reptilégéppel, mely e harminc vérost érinti (mést nem), és mindegyiket
pontosan egyszer, illetve a kiinduld varost a korutazas végén még egyszer.

Egy hotelba egy 100 f6s tarsasag érkezett, akik koziil kezdetben barmely két ember jéban
volt egymassal. Esténként egyetlen nagy kerek asztal koré iil le mindenki vacsordzni. Sajnos
egy-egy vacsora alkalmaval az egymas mellé keriilt emberek orokre 6sszevesznek egymaéssal.
A térsasdg minden vacsora el6tt ugy il le, hogy mindenki jéban legyen a szomszédaival.
Ha ez lehetetlen, akkor az Gsszes résztvevo még aznap este hazamegy, el6bb azonban nem.
Bizonyitsuk be, hogy legalabb 25 éjszakat a hotelban tolt a tarsasag!

Egy G egyszeri graf csicsai vy, ...,v9. Elkészitjik belole a vy,...,vg,w1,...,wy csicsokon
adott G’ grafot a kévetkezé médon. A v; és v; csticsok kozdtt pontosan akkor van él G'-ben,
ha él van koztilk G-ben. A w; és w; csticsok minden 4, j esetén Osszekotetlenek, végiil w;
pontosan akkor van Osszekétve vj-vel, ha ¢ # j. Tudjuk még, hogy a G’ graf kromatikus
szama megegyezik a G graf kromatikus szaméaval. Megmondhaté-e ebbdl, hogy mi a G graf?

Legyen G a kovetkezd graf. V(G) = {1,2,...,2008} és két csiics pontosan akkor alkot élet, ha
a nekik megfelel6 szamok nem egyenldk és legnagyobb ko6zos osztéjuk nagyobb 1-nél. Mennyi
G kromatikus szdma?

Legyen G a kovetkezd graf. V(G) = {1,2,...,1023} és két csiics pontosan akkor alkot élet, ha
az egyiknek megfelel$ szdm osztéja a mésiknak megfeleld szamnak (de a kett§ nem egyenld).
Mennyi G kromatikus szama?

Legyen G olyan 2n+1 cstcsu graf, amiben minden fokszam legaldbb n. Mutassuk meg, hogy
G tartalmaz Hamilton-utat.

Mutassuk meg, hogy egy r-reguldris paros grafban r» > 1 esetén mindig van teljes parosités.

A G = (A, B; E) péros grafban |A| = |B] = m és az A-beli pontok dy,...,d,, fokszdmaira
d; = i teljesiil minden 1 <14 < m esetén. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van teljes parositas.

Egy G = (A, B, E) egyszerii paros gréifra |A| = |B| = n és v(G) = k, ahol k < n. Tudjuk
tovabba, hogy G ezen feltételek mellett a lehet6 legtobb élet tartalmazza. Héany éle van
G-nek? Adjuk is meg G-t izomorfia erejéig!

Mennyi a % hanyados leheté legnagyobb értéke, ha G véges egyszerii graf?
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Bizonyitsuk be, hogy n cstcst egyszer(i grafra mindig fonndll a 2v(G) + a(G) > n egyenldt-
lenség.

Egy matrix dupldn sztochasztikus, ha minden eleme nemnegativ, és az elemek 6sszege minden
sorban és minden oszlopban 1. Mutassuk meg, hogy dupldn sztochasztikus négyzetes matrix
determindnsanak van pozitiv kifejtési tagja.

Egy szigeten n csalad lakik. A sziget eloljardi felosztottak az egész szigetet n egyenld teriileti
vadészati korzetre és ezzel egyidejiileg (az el6bbitél fiiggetlentil, ezért egészen méas médon)
felosztottak az egész szigetet n egyenld teriiletii mezégazdasagi teriiletre. Most azt szeretnék
elérni, hogy minden csaladhoz tartozzon egy vadaszati és egy mezogazdasagi teriilet ugy,
hogy a két tertiletnek legyen ko6zos része. Megoldhaté-e ez mindig?

Egy 7 x T-es sakktabla minden mez6jén il egy mdkus. Sipszora mindegyik atugrik egy
a sajatjaval egyetlen csicsban érintkez6 mezére. (Egy-egy mezére tobben is ugorhatnak.)
Minimalisan hany mezé marad tiresen?

Legyen G n csticst egyszerti regularis graf. Mutassuk meg, hogy ekkor x(G) + x(G) < n+ 1.
Mi az egyenléség feltétele?

Legyen G egy 2009 csticst reguldris egyszert graf. Tegyiik fel, hogy sem G, sem G nem teljes
graf. Allapitsuk meg a x.(G) + Xx(G) Osszeg értékét.

Mutassuk meg, hogy egy r-regularis paros graf élhalmaza felbonthat6 r darab diszjunkt teljes
parositas unidjara.

Bizonyitsuk be, hogy ha G nem péros graf, akkor megadhatdék a csicsainal olyan preferencia
listdk, melyekre vonatkozdan G nem tartalmaz stabil parositast!

Egy iskolaban k klub miikodik, melyeknek didkok a tagjai. Minden klubnak szeretnénk a
tagjai koziil vezetot valasztani gy, hogy egy didk legfeljebb egy klubnak legyen a vezetdje.
Mutassuk meg, hogy annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy ez lehetséges legyen az,
hogy minden i < k szamra teljesiiljon, hogy tetszoleges i klub tagsdgdnak unidja legaldbb i
diakbol all.

Legyen G olyan véges egyszer(l, 3-reguldris graf, amely tartalmaz elvigéélet (azaz hidat).
Mennyi G élkromatikus szama?

Mutassuk meg, hogy ha G pératlan csicsu, legalabb egy élet tartalmazd, egyszerii regularis
graf, akkor G élkromatikus szama is paratlan.

Legyen G olyan graf, melynek kromatikus szama 5, és tekintsiik G-nek egy jo szinezését a
piros, kék, zold, sarga és lila szinekkel. Mutassuk meg, hogy az ilymddon szinezett G-ben
biztosan van olyan négyagu csillag (tehat K 4) részgraf, melynek negyedfoki (tehédt k6zépsé)
pontja piros, a masik négy pontja pedig mind kiilonbozd szinii (vagyis az egyik kék, egy mésik
z0ld, egy harmadik sérga és a negyedik lila).

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges véges egyszeri G grifra fenndll x(G) > |Z((g))‘
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Bizonyitsuk be, hogy ha G egy n csticst véges egyszerti graf, akkor x(G)x(G) > n.

Jelolje My, a Mycielski-konstrukciéval kapott azon grafot, melynek kromatikus szdma k. (Ma
a két csticsot és egyetlen élet tartalmazé graf, Ms az 5 hossz, hir nélkiili kor.) Bizonyitsuk

be, hogy k > 2 esetén v(My) = %

Jelolje My, a Mycielski-konstrukcioval kapott azon grafot, melynek kromatikus szama k. Mi-
lyen k értékekre tartalmaz Mj Euler-kort?

Jelolje M}, ismét a k-adik Mycielski-grafot. Milyen k értékekre tartalmaz M Hamilton-kort?
Mutassuk meg, hogy x(G) < 7(G) + 1.

Bizonyitsuk be, hogy minden gréafra fennall, hogy
X(G) <max{d(G"): G' C G} +1,
ahol §(F) az F graf minimdlis fokszdmat jeloli.
Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges véges egyszerii gréfra fenndll, hogy |E(G)| > (X(2G )).

Bizonyitsuk be, hogy ha G egy n csticst véges egyszerii graf, melynek fokszamai dy, do, . .., dy,
akkor XL d; > x(G)(x(G) — 1).

Bizonyitsuk be, hogy ha G egy n csticst véges egyszerii graf, melynek fokszamai dy, do, . .., dy,

alckor 27, (4) > (X<{9).

Mutassuk meg, hogy tetsz6leges véges egyszerti grafra fonnall az «(G) > A"(/C(;?J)Jl egyenlétlenség.

(Szokés szerint a(G) a fiiggetlen pontok maximadlis szdma, A(G) pedig a maximalis fokszdm
G-ben.)

Mutassuk meg, hogy x(KG(n, k)) < n—2k+2, ahol KG(n, k) az n, k paramétert Kneser-graf.
(A Kneser-graf definicidjat 1d. a 17. feladatnédl. Az ott leirt definiciéhoz hiven, feltessziik,
hogy n > 2k.)

Legyen adva a sikon véges szamu egyenes, melyek koziil semelyik harom sem metszi egymést
egy pontban. Tekintsiik az egyenesek metszéspontjait egy G graf csicsainak, és ugyanezen
graf élei legyenek az egyes egyeneseken szomszédosan elhelyezked6 metszéspontokbdl 1éterejott
cstcsparok. Mutassuk meg, hogy x(G) < 3.

Mutassuk meg, hogy tetszbleges GG graf csucsainak van olyan sorrendje, amely sorrendben
mohon szinezve a csticsokat optimalis szinezést kapunk. Mutassuk meg azt is, hogy tetszéleges
k szamhoz létezik olyan paros graf és csicsainak olyan sorrendje, hogy ebben a sorrendben
mohén szinezve a gréafot, a felhasznalt szinek szdama k-ndl nagyobb lesz.

Mutassuk meg, hogy ha G péros graf, akkor x(G) = w(G), vagyis G komplementerében a
kromatikus szam és a klikkszam egyenlé.
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Legyen G k-kromatikus graf. (Ez annyit jelent, hogy x(G) = k). Legyen A C V(G) olyan
részhalmaza a csicsoknak, amire Va, b € A esetén az a és b pontok tdvolsdga G-ben legaldbb
4. Bizonyitsuk be, hogy az A-beli csicsok tetszéleges, legfeljebb k + 1 szint felhaszndlé
szinezése kiegészithetd G-nek egy legfeljebb k + 1 szint felhasznald jé szinezésévé.

Legyen G és Go két véges egyszerli graf, melyek kromatikus szdma hdarom. Definialjuk
altaluk az aldbbi F' grafot. F' cstcsai az Osszes olyan rendezett (u,v) pérok, melyekre u €
V(G1) ésv € V(G2). Kétilyen cstcs, (u1,v1) és (uz, v2) akkor és csak akkor van 6sszekotve F'-
ben, ha {uy,us} € E(G1) és {v1,v2} € E(G2) is teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy F kromatikus
szama is harom.

Bizonyitsuk be, hogy Ki 3 nem lehet feszitett részgrafja semmilyen véges egyszerti graf
élgrafjanak.

Mennyi K, élkromatikus szama?

Mennyi az n-csticsu teljes graf élgrafja komplementerének kromatikus szdma? (Roviden:
X(L(Ky) =7)

Legyen a G graf a haromdimenzids kocka élhalézatanak grafja, melyen jeloljik ki egy testatld
két atellenes csticsat, melyeket s-sel és t-vel jeloliink. Legyenek az élek tgy iranyitva, hogy
s-hez kozelebbi csicsukbol mutassanak az s-tél tavolabbiba. Az igy megadott iranyitott graf
legyen egy hélézat gréafja, melyben s a forrds és t a nyel6. A kapacitdsokat ugy kell megad-
nunk, hogy négy él kapacitasa 1 egység, négy él kapacitdsa 2 egység és négy él kapacitdsa 3
egység legyen, tovabba, hogy a hélézat ateresztoképessége maximalis legyen ezen feltételek
mellett. Mekkora lesz az igy kapott hélézatban megadhaté maximaélis folyam?

Egy hélézat grafja az {1,2,...,n} csticsokon adott irdnyitott teljes graf, melynek minden éle
a kisebb cimkéjli csicsbdl a nagyobb cimkéjii felé van iranyitva. A forras az 1, a nyel6 az n
cimkét viseld cstics. Az (i, ) él kapacitdsa j — ¢ minden i < j pdrra. Mekkora a hdlézatban
megadhaté maximalis folyam értéke?

A G graf csucsai legyenek az n hosszusdagi 0 — 1 sorozatok, és az x = x7 . . . &, sorozatbdl mu-
tasson él az y = y1 ...y, sorozatba, ha a két sorozat pontosan egy koordinataban kiilonbozik
és erre az i koordinatara x; = 0,y; = 1 all. Az igy kapott él kapacitasa legyen egyenld
i-vel. Legyen s = (0...0),t = (1...1). Mutassuk meg, hogy az {gy megadott (G, s,t,c)
hélézatban a maximalis folyam értéke semmilyen n-re nem nagyobb 27"~ 1-nél, n > 5 esetén
pedig hatarozottan kisebb annal.

Legyen G 3-reguldris graf, amire x.(G) = 3. Tudjuk tovdbbé, hogy G éleinek (a szinek
egymas kozotti trividlis permutacidjatol eltekintve) egyetlen j6 harom szinnel valé szinezése
létezik. Bizonyitsuk be, hogy G-nek van Hamilton-kore.

Mutassuk meg, hogy ha G 0sszefiigg6 r-regularis paros graf, aminek legalabb harom csticsa
van, akkor G kétszeresen is Gsszefliggo.

Mutassuk meg, hogy ha egy 3-regularis graf 3-szorosan élosszefiiggd, akkor haromszorosan
Osszefliggo is.



80. Mutassuk meg, hogy ha G; és Go két graf ugyanazon a V csicshalmazon és G; U Ga a
(V, E(G1) U E(G32)) médon megadhaté grafot jeloli, akkor x(G1 U Ga) < x(G1)x(G2).

81. Mutassuk meg, hogy 2"~ darab 0 és 2"~! darab 1-es elrendezhet olyan ciklikus sorrendben,
hogy az igy kapott kor mentén egymds mellett 4llé binaris szdmjegyekbol 1étrejovo bindris
n-esek kozott mind a 2™ lehetséges bindris n-es pontosan egyszer el6éforduljon.



