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9.4. PARATLANVAROS ES PAROSVAROS
9.4. Paratlanvairos és P4rosvaros

Ebben a pontban azt vizsgéljuk, hogy egy k elemii halmaznak maximalisan
hany olyan részhalmaza lehet, ahol az elemszamokra és a paronkénti metsze-
tek elemszamara kiilonféle feltételeket szabunk. Meglep6 médon a feltételek
minimélis megvaltoztatasa az eredmény dramai megvaltozasat vonhatja maga
utdn. Bevezetként ezt az alabbi kis mesével illusztraljuk.

Hol volt, hol nem volt, az Operencias (Operéciés?) tengeren til, de a
Nagy Primszamtételen innen, Kombinatéria kellgs kézepén volt egyszer egy
icipici, 32 lakosiu varoska, amelynek a lakéi imadtak egyesiileteket alapitani.
Kezdetben minddssze annyit kotottek ki, hogy két egyesiiletnek nem lehet
teljesen azonos a tagsdga (hiszen akkor ez a kettd tulajdonképpen ugyanaz
az egyesiilet, csak mds néven). Még a ,tagnélkiili” egyesiiletet is bejegyezték,
amelynek tehdt senki sem tagja. (Ebben az egyesiiletben biztosan nem keriil
sor éles vitdkra!)

Szépen szaporodtak az egyesiiletek, mindenkinek tébb talicskdnyi tag-
konyve volt mar, azonban ettél a helyi nyomda kapacitasa teljesen kimeriilt, és
a polgarok rajéttek, hogy az egyesiiletek tiilburjanzasianak megakadélyozasara
némi korlatozé intézkedéseket kell bevezetni. Két javaslat fekiidt a nagytekin-
télyi szendtus el6tt (amelynek természetesen mindenki tagja volt). Mindkét
javaslat egyformdn el8irta, hogy ezentil barmely két egyesiiletnek csak pa-
ros szami kozos tagja lehet, és minddssze abban az aprésagban mutatkozott
eltérés, hogy emellett a Parosvaros-partiak azt akarték, hogy az egyesiiletek
taglétszima paros legyen, mig a Paratlanvaros-partiak a paratlan taglétszam
mellett kardoskodtak. Mivel mindkét partnak pontosan 16 képviseléje volt a

szendtusban, ezért nem tudvédn szavazassal donteni, segitségiil hivtdk a szom-
széd falubdl a kéztiszteletnek 6rvendd Linearis Algebra apot, hogy mondjon
véleményt. Az 6 szaval most alabb kivetkeznek.

9.4.1 Tétel (Paratlanvaros)

Legyen |X| = k és Hi,...,H, olyan (kiilonb6z6) részhalmazok X-ben,
amelyekre mindegyik |H;| paratlan és |H; N H;| paros, ha t # j. Ekkor
maxn==k. &

9.4.2 Tétel (Parosvaros)

Legyen |X| = k és Hy,...,H, olyan (kiilonb6z6) részhalmazok X-ben,
amelyekre mindegyik |H;| péros és |H, N H;| paros, ha t # j. Ekkor
maxn = 2LF/2] &
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Eszerint a mesebeli Parosvarosban 2'¢ = 65536 egyesiilet alapithatd, mig Pa-
ratlanvarosban minddssze 32.

A két tétel bizonyitasa kozos alapelven miikodik: a valésban megismert
skaldrszorzat és merdlegesség fogalmat kiterjesztjiikk a modulo 2 test feletti
vektorterekre, és a részhalmazoknak, valamint a metszeteiknek az elemszamat
ennek segitségével fogjuk jellemezni.

Bizonyitds: Legyenek X elemei z,. ..,z és H tetszdleges részhalmaz X-ben.
Feleltessiink meg H-nak egy k hosszisagu h vektort a kivetkezdképpen: h-ban
az i-edik komponens 1, ha z; € H, és 0, ha z; € H.

Legyen T = Fs, ekkor h-t tekinthetjiik T*-beli vektornak.

Definialjuk T*-ban a skaldrszorzatot mint a koordinitdk szorzatosszegét
(ugyanigy, ahogy a valds test felett). Ez most is szimmetrikus bilineéris fiigg-
vény lesz, csak a ,pozitiv definitségnek” persze nincs értelme, tovdbba egy
nemnulla vektor is lehet énmagara meréleges (lasd a 9.4.13-9.4.14 feladato-
kat).

Ha a H és H' részhalmazoknak a h, illetve b’ vektorok felelnek meg, akkor
a h-h' skalarszorzat H N H' elemszamat méri: annyi darab 1-est kell dsszeadni,
ahany kozos elem van H-ban és H'-ben. Ennélfogva h A’ aszerint 0, illetve 1,
hogy |H N H'| péros, illetve paratlan. Ez specidlisan H = H' esetén is igaz,
azaz h-h aszerint 0, illetve 1, hogy |H| paros, illetve paratlan.

Térjiink most rd a Pdratlanvdros-tétel bizonyitdsara. Vildgos, hogy k
darab ilyen H; megadhaté, példaul az egyelemi részhalmazok megfelelnek a
feltételnek. Most azt igazoljuk, hogy ennél tobb H,; mar nem létezik. Eazt
tigy latjuk be, hogy a Hj-knek megfeleltetett h,,...,h, vektorokrél kimutat-
juk, hogy linearisan fiiggetlenek. Mivel T*-ban legfeljebb k darab linedrisan
fiiggetlen vektor létezik, igy valéban a kivant n < k egyenlétlenséget kapjuk.

Vegyiink egy d1h; + ... + d,h, = 0 linearis kombinédciét. Ha mindkét
oldalt skaldrisan megszorozzuk h;-vel, akkor 01 (B h;) 4. F 0;(h;-h;)+...+
+0n(h,,°h;) = 0 adédik. Mivel |H;| paratlan, de minden t # j-re |H; N Hj|
paros, ezért itt minden h,-h; skalarszorzat 0, kivéve h;-h;-t, ami 1. Innen
azonnal kapjuk, hogy §; = 0. Mivel ez tetszdleges j-re teljesiil, ezért a h;
vektorok valéban lineérisan fiiggetlenek.

Ratérve a Parosvaros-tétel bizonyitdsira, elgszor lassuk be, hogy 2L%/2)
ilyen részhalmaz megadhaté. Megfelels, ha |k/2| darab (diszjunkt) elempart
vesziink, és az ezekbdl képezhet6 tsszes lehetséges halmazt tekintjiik. (A me-
sebeli megfogalmazassal, ha Parosvdrosban 16 hazaspar lakik, akkor barmely
férj és feleség kozosen lép vagy nem lép be egy egyesiiletbe.) Annak igazoldsa,
hogy ez a maximum, tovibbi elgkésziileteket igényel.

Két V = T*.be
skalarszorzatuk a-b
merdleges vektorok

Kénnyen adédi
liban mar nem iga
dimU +dim U+ =«
9.4.15 feladatban ta

Visszatérve P
X-ben, amelyekre 1
Hj-knek megfelels }
Mivel (F, felett) (a
vektorok altal genes
Emiatt U C U+, te
osszefiiggésbsl dimi
n< 'UI :2dimU <4

Feladatok
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9.4.2 Tekintsiik :
megfeleltets
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Két V = T*.beli vektor, a és b merélegessége most is jelentse azt, hogy a
skalarszorzatuk a-b = 0, tovabba egy U altérre legyen UL az U 6sszes elemére
merGleges vektorok halmaza: Ut = {z e V|(u e U = uz =0)}

Konnyen adédik, hogy U+ altér, azonban a 8.1.7 Tétel megfelelGje alta-
laban mér nem igaz: eléfordulhat, hogy UN U+ # 0 és (U, ULy £ V. A
dimU +dimU+ = dimV Osszefliggés viszont tovabbra is érvényes. Mindezt a
9.4.15 feladatban targyaljuk.

Visszatérve Parosvarosba, legyenek Hi,..., H, olyan részhalmazok
X-ben, amelyekre minden |H;| és |H, N Hj| paros. Ez azt jelenti, hogy a
Hj-knek megfelels h ; vektorok ekkor 6nmagukra és egymésra is merdlegesek.
Mivel (Fy felett) (a +b)-(a + b) = a-a + 2(a-b) + bb = a-a + bb, igy a h;
vektorok altal generalt U altérben barmely két vektor mersleges egymasra.
Emiatt U C U+, tehdt dimU < dimU*, és igy a dimU + dim UL — dim V
Osszefliggésbsl dimU < |dimV/2| = |k/2] kivetkezik. Azaz valéban
n < |U| =24mU < 2lk/2] amint allitottuk. m

Feladatok

9.4.1 Egy k elemi halmaznak hany olyan (kiilonb6z6) részhalmaza van,
amelyek elemszama a) paros; b) 3-mal oszthat6?

Tekintsiik a 9.4.1-9.4.2 Tételek bizonyitadsiban bevezetett H — h
megfeleltetést.

A H és H' halmazok kozott milyen kapcsolat 411 fenn, ha a h és A’
vektorok minden komponensiikben kiilsnbéznek?

A H és H' halmazok kozott milyen miiveletet kell elvégezni, hogy az

igy kapott halmaznak éppen a h és h' vektorok (Fy feletti) &sszege
feleljen meg? '

Adjunk ij bizonyitast a Piratlanvaros-tételre az F; test feletti fiig-
getlenség helyett a Q feletti fiiggetlenségre tamaszkodva.

Legyen |X| = k, Hy,...,H, (kiilénboz6) részhalmazok X-ben, és
feleltessiik meg a H;-knek a hy,...,h, vektorokat a 9.4.1-9.4.2 Té-
telek bizonyitdsaban latott médon. Ekkor azt a k x n-es A matri-
xot, amelynek az oszlopai éppen a hiy...,h, vektorok, a Hy,... o,
halmazrendszer illeszkedési mdtrizanak (vagy incidenciamdtrizdnak)
nevezziik.

Mik lesznek a B = AT A szorzatméatrix elemei?

A fentiek felhasznalasdval adjunk még egy bizonyitdst a Paratlan-
varos-tételre.
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M**9.4.12 Korldtozott metszetek. Egy k elemi halmazban maximalisan hany

olyan részhalmaz adhatg meg, amelyek paronkénti metszeteinek az
elemszama legfeljebb m-féle lehet (azaz t # j-re a |Hy N Hj| értékek
kozott legfeljebb m kiilénbéz6 fordul els, ahol m < egy rogzitett
nemnegativ egész)?

A 94.13-9.4.16 feladatokban legyen p egy pozitiv prim, T' = F,, V = Tk g5
U altér V-ben. A V-bel skaldrszorzatot, merGlegességet és [J4-t ugyanigy
definialjuk, mint a P = 2 esetben.

9.4.13 Kicsi alterek.

Legyen T = F, és [/ olyan altér V-ben, amelyben csak a nullvektor
merdleges 6nmagéra. Bizonyitsuk be, hogy |U| < 2.

Legyen p pératlan prim és T' = F,. Maximalisan hény eleme lehet
V-ben egy olyan U altérnek, amelyben csak g nullvektor meréleges
Onmagara?

Izotrop vektorok.

Milyen p és k esetén létezik V-ben Onmagdra merdleges nemnulla
vektor?

Milyen p és k esetén alkotnak az onmagukra meréleges vektorok al-
teret V-ben? Hany dimenziés ez az altér?

9.4.15 U s UL,

a) Mutassunk példat arra, amikor U N UL # 0, illetve (U,UL) £v.
b) Bizonyitsuk be, hogy dimU + dim U+ = dim V.
¢) Igazoljuk, hogy U/ N 7+ =0 <= (U,Uut)=v.

9.4.16 Belterjes merdlegesség. Vizsgaljuk meg, hogy létezik-e V-ben olyan
U altér, amelyre U = UL, ha

a) p=2, k= 10; b)p:S,k:H; c)p:l3,k:30;
d)p=23,k=2 e p=43 k=20

9.4.17 Uj egyesiiletek.

a) A k lakosu Pératlanvarosban a 9.4.1 Tétel feltételei szerint n egye-
siilet miiksdik, Igaz-e, hogy ha az egyesiiletek szama nem maximaélis
(vagyis n < k), akkor a rendszer bévithets, azaz a meglevék mellé
tovdbbi egyesiilet is alapithatg?

b) Mi a helyzet Péarosvarosban?
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Most megmutatjuk, hogy egy (legaldbb) haromdimenzi6s altérben min-
dig taldlhaté 6nmagira merdleges nemnulla vektor. Az ortogonaliza-
ciés eljardssal elGéllithatunk b,, by, b; paronként meréleges vektorokat,
legyen b;-b, = 3;, i=1,2,3. Egyv = Ef=1 v:b; vektor akkor és csak
akkor mergleges 6nmagara, ha

3 3 3
0=vv=D %b)(Q_wb)=) 6
=] =1 i=1

teljesiil. A ~;-ket ismeretleneknek tekintve ennek az egyenletnek pl. a
Chevalley-tétel (9.3.2 feladat) szerint van nemtrividlis megold4sa.

a) Ha p = 3 (mod 4), akkor k > 3 esetén, egyébként k > 2-re. Ugyanis
a z{ +23 = 0 (mod p) kongruencianak pontosan p Z 3 (mod 4) mellett
van nemtrivialis megoldasa, a z? + 22 + 22 = 0 (mod p) kongruencia
pedig mar minden p-re nemtrividlisan megoldhaté. — b) Ha csak a
nullvektor merdleges 6nmagara, azaz ha k = 1 és p tetszéleges vagy
k =2 és p =3 (mod 4), akkor ez trividlisan altér (dimenzija 0). Etts]
eltekintve csak p = 2-re kapunk alteret, de k tetszéleges lehet. Ennek
a dimenziéja k — 1. (Azokbdl a vektorokbél all, amelyeknek paros sok
koordinataja 1-es.)

a) Pl. legyenp =k =2¢é U = ((i)) — b) Egy z € V vektor

pontosan akkor merdleges U-ra, ha U egy bazisdnak minden elemére
meréleges. Ez a feltétel egy dim U egyenletbdl 4116, dim V' ismeretlenes
homogén linearis egyenletrendszert jelent, amelynek a rangja dim U

(ugyanis a sorok, amelyek az U baziselemeibd] szarmaznak, lineari-
san fiiggetlenek). A megolddsoknal igy a szabad paraméterek szima
dimUt = dimV — dimU. — c¢) A b) részbél és a 4.6.6 feladatbol
kovetkezik.

Létezik: a), c), e). — Utmutatas: A dimU+dim U+ = dim V 6sszefiig-
gés alapjan k sziikségképpen paros. Hasznéljuk fel a 9.4.14a feladatot
iy,

a) Nem igaz, vegylink pl. egy nagy paratlan elemszami részhalmazt és
a téle diszjunkt egyelemii részhalmazokat. — b) Igaz. A Pérosvaros-
tétel bizonyitasit kdovetve tekintsiik a H; halmazoknak megfelels h;
vektorok dltal generalt U alteret. Ha ennek az U-nak nem minden
eleme szerepel a h;-k kozdtt, akkor egy ilyen hidnyzé vektorral bé-
vithetjiik a rendszert. Ha U minden eleme szerepel, de az elemszam
nem maximalis, akkor dimU < |dimV/2] és igy dimU~* > dim U + 2.




