Kérdés: Legfeljebb hdny éle lehet egy n-csiicsi egyszerti grafnak, ha nem tartalmaz haromszoget?

Altaldnosabb kérdés: Legfeljebb hény éle lehet egy n-cstcsd egyszerti grafnak, ha nem tartalmaz k csticsd
teljes részgrafot? (Itt k valamilyen rogzitett pozitiv egész.)

Az utébbi kérdésre Turan Pal hires tétele ad védlaszt. Miel6tt ezt kimondanank, kiilon megvalaszoljuk a
kérdést arra a specidlis esetre, amire a fenti elsé kérdés vonatkozik. Az ezen specidlis esetre vonatkozo tételt
Turédn el6tt mar Mantel is bebizonyitotta.

Tétel: Ha egy n-csicsi egyszerti graf nem tartalmaz haromszoget, akkor éleinek szdma legfeljebb [2]- | % ].

Bizonyitds: Legyen G olyan n-csicsu graf, amely nem tartalmaz haromszoget. Vegyiik észre, hogy ekkor
tetszdleges v € V(@) csics szomszédsdga fiiggetlen halmazt alkot, hiszen, ha barmely két szomszéd Gssze
volna kotve éllel, 1étrejonne egy haromszég. Ha viszont minden pont szomszédsaga fiiggetlen halmaz, akkor
tetszdleges pont fokszama alulrdl becsli a graf a(G) fliggetlenségi szdmat. Specidlisan a maximélis A(G)
fokszamra is felirhatjuk tehdt, hogy a(G) > A(G).

Minden grafra, igy G-re is igaz, hogy |E(G)| < 7(G)A(G), ahol 7(G) (szokés szerint) az Gsszes élet lefogd
pontok egy minimdlis méretii halmazdnak elemszama. A fenti egyenl6tlenség azért igaz, mert egy lefogd pont-
rendszer minden pontjidban Osszeadva a fokszdmokat az Gsszes élet megszamoljuk legaldbb egyszer. Az igy
kaphat6 egyenl6tlenségben a fokszdmokat feliilrl A(G)-vel becsiilve éppen az el6bb kimondott egyenlStlenség
adddik.

Most felhaszndljuk az I. Gallai-azonossdgot, miszerint hurokélmentes grafban «(G) + 7(G) = |V(G)|. Az
el6bbiekbdl V(G) helyébe n-et frva igy az aldbbi adddik:
n n
[E(G)] < 7(G)A(G) < 7(G)a(G) = (n = a(G))a(G) < T51- 5],
ahol az utolsé egyenlétlenség annak az ismert ténynek a kovetkezménye, hogy ha két pozitiv szdm Osszege
allandé, akkor szorzatuk annal nagyobb, minél kozelebb esnek egymashoz. Ezzel az allitast igazoltuk.

A fenti tétel becslése éles, hiszen kénnyli megadni olyan n-csicsi haromszégmentes grafot, aminek éppen

[51-1%] éle van. Ilyen az az n-csticsi teljes paros graf, melyben a két pontosztaly mérete a lehetd legkdzelebb

van egyméshoz. A kdvetkez6, dltaldnosabb tételben azt is ki fogjuk mondani, hogy ez az egyetlen ilyen graf.

Bevezetiink két jelolést. Legyen T,(n) az az n-csicsd graf, amelynek csicsai a lehet6 legegyenletesebben
be vannak osztva r darab osztdlyba (tehdt minden osztaly elemszdma [Z2] vagy |2]), az osztédlyokon beliil
nincsenek élek, viszont barmely két kiilonboz6 osztalybeli pont Gssze van kotve. (Ezt a grafot Turdan Pal
tiszteletére szokds n-csicsu r osztdlyd Turdn-gréfnak is hivni, a jeldlésbeli T erre utal.) Jeldlje tovabba T (n)

élszamat t¢,.(n).

Turan tétele: Ha G olyan n-csiicsi egyszerii graf mely nem tartalmaz r-csicsi teljes részgrafot, akkor
|E(G)] < tr-1(n).

Egyenl6ség csak abban az esetben éllhat, ha G izomorf T, _;(n)-nel.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy T,._1(n) nem tartalmaz K,-et hiszen barmely r pontja koziil legalabb kettd
ugyanazon osztalyba esik, és igy nincs Osszekdtve. A fenti tétel dllitdsa az, hogy ez a legtobb élet tartalmazd
K,-mentes graf, bairmely mas K,-et nem tartalmazd egyszertu grafnak szigoruan kevesebb éle van.

Bizonyitds: A bizonyitast teljes indukcidval végezziik. Han = 1,2,...,r — 1, akkor nyilvdn mind az (’;) élet,
behuzhatjuk anélkiil, hogy K, jonne létre, igy éppen a megfelelé Turan-grafot kapjuk, és valéban minden

mis lehetséges grafnak ugyanennyi ponton kevesebb éle van. Tehdt n < r — 1 esetén igaz az allités.
Tegyiik fel most, hogy mar igazoltuk a tételt minden n < k-ra, ahol £ > r, most belatjuk n = k-ra is.

Legyen G olyan K,-mentes k-csicsu graf, melynek a lehetd legtobb éle van. Mivel k& > r, G nem lehet teljes
gréf, {gy biztosan van két Osszekotetlen csucsa. Ezeket Osszekotve keletkezne egy K, (mésképp G élszéma
nem volna maximalis), ezért biztos, hogy G tartalmaz K,_; részgrafot. Legyenek egy ilyen részgraf cstcsai
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Uy, ..., U1, ezek halmazat nevezziik U-nak. Most kiilon-kiilon megbecsiiljiik az olyan élek szamat, amelyek
mindkét végpontja U-ban vagy mindkét végpontja (V(G) — U)-ban van, illetve az olyanokét, amelyek egy
U-beli és egy (V(G) — U)-beli pontot kotnek Gssze.

Mivel U-n teljes részgrafunk van, az U-n beliil futé élek szdma pontosan (rgl). A V(G) — U halmazon
feszitett részgraf nem tartalmazhat K,-et és csucsainak szdma k — 7 + 1, ezért az indukcids feltevés szerint
az itt futé élek szama legfeljebb t,_1(k —r +1). A V(G) — U halmazba esé egyik pont sem lehet Gsszekotve
az 0sszes U-beli csiccesal, mert akkor azokkal egylitt egy K,.-et hozna létre. A (V(G) — U)-beli cstcsok
mindegyikébdl legfeljebb r — 2 él mehet tehat U-beli ponthoz. Mivel |V(G) — U| = k —r + 1, az Gsszes ilyen
tipusu élek szama legfeljebb (k—7+ 1)(r —2). Mivel igy G minden lehetséges élét szambavettiik, azt kaptuk,

hogy
E(G)| < (T ; 1) +tr g (k—r+1)+ (k—r+1)(r—2).

Pusztan annyit kell észrevenniink, hogy a jobboldalon all6 Gsszeg éppen t,_;(k)-val egyenls. Ezt legegy-
szerlibben tgy ellendrizhetjiik, ha elképzeljitk T,_; (k) egy példanyat és ebbél gondolatban levalasztunk egy
olyan (r — 1)-elemli U cstcshalmazt, amely klikket alkot. A Tj,._q(k)-bdl U levélasztdsa utdn éppen egy
Tr—1(k —r+1) graf marad meg, aminek ¢,_1(k —r + 1) éle van. Ezen rész minden pontjdbdl pontosan r — 2
él fut U-beli ponthoz, és természetesen az U-n beliil futé élek szima éppen (7;1). Ezzel azt kaptuk, hogy a

fenti becslésben mindeniitt egyenldség all, ha G = T, (k), vagyis beldttuk, hogy |E(G)| < t,—1(k).

Azt kell még beldtnunk, hogy G-nek csakis akkor lehet t,_1(k) éle, ha izomorf T,_;(k)-val. Ha G-nek
ty—1(k) éle van, akkor az el6bbi becslésben egyenléség all. Ez azt jelenti, hogy G — U olyan k —r + 1 cstcsi
K,-mentes graf, melynek a lehetd legtobb éle van, tovdbbd G — U minden csicsa pontosan (r — 2) darab
U-beli csicesal van Gsszekdtve. Indukeids feltevésiink alapjan az elsé feltételbdl kovetkezik, hogy G — U
izomorf T,_1(k —r + 1)-gyel. A masodik feltétel alapjan G — U cstcsaihoz hozzarendelhetjiik azt az egyetlen
U-beli csicsot, amivel az nincsen sszekotve. Ha a (V(G) — U)-n feszitett T,_1(k — r + 1)-nek lenne két
kiilonbo6z6 osztdlydba esd csicsa, amihez ugyanazt az U-beli csicsot rendeltiik, akkor ezek ketten U veliik
Osszekotott masik r — 2 csucsdval egytutt egy K.-et alkotndnak, ami ellentmondés. Eszerint U minden csicsa
csak egyetlen (G — U)-beli osztaly csicsaihoz lehet rendelve. Mivel pedig U-nak pontosan annyi csicsa
van, ahdny osztilya (G — U)-nak, igy ez a megfeleltetés kdlcsonosen egyértelmii, vagyis G — U valamely
osztalyanak sszes csicsa U ugyanazon csicsaval nincs 6sszekotve. Eszerint U csicsait ezen veliik 6ssze nem
kotott pontok osztdlydhoz hozzavéve éppen egy T,.—1(k) grafot kapunk, G tehat evvel izomorf. Ezt kellett
bizonyitani.



