
K�erd�es: Legfeljebb h�any �ele lehet egy n-s�us�u egyszer}u gr�afnak, ha nem tartalmaz h�aromsz�oget?�Altal�anosabb k�erd�es: Legfeljebb h�any �ele lehet egy n-s�us�u egyszer}u gr�afnak, ha nem tartalmaz k s�us�uteljes r�eszgr�afot? (Itt k valamilyen r�ogz��tett pozit��v eg�esz.)Az ut�obbi k�erd�esre Tur�an P�al h��res t�etele ad v�alaszt. Miel}ott ezt kimondan�ank, k�ul�on megv�alaszoljuk ak�erd�est arra a spei�alis esetre, amire a fenti els}o k�erd�es vonatkozik. Az ezen spei�alis esetre vonatkoz�o t�eteltTur�an el}ott m�ar Mantel is bebizony��totta.T�etel: Ha egy n-s�us�u egyszer}u gr�af nem tartalmaz h�aromsz�oget, akkor �eleinek sz�ama legfeljebb dn2 e � bn2 .Bizony��t�as: Legyen G olyan n-s�us�u gr�af, amely nem tartalmaz h�aromsz�oget. Vegy�uk �eszre, hogy ekkortetsz}oleges v 2 V (G) s�us szomsz�eds�aga f�uggetlen halmazt alkot, hiszen, ha b�armely k�et szomsz�ed �osszevolna k�otve �ellel, l�etrej�onne egy h�aromsz�og. Ha viszont minden pont szomsz�eds�aga f�uggetlen halmaz, akkortetsz}oleges pont foksz�ama alulr�ol besli a gr�af �(G) f�uggetlens�egi sz�am�at. Spei�alisan a maxim�alis �(G)foksz�amra is fel��rhatjuk teh�at, hogy �(G) � �(G):Minden gr�afra, ��gy G-re is igaz, hogy jE(G)j � �(G)�(G), ahol �(G) (szok�as szerint) az �osszes �elet lefog�opontok egy minim�alis m�eret}u halmaz�anak elemsz�ama. A fenti egyenl}otlens�eg az�ert igaz, mert egy lefog�o pont-rendszer minden pontj�aban �osszeadva a foksz�amokat az �osszes �elet megsz�amoljuk legal�abb egyszer. Az ��gykaphat�o egyenl}otlens�egben a foksz�amokat fel�ulr}ol �(G)-vel bes�ulve �eppen az el}obb kimondott egyenl}otlens�egad�odik.Most felhaszn�aljuk az I. Gallai-azonoss�agot, miszerint hurok�elmentes gr�afban �(G) + �(G) = jV (G)j. Azel}obbiekb}ol V (G) hely�ebe n-et ��rva ��gy az al�abbi ad�odik:jE(G)j � �(G)�(G) � �(G)�(G) = (n� �(G))�(G) � dn2 e � bn2 ;ahol az utols�o egyenl}otlens�eg annak az ismert t�enynek a k�ovetkezm�enye, hogy ha k�et pozit��v sz�am �osszege�alland�o, akkor szorzatuk ann�al nagyobb, min�el k�ozelebb esnek egym�ashoz. Ezzel az �all��t�ast igazoltuk.A fenti t�etel besl�ese �eles, hiszen k�onny}u megadni olyan n-s�us�u h�aromsz�ogmentes gr�afot, aminek �eppendn2 e�bn2  �ele van. Ilyen az az n-s�us�u teljes p�aros gr�af, melyben a k�et pontoszt�aly m�erete a lehet}o legk�ozelebbvan egym�ashoz. A k�ovetkez}o, �altal�anosabb t�etelben azt is ki fogjuk mondani, hogy ez az egyetlen ilyen gr�af.Bevezet�unk k�et jel�ol�est. Legyen Tr(n) az az n-s�us�u gr�af, amelynek s�usai a lehet}o legegyenletesebbenbe vannak osztva r darab oszt�alyba (teh�at minden oszt�aly elemsz�ama dnr e vagy bnr ), az oszt�alyokon bel�ulninsenek �elek, viszont b�armely k�et k�ul�onb�oz}o oszt�alybeli pont �ossze van k�otve. (Ezt a gr�afot Tur�an P�altisztelet�ere szok�as n-s�us�u r oszt�aly�u Tur�an-gr�afnak is h��vni, a jel�ol�esbeli T erre utal.) Jel�olje tov�abb�a Tr(n)�elsz�am�at tr(n).Tur�an t�etele: Ha G olyan n-s�us�u egyszer}u gr�af mely nem tartalmaz r-s�us�u teljes r�eszgr�afot, akkorjE(G)j � tr�1(n):Egyenl}os�eg sak abban az esetben �allhat, ha G izomorf Tr�1(n)-nel.Megjegyz�es: Vegy�uk �eszre, hogy Tr�1(n) nem tartalmaz Kr-et hiszen b�armely r pontja k�oz�ul legal�abb kett}ougyanazon oszt�alyba esik, �es ��gy nins �osszek�otve. A fenti t�etel �all��t�asa az, hogy ez a legt�obb �elet tartalmaz�oKr-mentes gr�af, b�armely m�as Kr-et nem tartalmaz�o egyszer}u gr�afnak szigor�uan kevesebb �ele van.Bizony��t�as: A bizony��t�ast teljes induki�oval v�egezz�uk. Ha n = 1; 2; : : : ; r� 1, akkor nyilv�an mind az �n2� �eletbeh�uzhatjuk an�elk�ul, hogy Kr j�onne l�etre, ��gy �eppen a megfelel}o Tur�an-gr�afot kapjuk, �es val�oban mindenm�as lehets�eges gr�afnak ugyanennyi ponton kevesebb �ele van. Teh�at n � r � 1 eset�en igaz az �all��t�as.Tegy�uk fel most, hogy m�ar igazoltuk a t�etelt minden n < k-ra, ahol k � r, most bel�atjuk n = k-ra is.Legyen G olyan Kr-mentes k-s�us�u gr�af, melynek a lehet}o legt�obb �ele van. Mivel k � r, G nem lehet teljesgr�af, ��gy biztosan van k�et �osszek�otetlen s�usa. Ezeket �osszek�otve keletkezne egy Kr (m�ask�epp G �elsz�amanem volna maxim�alis), ez�ert biztos, hogy G tartalmaz Kr�1 r�eszgr�afot. Legyenek egy ilyen r�eszgr�af s�usai1



u1; : : : ; ur�1, ezek halmaz�at nevezz�uk U -nak. Most k�ul�on-k�ul�on megbes�ulj�uk az olyan �elek sz�am�at, amelyekmindk�et v�egpontja U -ban vagy mindk�et v�egpontja (V (G) � U)-ban van, illetve az olyanok�et, amelyek egyU -beli �es egy (V (G)� U)-beli pontot k�otnek �ossze.Mivel U -n teljes r�eszgr�afunk van, az U -n bel�ul fut�o �elek sz�ama pontosan �r�12 �. A V (G) � U halmazonfesz��tett r�eszgr�af nem tartalmazhat Kr-et �es s�usainak sz�ama k � r + 1, ez�ert az induki�os feltev�es szerintaz itt fut�o �elek sz�ama legfeljebb tr�1(k� r+1). A V (G)�U halmazba es}o egyik pont sem lehet �osszek�otveaz �osszes U -beli s�usal, mert akkor azokkal egy�utt egy Kr-et hozna l�etre. A (V (G) � U)-beli s�usokmindegyik�eb}ol legfeljebb r� 2 �el mehet teh�at U -beli ponthoz. Mivel jV (G)�U j = k� r+1, az �osszes ilyentipus�u �elek sz�ama legfeljebb (k�r+1)(r�2). Mivel ��gy G minden lehets�eges �el�et sz�ambavett�uk, azt kaptuk,hogy jE(G)j � �r � 12 �+ tr�1(k � r + 1) + (k � r + 1)(r � 2):Puszt�an annyit kell �eszrevenn�unk, hogy a jobboldalon �all�o �osszeg �eppen tr�1(k)-val egyenl}o. Ezt legegy-szer}ubben �ugy ellen}orizhetj�uk, ha elk�epzelj�uk Tr�1(k) egy p�eld�any�at �es ebb}ol gondolatban lev�alasztunk egyolyan (r � 1)-elem}u U s�ushalmazt, amely klikket alkot. A Tr�1(k)-b�ol U lev�alaszt�asa ut�an �eppen egyTr�1(k� r+1) gr�af marad meg, aminek tr�1(k� r+1) �ele van. Ezen r�esz minden pontj�ab�ol pontosan r� 2�el fut U -beli ponthoz, �es term�eszetesen az U -n bel�ul fut�o �elek sz�ama �eppen �r�12 �. Ezzel azt kaptuk, hogy afenti besl�esben minden�utt egyenl}os�eg �all, ha G = Tr�1(k), vagyis bel�attuk, hogy jE(G)j � tr�1(k):Azt kell m�eg bel�atnunk, hogy G-nek sakis akkor lehet tr�1(k) �ele, ha izomorf Tr�1(k)-val. Ha G-nektr�1(k) �ele van, akkor az el}obbi besl�esben egyenl}os�eg �all. Ez azt jelenti, hogy G�U olyan k� r+1 s�us�uKr-mentes gr�af, melynek a lehet}o legt�obb �ele van, tov�abb�a G � U minden s�usa pontosan (r � 2) darabU -beli s�usal van �osszek�otve. Induki�os feltev�es�unk alapj�an az els}o felt�etelb}ol k�ovetkezik, hogy G � Uizomorf Tr�1(k� r+1)-gyel. A m�asodik felt�etel alapj�an G�U s�usaihoz hozz�arendelhetj�uk azt az egyetlenU -beli s�usot, amivel az ninsen �osszek�otve. Ha a (V (G) � U)-n fesz��tett Tr�1(k � r + 1)-nek lenne k�etk�ul�onb�oz}o oszt�aly�aba es}o s�usa, amihez ugyanazt az U -beli s�usot rendelt�uk, akkor ezek ketten U vel�uk�osszek�ot�ott m�asik r�2 s�us�aval egy�utt egy Kr-et alkotn�anak, ami ellentmond�as. Eszerint U minden s�usasak egyetlen (G � U)-beli oszt�aly s�usaihoz lehet rendelve. Mivel pedig U -nak pontosan annyi s�usavan, ah�any oszt�alya (G � U)-nak, ��gy ez a megfeleltet�es k�ols�on�osen egy�ertelm}u, vagyis G � U valamelyoszt�aly�anak �osszes s�usa U ugyanazon s�us�aval nins �osszek�otve. Eszerint U s�usait ezen vel�uk �ossze nemk�ot�ott pontok oszt�aly�ahoz hozz�av�eve �eppen egy Tr�1(k) gr�afot kapunk, G teh�at evvel izomorf. Ezt kellettbizony��tani.
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