PONTRA ES IRANYRA NEZVE KONVEX GORBE
ES FELULET

SOS VERA (Budapest)*

A pontra és iranyra nézve konvex gérbe fogalmaval az egyrétii fiigg-
vényekre vonatkozé vizsgalédasokkal (Bieberbach-sejtéssel) kapesolatban talal-
kozunk. Jelen eldadas kiindulépontja is Rényi 'Alfréd egy rokon targyud
dolgozata®, amelyre felhivta figyclmemet és 6sztdonzdtt arra, hogy ezzel a
témzkorrel foglalkozzam. Rényt ebben a dolgozataban tobbek kizott bebizonyitja,
hogy ha az f(2) =z fap® 4+ ... Laz"|.. .egységsugartt kor belsejében
analitikus és egyréuli fiiggvényre teljesiil, hogy az ]z | =1 kor f(z) 4altal létest-

tett képénck totilis iranyvaltozisa <4 7, akkor Ian =n. FEhhez pedig

a kovetkezé scgédtételt bizonyitja be (analitikus dton) :

Ha cgy egyszeresen osszefiiggé tartomanyt hatdrolé g Jordan-gorbe
totalis irdnyvéltozdsa < 4 p, akkor van olyan iriny, amellyel parhuzamos
minden egyenesnek legfeljebb két kozios pontja van a gorbével.

Ezen el6adas célja a konvexitas sikgorbére és feliiletre vonatkozé alta-
lanosftasamak definidlasa utén, meghatarozni azokat a pontokat, iranyokat,
amelyekre nézve cgy sikgorbe, illetve felillet az 4ltalanositott értelemben
konvex. Majd ebbél adédéan is bebizonyitjuk Rényi A. el6bb idézett elégséges
feltételét arra vonatkozéan, hogy létezzék olyan irdny, amelyre nézve egy
zart sikgorbe konvex, tovabba a tiobbi esetre vonatkozéan, is megadunk elég-
séges feltételt arra, hogy egy zért sikgorbe, illetve feliilet altalanos értelemben
véve konvex legyen.

A) Konvexitds dltaldnositisa gorbékre

1. definicié: Egy zirt sikgirbe egy P pontra nézve konvex, ha a
P ponton dthaladé minden egyenesnek legfeljebb két kizis pontja van a gorbével
(legfeljebb egy kizis szakasza a gorbe dltal hatdrolt tartomdnnyal).

A pontra nézve konvexitast végtelen tavoli pontra kiterjesztve jutunk
az iranyra nézve konvex gorbe fogalmahoz :

*1950. augusztus 28-an tartott eléadas,
' 4. Rényi: On the coefficients of schlicht functions, Publ. Math., 1 (1949), 18—23.
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illetve belil van (4a—4b abra).

3. @,> 7 esetben az el6bbi haromszdg, vagy tires tartomény, a-z.-.
hogy az iy, 1, érinték metszéspontja a k legkisebb konvex burkon i

4a. dbra

1. cbra

Itétel: 4 g gorbéhes tartozé T, (k =1,2,.
részének, a T tartomdnynak a ponijai, és csak ezek a pontok azok, amelyekre
leniil véges) tartomdnybsl all.

., 1) tartomdnyok kizis
nézve e girbe konvex. A T tartomdny legfeljebb két isszefiiggd konvex (nem feltét-
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Tekintsiink elébb olyan g gorbét, amelyik egy konvex és egy konkav
szakaszbdl tevidik Gssze, és cmellett még az 1. (a=m) specialis eset'all fenn.
Legyenck a T}-et meghatérozé e tamaszegyencs és az iy, I, inflexids érinték
érintési pontjai Py, Py, Py, Py. Ha egy I egyenes négy pontban metszi a g gorbét,

& .
akkor a P, P, gorbeszakaszt legalabb két pontban metszi. Ez viszont azt vonja

r'x
maga utan, hogy az I egyenes minden pontjabél hazhaté a gorbe P P, suza-
kaszahoz érinté egyenes. De nyilvanvaléan a T tartomany egy pontjin sem

megy keresztiil a PlﬂP4 gorbeszakasz valamely érintéje ; tehdt a T tartomény
minden pontjara nézve a girhbe konvex. Masrészt viszont,ha P egy a T tarto-
minyon kiviili pount, akkor vagy a PP,, PP; egyenesek koziil legalabb az
egyiknek van g-vel kett6énél tobb kozos pontja, vagy, amennyiben a P pont
a G tartomanyon kiviil, de k-n beliil van, akkor az e ponton athaladé, e-vel
parhuzamos egyenesnek van ketténél tobb koézés pontja g-vel.

Az 1. esetben alkalmazott okoskodas mintajara lathaté be 2., 3. esetek-
ben is az allitds. Tovabba ebbél egyszerd meggondolassal adédik a tétel arra
az Altalanos esetre vonatkozéan is, amikor a gérbe tobb konkav és konvex
szakaszbo! tevédik 6ssze.

II. tétel: Haoy=n (k=1,2,...,n), akkor a B, irdnyintervallumok
kizis részébe esé iranyok és csak esek az irdnyok asok, amelyeknek a pontjaira nézve
a girbe konvex. Ha legaldbb egy a> m wvan, akkor nines olyan irdny, amelyre
nézve a girbe Lonvex.

E tétel kozvetleniil belathaté az I. tételb®l, ha figyelembe vessziik, hogy
azok az irdnyok, amelyekre nézve a girbe konvex, tulajdonképpen a T tarto-
many végtelen tavoli pontjaihoz tartozé irinyok.

A T11. tételnek még egy masik kozvetlen Lizonyitését is adjuk, mivel ebbél
egyszertien adédik a fentebb emlitett Rényi-féle -— és az ennek megfelel§ pontra
nézve konvex gorbére vonatkozé — elégséges feltétel.

Ahelyett, hogy azt vizegilnank, melyek azok az irdnyok, amelyekkel
parhuzamos minden egyenesnek legfeljebb két kozés pontja van a gorbével,
azt az ezzel ekvivalens tulajdonsagat vizegaljuk, hogy milyen irdnyid érint6bél
hizhaté a gérbéhez kettd és esak kettd (tobbszérésen véve szamitasba azokat
.az érintéket, amelyek tobb pontban érintenek).

Ehhez tekintsiik a gérbének a kovetkezs, a gorbe érintéjének iriny-
véltozasat demonstrals, egységsugari korre valo leképezését :

A gorbe egy P I,)ontjériak a P pontbeli érintgvel azonos irdnyd sugarat,
illetve annalk végpontjat feleltetjiilk meg. Ha a P pontban csak kiilon jobb- és
baloldali érinté létezik, akkor a P pontnak az ezekkel azonos iranyd sugarak
altal hatérolt kérivet feleltetjilk meg. Az ily médon kapott kérkép, mint kénnyen
belathaté, paratlan sokszorosan fedett ivszakaszokbol teviédik 6ssze. Az egyes
t6bbszorosen fedett ivszakaszok hatarpontjai az inflexis pontok képei. Egy



648 % | msxEm

/ ’
konkav szakaszhoz tartozé két inflexids pont képe éltal hatarolt szakasz hossza
@ Minden tobbszorosen fedett fvszakasz hozzétartozik ezeknek az @ hosszi-
saguaknak valamelyikéhez.

Tehat azok az iranyok, amelyekkel parhuzamos minden egyenesnek
legfeljebb két kozos pontja van a gérbével, vagyis amelyekkel parhuzamos
érintbje a gorbének csak ketté van, vagy tovibb menve, amely iranyd Atméré-
nek a kérképen mindkét végpontja csak cgyszeresen van fedve, azok lesznek,
amelyek a tébbszorsen fedett a, hosszisdgi ivszakaszok, illetve az ezeknek
megfelels iranyintervallumok egyikébe sem tartoznak. Azaz éppen azok,
amelyek a kiegészits f, (zart) iranyintervallamoknak mindegyikébe tartoznak.

5. dbra

Az clébb emlitett Rényi-féle és az ennek megfelelé pontra nézve kon-
vex gorbére vonatkozé elégséges feltétel a kovetkezd : .

III. tétel: Ha a totdlis iranyvdltozds 4 m-nél kisebb, akkor van olyan
pont és olyan irdny, amelyre nézve a girbe konvex,

Bizonyitds : A gbrbe totalis iranyvéltozasa: ” docl (ahol « a girbe
érintGjének szbgvaltozasa) nem mas, mint a k'c')rkép‘ ivhossza, y-szeresen véve
szamitasba a y-szeresen fedett fvszakaszokat.

Jeloljiik a y-szeresen fedett szakaszok hosszésszegét a,-vel. Ekkor nyilvan

a+ag+a;+a,+ ... =25 @
és ha I jelenti a gorbe totélis irdnyvaltozasat e

=ay T3¢ +-3a;+Ta,—... <4z (2)
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.
(1) haromszorosabdl (2)-t levonva : -

2a,—2a5—4a;,— ... >2x

és igy ay << 7. Exz viszont éppen azt jelenti, hogy van olyan irany, ameliyel
parhuzamos atméré mindkét végpontja egyszeresen van fedve. Erre az irdnyra
nézve a girbe konvex.

Megjegyzés : 1. Az L., 11. & 111.-hoz hasonlé tételek mondhatok ki abban
az csethben is, ha a) onmagat metszé osszefiiggs gorbét vizsgalunk ; ekkor
az inflexids érintékon kiviil figyelembe kell venni a metszésponthbeli érintiket, 2
b) nem zart gorbe esetén, azt vizegilva, mely ponton atmend (irannyal
parhuzamos) egyeneseknek van a gorbével legfeljebb egy koz6s pontjuk, figye-
lembe kell venni a végpontokban levé érintéket is, ¢) tobb gérbét vizsgalva,
figyelembe kell venni a gorbék paronkénti kozos érintdit.

2. Ugyancsak hasonlé tételeck mondhatok ki arra vonatkozéan, “hogy
mely pontokon atmené (irdnnyal parhuzamos) egyeneseknek van legfeljebb
2k kozos pontjuk a gorbével. Egy elégséges feltétel arra vonatkozéan, hogy létez-
zék ilyen pont (irdny), az, hogy a gorbe totalis iranyvaltozasa < 2(k—1)n

e gyen.
B) Konvexitds altaldnositdsa feliiletre

A konvexitas feliiletre vonatkozé altaldnositasara két 1t is lehetséges,
a konvex felilletnek két ekvivalens .deﬁniciéjébél kiindulva : 1. minden sik
egyszerd gorbében metszi a felilletet, 2. minden egyenesnek legfeljebb két
kozds pontja van a feliilettel.

A kiévetkezékben topolégiailag gémbbel homeomorf, és a rovidség ked-
véért differencialhatéan parametrizalhaté (F) feluletre szoritkozunk. Kénnyen
belathaté, hogv hasonlé médon, mint sikgorbénél, differencialhatésidg helyett”
itt is elegendd feltenni, hogy a felillet minden pontjaban léteznek témaszsi-
kok, s hogy minden pontban a felillet minden sikmetszetének létezik jobb- és
baloldali érintéje. ¢

© A tobbféle médon lehetséges altalanositasok és ezzel kapesolatos tételek
koziil egyet, a legegyszeriibben adodot emlitjilk. Ez, a tébbitsl figgetleniil is,
I1. és III.-hoz analég médon, a felillet szférikus képe segitségével targyalhatd.
A feliilet normalisai altal létesitett szférikus képrél tudjuk, hogy a szférikus
képen a tobbszorosen fedett tartomanyok a felilet hiperbolikus pontjainak
és kivalrdl konkav clliptikus pontjainak megfelels tartomanyok. Ezeket a felillet
parabolikus pontjainak képei hataroljadk Legyenek ezen tobbszorosen fedett,
a parabolikus pontok képei altal hatarolt tartomanyok, ameclyek t. i. egy-egy
irdAnytartomanyt hataroznak meg, o), a,, ..., «,, eczek kiegészitGtartomanyai

pedig By, fon.- .. o

2 A gorbén az 5. dbran lathato iranyitassal haladva végig a kettdspont méar nem mint
metszéspont szerepel.
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3. definicié: Egy zirt Jeliilet egy adott irdnyra (sikdlldsra) nézve
konvex, ha minden, az adott irdnyra meréleges (az adott sikdlldssal pdrhuzamos j
sik a feliiletet egyszerti zdrt gorbében metszi. :

IV. tétel: Azokra és csak azokra ax irdnyokra néze konvex az F
Jeliilet, amelyek a B, irdnytartomanyok kizis részébe tartoznak. )

A II. tételhez hasonléan, ahelyett, hogy azt vizsgalnank, melyek azok
az irdnyok, amelyre merdleges minden stk a feliiletet egyszerd zart gorbében
metszi, azokat az ezzel ekvivalens tulajdonsaga irdnyokat tekintjiik, amelyekre
. merdleges érintfisikja a felilletnek csak ketté van.

V. tétel: Ha a Jeliilet totdlis gorbiilete, a szférikus kép felszine, < 8a.
van olyan irdny, amelyre nézve a Seliilet konvex.,

Ennek bizonyitasit szintén nem részletezziik, IT1.-hoz teljesen hasonls
médon bizonyithats.

' Megjegyzés. 3. Ugyanerre az eredményre juthatunk a gorbére vonat-
koz6 I.-hez hasonlé tételeken keresztiil, ha a sikbeli 1.—2. definiciéhoz hasonléan
definidljuk a pontra nézve konvex feliiletet. s

4. Azt is mondhatjuk, hogy egy adott egyenesre nézve konvex a feliilet,
ha minden, az adott egyenesen atmend sik a felilletet egyszerd gorbében
metszi. A 3. definicié ennek specidlis eseteként foghaté fel és targyalhato.

KPUBBLIE 1 MOBEPXHOCTU BbIYKJIBIE OTHOCUTEJIbHO TOUKU
|41 HAHPABHEHI/I?I

B. IO (Bypanemr)

BLIMyKIoers moykeT - GbITh 00o0lIeHa ClIeAY UM 00pasom :

1. Bamkuyrasi mockas KpHBasi BbINIVKIIA OTHOCHTENLHO TOUKM, €CJIH
T00A5T TIPSIMAS TIPOXO/SAIAsT Yepes oTy TOYKY, UME€eT ¢ KpuBoH He GoJiee ABYX
o0LIMX TOYeK. .

2. B cavuae Geckoneuno y)laneHHGFF TOUKH T10JIVYAEM TTOHSITHE BHIIIYKJION
KPUBOH OTHOCHTEJILHO HaIpaBiieHus], ‘

B cavuae moBepxnocti moskHo nath pasHble 0000ILeHUsT; Mbl YIIOMHHAEM
JMIb  camoe TMPOCToe : ' _

3. 3aMKHYTAsT T0BEPXHOCTbL BHIYKIIA OTHOCHTENIBHO JIAHHOIr'0 HarpaB-
JIEHHS, €CIH Ka)k/1ast IUI0CKOCTb, MepIIeHMKYJISIPHAs K JAHHOMY HanpasJieHu1o,
TIEPECEKACT MOBEPXHOCTb B KPUBOH, OrpaHUuYMBAIOUIEH OIHOCBSISHYIO 0GJACTD.

B poknage pawrcs te Toukn wu HaNpaBIeHUs, OTHOCHTESILHO KOTOPBIX
SaMKHYTas1 Kpupasl JKopiana, wuMmenomasi BO EBCSKOH  Touke JIEBYID U
TNpaBYI0 KacatesibHyio (MJHM TOBepXHOCTb, YIIOBJIETBOPSIIOIIAS CXOMHLIM Y CI0-
BHSIM) BBIIVKJIA B 0BGOGILEHHOM CMbICITE.

B nepsom cinvyae atu touxn P (puc. 2, 3, 4a—4b) aBnsI0TCS 06 €lf YaCTbIO
obnacreli T oGpasoBAHHBIX KacaTebHBIX B TOUKAX neperuda i, i, , OTHO-
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CSIIMeCsT K BOTHYTBIM OTpesKam KPUBOH M Haumesbliedl BpIMVKIIOH KpHBOH,
collepykalliedl JaHHYI0 KPUBYIO. HanpaBneHHH (2) GeckoneyHo vaaieHHbIE
TOUKH 3THX obsacreid.

3aMeTyM, UTO TaK JKe MOXXHO JIOKa3blBaTb COOTBETCTBYIOILIME TEOPEMbl B
civyae, ey UCCNIelveM a) KPUBble ¢ MHOTOKPATHBIMH TOUKAMH, 0) HEBAMKHY Thie
KPHUBbLIE, B) HECKOJILKO KPUBBIX, @ Tak)Ke B TOM ClIvyae, Korja HCCiIellyeM, KaKue
IpsiMble UMEIOT C JaHHOH npsAmoil He Oosiee ABYX OOIWMX TOYCK.

B civuae roBepXHOCTH poOJib KacaTesbHbIX WIparT KacaTeSbHble IJI0C-
KoCTl B mnapalosIMuecKuX TOouKax.

A. Peubu B cratbe, saHumawllelicss oJHOJMCTHBIX (yHKIMH @ On
the coefficients of schlicht functions, Publ. Math. Debrecen, 7 (1949), 18—23,
JIOKa3pIBACT, UYTO CCJIM TIOJIHOE U3MEIeHne HarpasseHus Kpusoll < 4, 1o cyule-
CTBYCT TAKOE HarpaBienne, OTHOCHTEIbHO KOTOPOro KpuBasi BLnyiJia. Manpespi-
AVIIEro 3JeMelTapHo JoKasbiBaeM 3TO J0OCTATOUHOE YCioBHe PenbH, a Taroke
COOTB2TCTBYIOI2E YCIIOBAE JUISI BHIMYKIIOCTH, OTHOCUTEN b0 TouKH. 15 roBepX-
HOCTH B crTyyac 3)/1aeTcsl COOTBETCTBY I011[CE JI0CTATOUHOC VCII0BHE (C 8 BMECTO 47T},

ON CURVES AND SURFACES WHICH ARE CONVEX
WITH RESPECT TO A POINT OR DIRECTION

By VERA SOS (Budapest)

In the theory of schlicht functions one mects the notion of convexity
with respect to a point or direction. Also, this lecture has its origin in a paper
of A. Rényi® on this subject. Rényi proves in analytic way a lemma which
gives a sufficient condition for the existence of a direction with respect to
which a Jordan curve is convex.

\

A) Generalizations of convexity for plane curves

Definition 1. A closed plane curve is convex with respect to a point P,
if any siraight line through P has at mo#t two points common with the curve.

Definition 2. A closed plane curve is convex with respect to a direction
if any straight line in this direction has at most two points common with the
curve. :
In the theorems we restrict ourselves to curves not intersecting them-
selves and having a right as well as a left side tangent in every point.

Let g be a closed Jo}rdan curve and k the boundary of its smallest con-
vex cover. We fix a positive direction on them. Let ¢;,i,, ...,%, be the

3 4. Rényi, On the coefficients of schlicht functions, Publ. Math., 1 (1949), 18—23.
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»inflexion tangents« ¢ of g (clearly m =2n) such that i,,_,and i,, belong to
the same from outside concave piece of arc. We denote by «, the angle which
carries iy, into i,, by a negative rotation ; let further Br= 7 — a (figure 1).
Finally let T), be the domain bounded by iy, _ 1, 1y, and k (see figures 2, 3, 4a, 4b).
Theorem I. The intersection T of these T, (k =1, 2, .. ., n) belonging
- 10 g consists of exactly those points with respect to which g 1s convex.
Theorem II. The intersection of the direction intervals Bk =1,2,
«+.,n) contains those and only those directions with respect to which g is convex.
The proofs of theorems I and IT are given by elementary methods. We
give also another proof of theorem II, independently of the proof of theorem I,
by means of the circular image of the tangents of g. Instead of seeking for the
directions with respect to which g is convex, we deal with the equivalent pfo-

blem of determining all directions parallel to which g has two and only two tan-
gents. With this elementary method we prove newly the theorem of Rényi
and an analogous sufficient condition for the convexity with respect to a point.

Theorem III. If the boundary rotation of the curve is <4z, then
there is a direction (as well as a point) with respect to which g is convex.

Remarks. 1) One may formulate theorems analogous to theorems I, IT
and III even in the following cases : a) the curve g intersects itzelf ; then
we have to take into account besides the inflexion tangents also the tangents
"in the points of intersection ; b) the curve g ist not closed and c) if we consider
simultaneously several curves, then the common tangents must also be taken
into consideration. _

2) Similar theorems hold for the case if we consider straight lines having
at most 2k common points with a curve g. A sufficiént condition for the exis-
tence of a point or a direction with respect to which a curve is convex in this
sense, is that the boundary rotation should be <2 (k -+ 1)z,

B) Generalizations of convexity for surfaces

For surfaces there are several ways of generalizing the concept of con-
vexity. We consider the simplest one which is the following.

Definition 3. A closed surface is convex with respect to a direction if all
planes perpendicular to this direction intersect the surface in a simply con-
nected curve. '

The directions with the stated properties may be determined by making
use of the spherical image of the surface. In this case the tangent planes in
parabolic points play the roles of the inflexion tangents. Theorem III has an
analogue in this case with 87 instead of 4. . -

* »Inflexion tangent« means a right or left side tangent which intersects the curve in the
point of contact. i



