A lanctértek egy geometriai interpreticitja
és alkalmazasai

=

T. Sos VEera

1. Huygens a naprendszer egy mechanikai modelljének meg-
konstrualasakor a kovetkez6 problémdhoz jutott: olyan fogaskere-
keket kellett szerkesztenie, amelyek fokszdmainak ardnya megegyezik
a reprezentalt bolygok keringési idejének hanyadosaval. Mivel a
fogaskerekek szdma tulsigosan nagy nem lehetett, a kovetkezd
approximdacios kérdés allott eld:

Eldirt « pozitlv valds szdmhoz és N pozitlv egészhez meg-
hatdrozandok a p, q pozitiv egészek,' hogy q = N megkiiés mellett

a'——g—' a lehet legkisebb legyen.

Ez a kérdés tekinthet6 a diophantikus approximacié elméle-
tében a kiinduldsi problémanak. A diophantikus approximacié
fejlédése azonban arra vezetett, hogy az elébbi probléma megoldasa
helyett azon g egész szamok lettek meghatdrozva és karakterizalva,
amelyekre adott @ és N mellett, a ¢ = N megkotés &etén |ga— p|
a lehetd legkisebb.

Tudva azt, hogy

«— E‘ minden irracionalis ¢ szdmra vég-
telen sok p, g egésszel & rendben valik kicsivé — és hogy ugyanez

—= -re (¢>0) mar nem 4ll fenn; az el6bbi approximacids kérdé-
seken tul felmeriil a ¢ |ge—p | kifejezést minimizalé gy, ¢, . . ., G, . -
-egészek meghatarozdsa és ezek karakterizdlésa is.

t A kovetkezOkben mindig p, g, N pozitiv -egész szamot, o pozitiv valds
szamot jelol.
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Igy egy irracionalis ¢ szam racionalissal valé approximala-
sanak fenti értelemben a kovetkez6 harom formaja 1ép fel:

A min |e—2
0 ¢g=N q

B) min |ge—p|
0<g=N

0 min g|ge—p|
0<g=N

illetve a megfeleld minimizdlé ¢ szamok meghatarozasa.

A B) probléma megoldasat kiadjak a lanctortelmélet klasszikus
alaptételei. A lanctortelmélet leggyakoribb felépitési modja a kovet-
kez6: az « szam reguldris lanctortkifejtésének * értelmezése utan az
ebbdl nyerhet6 lanctortnevezékre * kimutathatd, hogy az e szamot
B) alatti értelemben legjobban approximaljak, majd ezeknek a lanc-
tortkifejtésbol ereddleg tovabbi tulajdonsdgai hatarozhatok meg.
Ennél természetesebb felépités tjabban W. J. LeVeque [1]° és
W. S. Cassels [2] konyveiben taldlhaté. E két felépités eltér6, de
kozos abban a lényegben, hogy mindketté az e szdmot B) alatti
értelemben legjobban approximélé g, ..., gk, ... szamokbdl indul
ki. Aqi,...,qx, ... szamok e karakterizalasabol kiindulva hataroz-
zak meg ezek tovabbi tulajdonségait és a lanctortnevezdkkel vald
azonossagukat.

2 Egy « szam reguldris lanctortkifejtése ennek
1

‘«C=——

a +

T 4 1
Gyt e s
alaka elpallitasa, ahol 4y, @s, ..., @, ... pozitiv egészek. A
P - 1 )
Q  ate |
a1+ 1
a
részlettortek o kozelitdtortjei, az ezek altal meghatarozott Qy, ... Q;, ... szamok
o lanctortnevezdi. « melléktortjei a fk_—_1+va; (»=1,...,a,—1) szamok, /

il v Qe
melléknevezdi a Q142 Q; (v=1,2,...,a,—1) szamok.

3 A nevek utan [ J-ban all6 szamok a dolgozat végén levé irodalom-
jegyzékre utalnak.

17 Matematikai Lapok
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E dolgozat 2. fejezetében megadjuk a lanctortnevezdknek
egy, az el6zoektol eltérd, geometriai szemléleten alapuld értelme-
zését,* ahol ugyancsak a B) értelemben val6é legjobban approxi-
maloé ¢.,...,qx, ... szamok egy mterpretalasabol kiindulva adjuk
meg ezek tovabbi karakterizaldsat és bizonyitjuk be a lanctortne-
vezOkkel vald azonossagukat. Ezen felépités abban is eltér az
el6zoektdl, hogy itt kiinduldsként tulajdonképpen nemcsak a 1anctort-
nevezO6k, hanem az tn. melléknevezék® is szerepelnek. Hogy a
melléknevezOknek is — a lanctortnevezék mellett — lényeges sze- .
repiik van, azt éppen az A) probléma megoldasa mutatja. A lanc-
torteknek ezen felépitése tobb mas szempontb6l is hasznosnak
mutatkozik. ®

Az A) problémat illetben, annak ellenére, hogy torténetileg
is ez a kiindulo kérdés, tudomasunk szerint ennek teljes megoldasa
csak [9]-ben szerepel.

A 1II tételben bebizonyitjuk Perron eredményét. A bizonyitas-
ban felhasznéljuk a 2. fejezet eredményeit, ill. egy abbol kovetkez -
tételt, amely lényegében a kovetkez6t mondja ki: Jelentse (x) az
x valos szam tortrészét. Az («), (2a), ..., (Ne) szamok nagysag-
szerinti sorrendje ezek legkisebb és legnagyobbikanak ~multiplu-
méabol, azaz a mm (I(e)—(l @), max (la)—(lw) jeloléssel [, és

Iy ismeretébol expllclte megadhato
A 4. fejezetben a C. kérdésre adunk valaszt, amely a lanc-
tortelmélet ismert tételeib6l egyszertien kovetke21k ezt azonban a

teljesség kedvéért itt bizonyitjuk.

2. Legyen a kovetkezOkben mindig az egyszeriiség kedvéért
O0<e<1 és « irraciondlis. Az egységkeriiletli K kor Kkeriiletére
egy O kezd6pontbol kiindulva pozitiv irdnyban felmérjiik az ¢ hosz-
szusagu ivet 1-szer, 2-szer, ..., n-szer, ... Az igy kapott ivek vég-
pontjait «¢-,2e-, ..., na-,... pontnak nevezziik.

1. MEGJEGYZES: Qyakran fogjuk hasznilni az e-,2e-,...

s.., ne-, ... pontrendszernek azt a tulajdonsigat, hogy az me és

ne-pontok (m > n) kozotti, K koron vett irdnyitott tdvolsdg meg-

~egyezik az (m—n)a- és O-pontok kozotti irdnyitott tavolsaggal.

Masszoval az ma- és na-pontok ,beleforgathatok* az (m-—n)e-
és O-pontokba.

g 4 Ez vézolva van mar (3] és [4]-ben, amennyiben ezekben erre tamasz-
kodtunk.
5 [gy példaul a lanctortnevezoknek és melléknevezdknek itt kovetkez 6
értelmezése klter]esztheto a diophantikus approximacié inhomogén esetére
vonatkozolag, amelynek segitségével az eddigi eredmények egységes targyala-
san tul egyes uj eredmények érhetdk el. [3], [4], [5], [6]
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=REFINICIO. ,0-val szomszédosnak“ neveziink egy Se-pontot, ill.

a megfeleld s multiplumot, ha a K kor keriiletén a O és Se-pontok

altal hatérolt két zart koriv egyikébe nem esik ne-pont n < s esetén,
A kovetkezOkben az alabbi jeloléseket fogjuk hasznalni:

- Az egymasutan felléps ,0-val szomszédos* multiplumokat

2.1) l=85<$H< - <85 <eee
-vel jeloljik. A megfelelé irdnyitott ,iires* iveket — amelybe nem
esik n <s, esetén ne-pont, — 4,-vel jeloljiik, ahol 4, pozitiv ill.

negativ. aszerint, hogy a O pontbdl pozitiv ill. negativ irdnyban
indul ki. A kovetkezokben helyenként az s,«-pontof a 4, iv vég-
pontjanak nevezziik. :

A 4, ,ires“ iv eldjeles hosszat 0, -vel jeloljik. o, elbjele
4, eldjelével azonos.

A ,0-val szomszédos“ s,«-pontok koziil azokat, amelyekre
0| <[] I=1,2,...,v—1 esetén, ,kozelit6* pontnak, a meg-
felel6 s, multiplumot ,kozelitd* multiplumnak nevezziik. A »0-val
szomszédos“ s, multiplumok ezen részsorozatira a

(]15.5‘1,1, qQESyQ’ ey quS7'k’ .
jetolést, a o,,...,0,,... sorozat megfelelé részsorozatara a
d,ds,....dx,...

jeldlést hasznaljuk.® A késdbbiek miatt célszerii még ~;— <ae<l

. esetén a ¢, =g, =1 értelmezés. A q,,...,qi, ... multiplumok értel-
mezéséb i kovetkezik, hogy
(2.2) ld|=ldy| < - <di|<---
Megjegyezziik, hogy minden fix ¢ esetén
2.3) min |ge—p|=min | (ge), 1 —(g<) |
P

és e minimum (ge) = % esetén p=|[ge]-val, (ge) = % esetén
- p=|[qa]+ 1-el éretik el. ¢ =g, esetén ezen minimizalo p egész
szamot pi-val jeloljiik. k> 1 esetén nyilvanvaléan

2.9 || = | gree—p|
és s, > ¢, esetén
(2. 5) {0, |=min |s,¢—p)|

b

¢ Irraciondlis « esetén; “mivel, mint ismeretes, az na-pontok mindeniitt
stirin vannak, a ¢y, ..., q;, ... sorozat végtelen,

17%

baac s
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Tetszbleges g esetén a
(2.6) t,=min |ge—p)|
P

jelolést hasznaljuk.

A ,0-val szomszédos“ s, multiplumok és az ezek koziil
kivalasztott i ,kozeli“ multiplumok értelmezésébdl kovetkezik, hogy
a ge-pontok koziil, g <g. esetén a g« pont van a O ponthoz
legkozelebb. (A tobbi s,e-pont a O ponthoz egyik ill. masik oldalrol
~ legkdzelebbi pontok az eldbbi értelemben.) Ez egyuttal azt is jelenti,
hogy az igy értelmezett q,, ..., q, multiplumok approximdljdk a
a legjobban az « szdmot a B) alatti értelemben.

A fenti médon értelmezett s, ,0-val szomszédos“ és a legjob-
ban approximalo ¢, ,kozeli“ multiplumok karakterizilasat és lanc-
tortnevezokkel, ill. melléknevezdkkel valo azonossdgat nyerjiik a
kovetkezo tételek alapjan.

I. _LEMMA. Legyenek az -, 2e-,...,s,a-pontok koziil «
O-ponthoz ™ pozitiv, ill. negativ irdnybdl legkizelebbi pontok (0 pontot
kozrefogd pontok) az s,e és s,.a pontok (I pozitiv egész). Ekkor
a kovetkezd rekurziv formuldk dllnak fenn:

(2 7) Svi1 =Sy} Sy 1
(2.8) © Oy =0, 0,y

BIZONYITAS: Legyen ge egy, a 4,44, ivbe esé pont. Az

»0-val szomszédos“ multiplumok értelmezésébd! kovetkezbleg g > s, .

Mivel a 4,44, iv hossza |d,|-4-|d,|, a kovetkezd két eset
valamelyike 4ll fenn:

a) az ge-pont és s, e-pont koron valo tavolsaga — a 4,4 4,_,
iven beliil tekintve — nem nagyobb, mint |, ;|

b) az ge-pont és s, e-pont kordn val6 tavolsaga — eldbbi
értelemben — kisebb, mint |0, |. :

Az a) esetben, mivel a ge és s, pontok kozotti iranyitott
tavolsag az 1. megjegyzés értelmében ugyanaz, mint az (§—s,)e-
és O-pontok kozotti iranyitott tavolsdg, igy, mivel ez a tavolsag
nem nagyobb, mint |d,,|, az (¢—s,)e-pont a 4,; ivben van.
Ezért, s, definici6jabol kovetkezoleg

q—3Sy =81
. g =S, +Sp
A b) esetben hasonldan nyerhets, hogy
g >Sy+ Sy ,
Tehat a legkisebb g multiplumi pont, amely a 4, 4 4, ivbe eshet,
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az (S, $,-;)e-pont. Az 1. megjegyzés miatt ez valéban ezen ivbe
esik, ami a (2.7) formulat igazolja. Ugyancsak az 1. megjegyzés
miatt ez maga utdn vonja a (2.8) formula teljesiilését. ,

Az 1. lemma jelentésére és kovetkezményére vonatkozolag a
kovetkezoket jegyezziik meg.

2. MEGJEGYZES. Az s, e-pont az O-pontbdl kiindulé két
»ires® iv, 4, és 4, kozill a nagyobbik ivbe keriil, mégpedig
ugy nyerhet6, hogy ezen abszolut értékben nagyobb iv végpontji-
bol az abszolut értékben kisebb ivet visszamérjiik. Ebb6l kivetkezik,
hogy az s, e-pont akkor és csak akkor van az 4,_; ivben, ha
|0y| <|0,:], azaz ha O<j<» esetén |0,|<|d;|. Ezért a g
kozelitd6 multiplumok értelmezése equivalens a kovetkezével :

egy 0-val szomszédos s, multiplum akkor kozelité q. multiplum,
ha 0,-0,.1<07. '

. TETEL Az @ szdmhoz tartozd qi ,kiézeli“ multiplumok meg-
egyeznek e ldnctortnevezdivel, a tobbi ,0-val szomszédos“ s, mul-

tiplum megegyezik e melléknevezdivel. Az a,,a,,...,ax,... ldnc-

tortjegyek * azonosak az '

(2.9) [ -1 ]:a;ﬁ k=1,2,....
4 dk

mddon értelmezett aj, ..., ai, szdmokkal, ahol értelmezés szerint
dy=—1.

BIZONYITAS. A tétel allitdsait azaltal bizonyitjuk be, hogy
igazoljuk az
Qrs1 = Qr-1-+ Q1 Qy:
tovabba ¢;-1 < s, < g esetén
Sy==qx-1 +7rqs O<r<a
rekurziv formulak fennalasat.

2. MEGJEGYZESbo! kovetkezik, hogy az e-, 2«-, . . ., qra-pontok
koziil nem esik pont a O és g, 1e-pontok kozé, a 4,, , ivbe. Ezért,
tekintetbe véve 1. lemmat, a legkisebb multiplumii pont, amely ebbe
az ivbe esik, az s, ;ic-pont;

Svpt1 = Qr-1 1 G
()yk+l =1+ d}:;
| Opst| = | s | — | i |

" Azaz ha az s, ¢-pont és az s,a-pont a O ponttal atellenes oldalrol
szomszédosak.



~ ai-nek (2.9) alatti értelmezése miatt

(2. 10) |doy|—r|di|>|di], ha O<r<a;

(2.11) v |dk~1|——ai~ldkl<’dl;’-

Ezért 1. lemma szukcessziv alkalmazasival kapjuk, hogy
(2.12) » Syetr = Q-1+ TG :
(2.13) [Ovir | = | dicr | — 1| di | O<r=ai

| Onpetr | = | it | — 1| di . : ¥
(2.10) miatt a s,,;,.e-pontok O < r =< af. mellett még mind az Ay, ,
ivben vannak, (2. 11) miatt az Sw+af+1-pont mar a 4,, ivben van,
 és igy

2.14) Gri1 == Svya], = Qr-1 -+ QLG
(2. 15) = Oypaf =i +aidh
(2. 16) || = dos | — | .

Az (2.16) rekurziv formulakbol és af. (2.9) alatti értelmezésé-

: ~ b8l nyilvanvaléan adédik ezeknek az a; lanctortjegyekkel valo

‘azonossaga.
Ezzel a tétel dllitdsat igazoltuk.

3. MEGJEGYZES. A -l. tétel bizonyitasabol kovetkezik, hogy ‘az
I lemmaban értelmezett, O pontot ,kozrefogd“ s, és s, , multiplu-
- mok mindig a kovetkez6 alakiiak: - ’

) Sy-1=qhx ; .

Sv=qr-1+ s O<r=a,

alkalmas r és k-val. Ugyancsak kovetkezik a bizonyitdsbol, hogy -
ad,...,d... sorozat viltakoz6 elGijeld.

3. Il TETEL. A2 @, 2¢,...,Ne pontok koziil a O pontot
1. lemma alatti értelemben ,kizrefogo“ két pont legyen a qre- 6s
(-1 +rg) e-pont (1 =r = ay), ahol tehdt gi1+rq = N < Qi1+
A+ (r+1)ge. A 0 pontbol dy. irdnydba haladva a kérén egymds-
utdn kivetkezé multiplumok legyenek

k=qu, ka; Siey kb’-}, kx=qi-1+rqs.
ki bs kyaz 1,2,...,N szdmok ki k., ... kyi, ky permutdciojdt -

5 (2.12)—(2.16)-b6l egyszerden kimutathats a Prui—Pos-- ayPp
rekurziv formulak fennallasa.




egyértelmiten meghatdrozzdk, éspedig:
a) kii=h ha 0=k =(N—gq) s
b) ki —=hki—(qe-1+rqe—qs) ha N—q <k <gii+rge =
Q) ki —hk—(@e1+1g) ha gi+rg=ki =N

IZONYITAS. Kiilon-kiilon bizonyitjuk be az a), b) és c) ese-
teket, a kovetkezd allitas bizonyitdsa utjdn: Ha egy ge-pont ke-
¢és az allitélagos kiie-pont kozé esik, akkor sziikségképpen ¢ > N.

a) kiilon nézziik az q < k, és kiilon az q >k esetet. Ha ¢ > k;
akkor .az 1. megjegyzés értelmében az '

ke-, qa-, (ki+q)e-
pontok beleforgathatok az
0,(g—k)e-, grc-
pontokba. Ezért, ¢, definici6jabol kovetkezoleg
g—k >N,

azaz
. g>N.
A g < gu esetben, alkalmazva az 1. megjegyzést, az

(k +q)e-, qa

- pontok beleforgathatok az

(k1 4+ g —q)e-, O-
pontokba, és ezért g; definicijabol kovetkezik, hogy
ki+¢.—qg>N

‘€s igy az is, hogy ki+qi > N. Ez azonban k a) alatti értékével
van ellentmondasban. . )

b) 1. megjegyzés miatt az

k-, ga-, (ki+ @ — (G- +rqi)) e-

pontok beleforgathatok az :
(@1 +ra)e-, @+ @er+ra)—k)e-, gee-
pontokba. gi1+rgi =k miatt g+ g +rg—k=0 (2.7) miatt -
g+ (gr-1 -!':flIk)—kz = (gr1+rq) +gx. T
Ebbél £ b) alatti értéke miatt kovetkezik, hogy

' g>N.

® E tételre egy mésodik bizonyitast adott Suranyi Janos, 1. [8].




¢) Ismét kiillon nézzik az q>kz—(q;, 1—}—qu) és g<hk—
—(gx-1-+rq:) eseteket. Az elsd esetben, 1. megjegyzés miatt a

ke-, qa-, (li—(qx-1+71q1)) -
~ pontok beleforgathatok az

@i Frg)e-, @—hk+q1+rq)e-, 0
pontokba. Igy gi-14rg: definiciojabol kovetkezik, hogy

g—hk+gia+rg>N
Ezért k, = g1 -+rg. miatt ebben az esetben ¢>N. A g<hk—
—(qx-1+rqx) esetben, mivel a
kie-, qe-
pontok beleforgathatok a
(kz—q)a—, 0-
pontokba, ezért a (ki—q)a pont az gi-1+rgn €s § pontok kozé
esik, és igy gi-1+rq. értelmezésébdl kovetkezik, hogy
kh—qg>N
ami ellentmond annak, hogy /= N.
Ezzel a Il. tételt bebizonyitottuk.
Megijegyezziik, hogy e tételbdl kovetkezik a tobbek altal
bizonyitott ' H. Steinhaustol eredd kovetkezd meglepd sejtés:
A K koron az 0, «-, 2a-, ..., Ne-pontok altal meghatarozott

N+1 diszjunkt ivek hossza legfel]ebb harom kiilonbdzé értéket
vehet fel (minden ¢ és N esetén).

a), b) és c)-bol ugyanis, 1. megjegyzés értelmében kovetke-
zik — e harom kiilonboz6 ivhossz karakterizdldsat is megadva —
hogy a szerepld N+ 1 diszjunkt iv mindegyikének hossza a

||, |dies|—7]dy], || — (r—1) [ ]
értékek valamelyikével egyezik meg.
: Lathatd, hogy N=syu—1=gx 14 (74 1)gx—1 eaeten nincs
a b) esetnek megfelelé & szam, azaz minden 7-re,

a0,a,2a-,...,(svu—1)a pontok dltal keletkezett dtszjunkt
v koz0tt csak két  killonbizo hossziisdgi (v van; |dx| és
| Qi1 | —r|di| hosszisdgii.

Ebben az esetben a két kiilonboz6 ivhosszisag egymasutanja,
a ki ke ... ky permutacio  egyszeriibben felirhatd explicite.

10-E sejtést bebizonyitottak még Erdds P., Hajos Gy., N. Swieczkowsky,
Suranyi J. [8] és Sziisz P.



" Ebbél annyit, amemiyire a III. tételben sziikséglink lesz, a kaet—‘;’

kezékben adjuk meg:

Az N=s,—1=qiu+(r41)g—1 esetben a szerepld a) és -

c) esetek a kovetkez6képpen alakulnak:

a) ki =k;+qk, ha 0= kz < Qi1+ rqx

¢) kir==hki—=(g-1-+rqs), y ;

ha guitrge=hbh=q+ T+ 1)g—1.
ky = i < qr-1+rgx miatt k,=2q, és hasonléan :
ki=qra+ig ha O<i=r+1.
K= (r+ l)flk > @r-1+ rg miatt
Krso=(r+1)qr—(qr-1+rqi) = @ —q-1,

majd ismét Ko < @ri+rge miatt Kes =Ko g =2qr —qi-1>

s ez a meghatarozas hasonléd modon folytathatd. A O pontbol signd,

iranyban haladva tehat az egymasutan kovetkezé pontok a

(3‘ 1) O-, qka') ceey ((f+ l)qk‘)a"; (qk_qk—l)a'y (2%""%—1)“‘: o '( 3

pontok.
Ugyancsak egyszeriien meghatarozhat6 a O pontbol sig n (—dx)
iranyban haladva az egymadsutan felléps ky, ky-1,... multipluma

pontok. Ekkor a) vagy c)-bél k... értékébdl kiindulva kell k& érté-

két meghatarozni. fgy pl.
kvn=ks, -1=qr14rq;
koyy - 1— Qo=@+ (r—1)gx < x1 4 rgs
miatt :
key1-2= Q1+ (r—1)qs
és hasonldan, ha 0<i=r-1, akkor :

ks, ,i-i — it rgi—(i—1)ge = Qi1+ (r—i+1)q.
Tovéabba,
ks,,ﬂ-(wu*—lh =r1— < 0
miatt
keyi- 0+ = Q1+ (@u14-rg). !
A tovabbi r pontra ismét &

k31,+1_(¢+2+i): 2q;1+ (l’—-l)qk ha O<i=r. ‘;

A szerint, hogy K, @r9=20k1 < qx ill. 2¢i1 > gy,
k.s”r(zwg) =21+ Gu1+7gr, ill. ks, 1- @r+8) == 2qk-1— Q.




Tehat az O pontbol sngn(——dk) 1ranyban haladva, az egymasutan
fellépd pontok a

3.2 0, (ge1+ron)e-, (qh 1+(r—1)qh)(c s ooy Qro1Cm,
- @aeatrgye-, .., 2qe e, Bqe +rg) a-, 3gia + (r—1)gr)e-, ...
- pontok, amennyiben 2¢;.1 < g és hasonléan 2g:-1>gq: esetén a

(3.3 0-, (@-1 +rgeya-, (Ge1 +(r—Dg)a-, . .., qu-16-,
Qor-1trga-, ..., 2 1a-, Cq—agi)e-, Bgi-1+(—1)ga-, ...

‘pontok. Orientdcio végett, bar erre nem lesz a késébbiekben sziik-
ség, megjegyezziik, hogy az 0, «-, 2a-, ..., (Syv1—1)e pontok 4ltal
- létrejott diszjunkt ivek hosszanak az eloszlasa tehat a kovetkezd
jellegii:

r-szer ill. (r+ 1)-szer egymasutan szerepel |dy | hossziisagt
iv, majd egy |d1|—r|di| hossziisign iv, ez utdn ismét r ill.
(r+1)-szer. egy |d:| hosszusagu iv, s. 1. t.

- (Ha N==s,41—1, akkor is az ivek hosszanak egymasutinja
hasonld jellegfi, mindossze azzal a kiilonbséggel, hogy bizonyos
1dk 1| —r|di| hossziisagu ivek helyén egy |di| — (r—1)|d:| hosszi-
sagu iv szerepel.)

HI. TETEL Legyen az adott N. szamhoz k és r értéke

: C]l.-l—l-l'l]AEN<QL—1+(r+1)q7., 0O<r=a
“dltal meghatdrozva.- Ezekkel
min c:—-ﬂ = a——& ; ha l'<— l ey
0<g=N q qx dy | QA
. p Dr-1+1Pr _ Qy 11 Qr-1 "
; — = — " h ==
ocmw|® T g '“ gatrer TR G| T g

BizonyiTAs. Legyen sy_qk‘1+r gr €s gy Spu=gqra+
+(r+1)g.. Elészor bebizonyitjuk, hogy |d, |, ||, #, (2. 4), (2. 5),
- (2.6) alatti jelentései mellett

: : ("
3.9 min t—q-_ min (' | 14 I)
0<7g<8y41 q Sy gk
1 dis1|  Qan
11 Mivel ——q~ nyllvan + 1 kozé esik, lenyegeben az szamit,
. & k

3 i
h — il —.
,ogy'r<2 ill r>2




: % értékére (3. 1); (3.2), (3. 3) alapjan a kovetkezéképpen lehet als6

becslést kapni. (3. 1) kovetkeztében az 0 pontbdl sig nd, irériyban =
haladva, az 0, e-, 2e-, .. ., (s,:1—1)« pontok altal létrejott, egymas-
utan kovetkezd diszjunkt ivek hossza rendre »

Wil [dil, oo lde], |6, )14, .

(r+1)-szer

és igy a k-, kye-, ..., pontoknak O _ponttdl vals Jtavolsdgai®
ly;y tuy, ... rendre

G.5) |dil, .., (r+1)|dal, (r+1) |di| +]9,], (r+2) |di] +]6, ), ... :
Hasonl6an (3.2) és (3.3)-bél, az O ponttél sign|—d,| iranyban

egymasutan kovetkez6 diszjunkt ivek hossza rendre a 2qi1< g
esetben

0], |dil, . - |, |u], i, - .., [, |80 ), [di], .. ..
S T ——
r-szer r-szer
ill. a 2¢;-1 > ¢, esetben
[0x], |dil, . . ., |d], |0,), |dyl, ..., |di], |05, [dil, - ...
r-szer (r+ 1)-szer e b
Ebbdl a megfeleld ks, -1, ks, -2, ... pontoknak O ponttél valo
»tavolsaga“ rendre :
(3.6) [00], 10| +1dx), . .., |0u] +r|di], 2|0, +r|dx|,
216,,|+(r+1)§d,,.j,...,2}(),,,§+2rfd,..1,31()'.,,!+2r)dkf,
310, |+ @r+1)|di], ...

ill.
@7 (S0 +(d,- .., [0+ 1]du], 210, +rldi ...,
2|0+ Ddil, ..., 28, | +2r]di, 2/, |+ @r 4 Ddsls ... .

(3.5), (3.6) és (3.7)-b6! kovetkezik, hogy az O pontbol sign dj_ill. .7:
sign (—dx) irdnyban haladva, az (3.1) alatti elsé r-+2 szama, ill,

a (3.2)ill. (3.3) alatti els6 2r-+4, ill. 2r+3 szamu,  kivételes®

pontoktol eltekintve valamennyi ge potra lo>(r+2)|di]. Ezérh
mindenesetre ezen pontokra - =

g=Su—l =g 1+ (4 D)d—1 < (r+2)qu
(r+2)[ds| _|di]

' : b (+2)|d|_ |di|
3.8) - - > > T o

miatt




A Lkivételes“ (3. 1), (3.2) és (3. 3) alatti pontok esetében kozvet-
leniil kiilon-kiilon bizonyithatok be a megfelelé egyenldtlenségek.

Igy pl. : :
g=qi1+{T—Dq O<i=n
esetén :
ty=0,| 4 i|d]
és igy : ’
~ t_ |0lild] (6] o]

q *(kax—f—(tf——i)l]k Q1+ Tqx Sy

, Hasonloan bizonyithatok be a megfelel6 egyen]étlenségek a

- tobbi kivételes pont esetében is. Ezek (3. 8)-al egyiittesen a (3. 4)

egyenlStlenség érvényességét igazoljak.

’ Ezzel a feladat redukalva van min (‘f—”i, L‘{ﬂ) meghataroza-
. 14 K

sara. Az (2.10), (2.11) rekurziv formuldkbol

190] __|dicr|—rldi] - |dun|+(@—r)idi] __

Sy gr-1+rgr Qe +rqn
Q. —1 -+ ‘iﬂ
_lal T d |
L po Tt
qx

Ebbél és (3.4)-bol a tétel allitdsa kovetkezik.
4. A C. alatti kérdésre ad valaszt a.

IV. TETEL.
e . ol —pl=q|qre—p),
f Jmin glge—p|=glge—p|
ahol 0 < q. = N. [ értékére tovabbi megszoritds, mely minden ir-
raciondlis « szdmra érvényes, nem adhaté meg. Ha k értékét

g = N < @1 dital hatdrozzuk meg, 1 értéke — | =k mellett —
a4z &, Q,, ..., q: ldnctortjegyektdl fiigg.

BizonyiTAs. Hat4rozzuk meg a » szamot minden ¢ pozitiv
egészre g, = q < ¢,1 altal. g, értelmezésébdl és 2. megjegyzésbol
t, és |d,| (2.4) és (2.6) alatti jelentése mellett kovetkezik, hogy

le 2 [ ha g, < g9 < @ws1.
Ebbdl g >¢, miatt méginkabb
ql9e—p|>q»|gre—ps|




261°

Ebbél ‘viszont kovetkezik, hogy
min g|ge—p|= min g¢,|q,¢—p,|
0<g=N 0<q,=N

Mivel az (2. 12), (2. 13) rekurziv formuldkbél konnyen kimutatha-
tolag -

1 1
__T‘<q1/]q1/“‘“pvl<a—,
: a11+ Y

Ayi1

min q,|q,e—p,|, ill. [ értéke a tétel allitasinak megfeleléen az
0<q,=N

0, @y, ..., o lanctortjegyektol fiigg.
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FEOMETPUYECKOE NOCTPOEHUE TEOPUU UEHHBIX JPOBEN
Bepa T. lllom

" (Pestome)

; Pa6ora mogpoGuo maer opHo reomerpuueckoe NOCTPOCHHE TEOPHH II€H-
HBIX IpOGeH, KOTOPOE OBIIO KPATKO MHBNOMKEHO B pabore [3]. B macrosimeir
paGoTe OHO HCHOMb3YeTCS /151 PelieHust CEAYIOmel 3anaun. [Ipn pausOM moONO-
JKUTE/IbHOM HPPAUMOHANBHOM X M HATYpansHOM. /N HAafiTH MUHHMYM BEIMYMHBI

P
¢——| et p u q uensie uncia u 1=q=N. Pewenne paercsa cregyio-

©

weil reopemoit III



a+ a4
Pi - - = =

AyCTh — ee noaxopsuime apobu. [Ans paHHoro N eIuHCTEEHHBIM 06pasom

; % = :

MOTYT OBITH MOAOOPaHBI TaKME UEMBl k W p, uTO

Ga T I =N<gq  +(r4-1)g,0<r=a,.

Hycts

- DPABHILHOE pAsNOKEHHE X B LENHYW ApOGb n

Torza
‘ 1 Q1 C— Dy Q-
, €cin 0<r<5ak—}—~L—k—+—1 Hl'__k__l

min SEe T
|9 a—p, | 9

9=N

a2
C— —|— 00— —
q | q;.

>
1

; 1
min , €cau — a, +

=N

D = Py 10y
e——t—=|a-——
-

_— G 1 +1q,

o f'qf:ﬂ\“—l’qu oo e
|9k & — Dy | 9y

: 1
3aMeTuM, 4TO BepxHSS rpanuua r B (1) umeer Bua Eak =+ 1. OcHoBHOe
- opyaue nokasarensCtsa — teopema Il, moppoGHOe pokasatenncTso KOTOPOi,
ApHBENEHO U B [4] m coriacHo KOTOpO#, ecau (ky, ..., ky), TO mepecranoBka
L2, ...,N), aaa xotopoit 0 < (kya) < (kyat) <--- <(kyao) <1, TO, 3Has Ky u
%y, MOKHO B SIBHOH (JOpME NPEICTABHTH BCIO IepecTanoBry (ky, ks, ... .ky).
Teopema IV cBszana ¢ min ¢2 £ t

=N

a——1

q

ON A GEOMETRICAL THEORY OF CONTINUED FRACTIONS
Vera T. Sos

The paper contains a detailed geometrical approach to the theory of
continued fractions sketched in the paper [3] (Theorem I) This is applied to
the solution of the problem to determine to any prescribed positive « and

positive integer N the minimum of a—_ﬁ when p,q are positive integers

~with 1 =¢ = N. The result (theorem IIL) runs in the usual language of the
-continued fractions as follows.
1 1 . :
Let ﬂ = the regular continued fraction of ¢ and ? k—12 ")
1 2ot : &
_its convergents. To our given N we determine uniquely the integers & and r by

Gitre,=N<o, i rDg - O<r=a

s




Then we have

'

' . 4G | G e—py, 5
(l) minja—-ﬁ:a*-—k f01'0<f'<‘]+ u_&
=N } q q,. a =0 9
and
Pr1 1D, @,
) w0 e, T
=N q 9p1+ 74, | 2
L o ne e
qka-_pk qk

For the sake of orientation we remark thet the upper bound for 7 in (is -
a;.
between ?I' + 1. The main tool in the proof is the theorem (theorem IL) of

- this paper, for which a detailed proof can be found in [4] according which if

(%1, ..., ky) is that permutation of (1,2,..., N) for which O< (b)) < (k) <
<---<(kya) < 1, then in the knowledge of &, and ky the whole permuta-
tion (4, ..., ky) can be explicitely determined. Theorem IV. gives the expli-
_ cite determination of

min g2

=N

) S i

q \




