ERDOS PAL: AZ EMBER ES A MATEMATIKUS
(1913-1996)*

SIMONOVITS MIKLOS ES T. SOS VERA

1. El6sz6

Erdés P4l a huszadik szazad egyik legkiemelked6bb matématikusa volt.

Nemcsak a matematikusok kérében, nemcsak a tudoményos vildgban volt elis-
mert és kozismert, hanem egy sokkal szélesebb kozonség eltt is, nemcsak Magyar-
orszagon, hanem szerte a vilagon.

Ebben a cikkben megkiséreljiikk Erd6s Palt olyannak mutatni be, amilyennek
mi lattuk. Nem probéaljuk matematikai munkassagat még csak vazlatosan sem is-
mertetni: ez messze tilmenne a kereteken. Evtizedekkel ezelStt ezt részben mér
megtették ugyanitt, a Matematikai Lapok oldalain Turan P4l [71] és Hajnal And-
rés [48]. Ismertetiink néhany részletet Erdés munkéassagabdl, elsGsorban az egysze-
riibben elmagyarazhaté kombinatorikai és szamelméleti eredményeire szoritkozva.
Matematikusi egyéniségével, stilusaval és konnyebben megkézelithet6 eredményei-
vel az Olvaso egyebek kozott megismerkedhet tobb mint 30 a Matematikai Lapok
szamara irt cikkén keresztiil.2 ' '

Erdgs Pal mar életében is legendava valt. ErGs egyénisége, vilagos erkolcsi
alapelvei, a matematikaért val6 rajongésa, és a kiilvilag altal meghatarozott koriil-
mények arra késztették, hogy egy teljesen szokatlan életformat alakitson ki maga-.
nak. Erd6s szamara eltorpiilt a jelentdsége az élet sok olyan részletének, amelyre
a legtobb ember igencsak odafigyel. Igy hat nem meglepd, hogy egyes kiiloncsé-
geir6l — idénként a valésagnak megfelelden, maskor tilozva — gyakran mesélnek
ismerGsei, illetve a réla szolo irasok. Erdés az ilyen torténetek koziil bizonyosakkal
nem t6r6dott, masokra viszont szivesen emlékezett vissza, és 6 is felidézte azokat,

1Ez a cikk a matrahazi ,mihely” nyoman kiadott kdtetben jelent meg eredetileg, angolul [64],
Miklés Simonovits, Vera T. S6s: The Mathematics of Paul Erdds cimi cikkének erésen atdolgozott,
magyar nyelvii valtozata. A forditas Szasz Réka munkija, az atdolgozast a szerz6k végezték. Az
eredeti cikk a Recent Trends in Combinatorics, The Legacy of Paul Erdés cimid kotet 9-20.
oldalan jelent meg, eds.: Ervin Gydri és Vera T. So6s (2000), copyright Cambridge University
Press, Cambridge. A cikk sok ponton tdmaszkodik T. Sés [66] cikkére is.

2A cikk végén talalhato egy lista Erdds a Matematikai Lapokban megjelent cikkeir6l.



egyben hitelesitve is ezen anekdotékat. (Bizonyosak viszont kifejezetten bosszan-
tottak.) Mint ahogy ez a szenvedélyes zseniknél sajnos gyakran megtdrténik, az ir6k
a kiiloncségeirsl szol6 torténetek segitségével vélik megmutatni, hogy mennyire kii-
16nleges ember volt. Azok szamara viszont, akik Erddst koézelrdl ismerték, ezek a
torténetek talan mulatsagosak, de messze nem ragadjak meg személyiségének lé-
nyegét, ami nagyon is életkozeli volt.

2. Erdés és a magyar matematika

A magyar matematikanak t6bb szempontbdl is 6ridsi adottsaga, hogy voltak kie-
melkedd egyéniségei, akik vilagszinvonalra emelték. A magyar kultira és a vilag-
kultira, a magyar tudomény és a viligtudomény kapcsolatanak nagyon fontos és
bonyolult kérdését nem lehet néhany mondatban, vagy néhény oldalon elintézni.
Ebben a cikkben viszont ki kell emelniink, hogy Erdds Pal egyike volt azon ma-
gyar matematikusoknak, akik a legtobbet tették azért, hogy a magyar matematika
vilaghiressé valjék, és hogy nagyszami, nemzetkdzi szinten is elismert magyar ma-
tematikus nevel6djon ki.

Turan Pal, (aki egyetemi éveik 6ta egyik legjobb baratja volt Erdésnek) a ko-
vetkez6ket irta Erdés 50. sziiletésnapjara, a Matematikai Lapokban, 1963-ban [71],
hosszabb, matematikailag is igen érdekes cikke befejezéseként, szeretetet, elismerést
némi élcel6déssel is vegyitve:

... 1958-ban Kossuth dijjal lett kitiintetve, 1956-ban a Magyar Tudo-
manyos Akadémia levelez6-, majd 1961-ben rendes tagja lett. De hagy-
juk a felsorolast; Erd6s matematikai palyaja felfelé ivel, ha ma mar csak
mésod- vagy harmadnaponként is ir csak egy dolgozatot. Hatasa erd-
sebb, mint valaha; 6 a jelenkori magyar matematika egyik legerdsebb

* stimulatora. Kivanjuk neki, hogy dolgozatainak szdma szigorian mono-
ton novekedjék, olvaséinak pedig, hogy sajtohibainak szdma szigorian
monoton fogyjon.”

X X X

Erdés hatasa nemcsak a kutatoi szinten jelent meg. Csodagyerek volt és feln6tt
koraban nagy odafigyeléssel foglalkozott maga is csodagyerekekkel, tehetséges ifjak-
kal, és emellett gyakran adott el§ tanaroknak, vagy irt a Matematikai Lapok olva-
séinak, legutobb geometriarol, [32] azt megel6zden Palfy Péter Pallal csoportokrol,
[37], és elétte még sok mas cikket és megemlékezést, geometriarol, szamelméletr6l,
diofantikus approximéaciérél, algebrarol. Az egyik elsd, 1956-os ,Mat-Lap" cikke két
a Matematikai Lapok feladatrovataban feladott probléméhoz kapcsolodik [33].



Liberdlis gondolat Lenin és Sztdlin fényképe alatt: Erdds matematikdrol beszél dltaldnos
iskoldsoknak Sztdlinvdrosban, 1955-ben

3. Matrahaza

Erdssnek életeleme volt a konferencidkon valé részvétel. Ezek az idGszakok szé-
méra a pezsgd életet jelentették, azt, hogy matematikai probléméakat diszkutalha-
tott, barataival, kollégaival lehetett egyiitt. Az egyik els6 nemzetkozi konferencia
grafelméletbsl Magyarorszagon volt, Dobogokdn, 1959-ben, majd a hatvanas évek-
ben beindult a magyar kombinatorika és szamelmélet konferencia-sorozat, melyek
mindegyikén résztvett. Ezek koziil is kiemelnénk az Erdds 60. 70. és 80. sziiletés-
napjara Magyarorszagon szervezett konferencidkat, [74], de emellett 80. sziiletés-
napjara konferenciat szerveztek a tiszteletére Cambridge-ben, Pragaban, [75] és
Kalamazoo-ban (USA) is.

Halala utan 3 évvel, 1999-ben egy konferenciat szerveztiink emlékére a Magyar
Tudomanyos Akadémia Roosevelt téri palotajaban, 450 résztvevével, 120 meghivott
eléadoval.® Az egész konferencia Erdgsrél szolt, a f6el6adok Erdds matematikajarol
tartottak attekints el6adasokat, és a tobbi el6adas is Erdss matematikajéhoz kap-
csolédott. Ezek tobbsége a kdzelmultban két vastag kotetben, 1400 oldalon jelent
meg a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat és a Springer kozos kiadasaban [76]."
A konferencia szervezésével az volt a célunk, hogy lehetGséget teremtsiink Erdds
egyediilalléan széles spektrumi matematikai munkassadganak bemutatésara.

3Ez tiszta matematikaban egy kiilonlegesen nagy konferencidnak szamit.
4A kétetben megtalalhaté a szamos szakmai attekintd cikk mellett tobb megemlékezés régi
baratai tollabal.



Ebben a cikkben két emlékezetes konferenciarél szolunk részletesebben.

1995-ben egy nemzetkozi tudoményos mihelyt (workshop-ot) szerveztiink ke-
vés résztvevovel, Matrahazan. A ,workshop"-ok abban kiilonbdznek a szokvéinyos
konferenciaktol, hogy kevés el6adas szerepel a programjukban, ezek kozott gyakran
vannak attekint$ el6adasok, és nagyobb szerepet kapnak a résztvevék tudoményos
beszélgetései, ,egylitt-dolgozasa”. Matrahazan csak 9 eladas volt. Az ilyen kisebb
konferencidkat, workshopokat Erdds kiiléndsen szerette: otthon érezte magat, régi
baratok és fiatal matematikusok vették koriil. Ilyenkor lehetett legjobban csodalni
azt a kiilonleges képességét, hogy szimultan dolgozott teljesen kiilénboz6 problé-
maékon, teljesen kiilonb6z6 emberekkel.

A madtrahdzi konferencia csoportképe

Ennek a workshopnak az volt a célja, hogy dsszehozza a szakembereket a kom-
binatorikus matematika egymastol tévolabbi teriileteir6l, pontosabban, a tiszta
kombinatorika, a grafelmélet, a kombinatorikus szamelmélet és a véletlen gréfok
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elméletének témaibol.® Egy hetet toltottiink ott ,bizonyitésokkal és sejtésekkel”.
Emléksziink, hogy Erd8s intenziven dolgozott példaul Peter Cameronnal egy kom-
binatorikus szamelméleti kérdésen. Cikkiik részben a szemiink lattara sziiletett,
posthumous jelent meg a workshop kétetében [7].

Ezen a workshop-on amelyet a Magyar Tudomanyos Akadémia méatrahazai
{idiiljében rendeztiink, maga a helyszin is kiilonleges légkort és hangulatot je-
lentett Erd6s szaméra. Erdést itt nagy szeretet, tisztelet, és tor6dés vette koriil.
A 60-as évek vége 6ta ErdGs rendszeresen eltoltott itt 1-2 hetet. KiilonGsen kelle-
mes emlékiek voltak szamara azok az idGszakok, amikor még édesanyja és baratai,
Kalmar Laszlo és felesége, Rényi Alfréd és felesége, Rényi Kato6, Turan Pal tarsasa-
gaban lehetett itt. A fenti neveket nem kell olvaséinknak bemutatni, azt azonban
talan kevesen tudjak, hogy Kalmér Laszl6 segitett Erd6snek megirni az els6 cikkét,
amely a Csebisev tétel egy 1j, egyszerdsitett bizonyitasat tartalmazta.” 8 Matraha-
zén sziiletett néhany korabbi, Erdés Péllal kozds kedvenc cikkiink is, pl. [42], [43].

A matrahazi iidiilében az élethez hozzatartozott, hogy itt a legkiilonb6z5bb
tudomanyok jeles képvisel6i voltak egyiitt, nemcsak matematikusok, akik természe-
tesen nemcsak dolgoztak, hanem politizaltak, torténelemrdl és kozgazdasagtanrol,
biologiarol, fizikarol, orvostudomanyokrol beszélgettek.

Ezekben a beszélgetésekben Erd6s nagy érdeklGdéssel és széleskord tajéko-
zottsaggal vett részt. A beszélgetésekhez kivalo keretet adtak a hosszabb-révidebb
sétak. Erdssnek voltak kedvenc sétattjai. Az egyik egy kis kilaté toronyba vezetett,
ahova mindig szivesen felmészott.

Emellett Erdés rengeteget pingpongozott itt sajatos, kissé furcsa, de igen
hatékony stilusaban®, sakkozott, és go-zott (sokaig & volt a legjobb magyar go
jatékos).!? Bridzselni is szeretett.

4. Varsoé, egy évvel késébb

Erd6s Varséban halt meg 1996. szeptember 20-an. Halalanak koriilményei mé-
lyen megrenditSek voltak. A varséi Banach Kozpontban 1996 Gszén egy Gthetes
konferencia-sorozatot rendeztek. Erdss két hetet tolt6tt ezen a workshop-sorozaton.
Elvezte a matematikai légkort, de sokat panaszkodott a hideg idGjarasra. Két els-
adast tartott, a masodikat szeptember 18-an, szerdén. Nagy sikere volt.

5]gen ismert matematikusok mellett azonban a tehetséges fiatal didkok koziil is sokan itt voltak.

6Ez Erdés kedvenc kifejezése volt. Néha, szokasos talzasaival, azt mondta, hogy addig van
értelme az embernek élni, amig sejteni és bizonyitani tud.

7Késébb Kalmar az Erdés féle bizonyitast a Kozépiskolai Matematikai Lapokban dolgozta fel,
[52].

8(Csebisev tétele azt mondja ki, hogy barmely egész szam és a kétszeres kozott van primszam.

9talan azért volt furcsa a stflusa, mert nem volt nagyon j6 a szeme, de kittin6ek voltak a
reflexei?

10Nagyon j6 sakkozo volt, de a matematikusok kozdtt ez kevésbé megleps. A GO egy kinai
eredetl jaték amelyik talan ugyanolyan komoly és mély, mint a sakk, csak Europaban kevésbé
elterjedt.



Erdés Go-zik (1941)

Péntek hajnali harom koriil, egy szivrohamot kévetéen, a szallodai szob4jabol
korhézba keriilt. Hamarosan elvesztette eszméletét. Délutan harom éra koriil egy
masodik, végzetes szivrohamot kapott.

Baratai, kollégai, szerencsétlen koriilmények folytan, csak ezutan értesiilhettek
kérhazbavitelérdl és halalarol.

* k%

Erdds — akinek idGsebb korara erés6dott humora morbid oldala, — gyakran , ki-
fejtette”, hogy az ,élet befejezésének legszebb médja” ,,... megtartani egy elsadast,
befejezni egy bizonyitéast, letenni a krétat, és meghalni...” Bizonyos értelemben
ugy ment el, ahogyan azt kivanta. A legutols6 napig matematikian gondolkozott,
sejtett és bizonyitott.

Barmerre jart a vildgban, a nap szinte minden percében térdds és szeretettel
gondoskodo kollégék hada vette koriil, és barati, szeretd gondoskodas, amelyet egyre



kevésbé tudott nélkiilézni — mégis utols6 éraiban magara maradt, az idegen korhazi
kérnyezetben, idegenek kozott.
Mindnyajunk érzéseit fejezte ki Vojta R6dl egy e-mailben:

,Pali bacsi nélkiil mar semmi sem lesz a régi”.!!

5. Erd6s matematikajaroél

Erdés még nincs 18 éves, amikor megold egy Kénig Dénestdl hallott grafelméleti
problémat. (Ezt K&nig beveszi konyvébe, amely az els6 és évtizedekig az egyetlen
grafelméleti monografia.) Fejér Lip6tnal doktoral, témaja szamelmélet, primszamok
szadmtani sorokban val6 eloszlésa.

Erd6s 1934-ben Mordell meghivasara 4 évre Manchesterbe megy. Ekdzben
rendszeresen hazajar Budapestre: évente haromszor tobb hetet tolt itthon szii-
leivel és barataival. 1938-ban az els6k kozott van, akik ugy itélik meg, hogy el
kell hagyni Magyarorszagot. Szeptemberben a Princeton-i Institute for Advanced
Study meghivasara az USA-ba megy és csak 10 év mulva, 1948-ban jon haza, hogy
rajongva szeretett édesanyjat és baratait meglatogassa. 1955-t6l mar rendszeressé
valnak hosszabb-révidebb ideig tarté hazaldtogatéasai. 1962-t61 az MTA Matema-
tikai Kutatéintézetének munkatarsa. Emellett valtozatlanul jarja a vildgot, az év
jelentds részét kiilfoldon tolti.

* % %k

1939-ben kezdte a ,nomad” életmédot: allanddéan tton volt, egyik helyrdl a
mésikra utazott.

Azonban életforméajanak nem az volt a leglényegesebb vonésa, hogy sok helyen
jart. Ennél sokkal fontosabb az, hogy rendkiviil kénnyen volt képes ,matematikai”
és ,emberi” kapcsolatot teremteni, baratsagokat kotni, barmerre is jart. Amikor
1j helyre érkezett, az ottani matematikusokkal elkezdett beszélgetni, kikérdezte
Sket kutatasi témajukrol, elkezdett gondolkodni a kérdéseiken, és gyakran megleps
megoldasokkal allt els. Ehhez hozzatartozik, hogy hihetetleniil gyors is volt.

Gyakran megesik, hogy a matematikailag nagyon erds, mély, és gyors gondol-
kodast matematikusokkal bénit6é egyiitt dolgozni. Nagyon nyomaszté tud lenni,
amikor hénapokig gondolkodunk egy kérdésen, és egyszercsak talalkozunk valaki-
vel, aki feltesz néhany kérdést, és megoldja problémankat. Erdéssel teljesen més
volt a helyzet. Annak ellenére, hogy tisztaban voltunk azzal, hogy egy matematikai
6riés iil veliink szemben, a vele val6 beszélgetésekkor Erdds olyan kiilonds 1égkdrt
teremtett, hogy vele egyenrangtnak érezhettiik magunkat. Gyakran tett fel a masik
teriiletéhez kozel allé kérdéseket, vagy olyanokat, amelyeknél § megakadt. Mindenki
boldog volt, ha valaszolni tudott a kérdéseire, és biiszke volt, ha sikeriilt megolda-
nia egy ,JErdds problémat”,'? majd elmondhatta neki a megoldast. De & nem allt

11«Things won’t be the same without uncle Paul”.
123zaz, Erdést foglalkoztaté matematikai kérdést.
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meg itt, hanem tovébbi kapcsol6dé kérdéseket tett fel, az eredetileg artatlannak
latszo kérdésbdl kiindulé djabb és tjabb irdnyokba kutatva tovabb.

Mindannyiunknak vannak errdl torténetei. Hadd mutassuk ezt be Hajnal And-
ras torténetén keresztiil. (Hajnal ezt a torténetet részletesen leirja Erdés Kombi-
natorikus Halmazelméleti hatésat taglalé egyik 4ttekint6 cikkében [49], mi itt ma-
gyarra forditottuk és kissé leroviditettiik.)!®> Erdés Kalmarnal volt latogatoban,
amikor Hajnal el6szor taldlkozott vele. Hajnal ezt irja:

»Abban az id6ben Kalmar Laszl6 aspiransa voltam Szegeden ... Erdés
lejott Szegedre meglatogatni az egyetemet. ... Engem tigy mutattak be
neki, mint egy igéretes fiatalembert, aki halmazelméletet tanul. [Hajnal
axiomatikus halmazelmélettel foglalkozott ekkortajt, disszertacidjat a
relativ konstrualhat6sagbol irta.] Hamarosan magunkra hagytak ben-
niinket Kalmar egyetemi szobajiban, két hatalmas fotelben iilve, ko-
zottiink egy kavézo asztallal. Ugy éreztem, nagyon Greg: 43 éves volt,
én 25. Nagyon megtisztelve éreztem magamat és zavarban is voltam,
hogy egyediil hagytak ezzel a hires emberrel. Akkor még nem tudtam,
hogy legtébb fiatal munkatéarsaval hasonlé koriilmények kozott talalko-
zott. Erdés megkérdezte, mi érdekel engem halmazelméleten beliil. En a
relativ konstrualhatésag témajaban dolgoztam, és nagyon biiszke is vol-
tam erre. Elkezdtem tehat elmagyarazni az eredményeimet. O nagyon
udvariasan végighallgatott, majd, amikor befejeztem, megkérdezte: ,ér-
dekli 6nt a normaélis halmazelmélet is?...”

Itt Hajnal leirja a beszélgetésiik matematikai témajat, amit dtugrunk. Min-
denesetre, Hajnal feltett Erddsnek egy kérdést a sokvéltozos halmaz-leképezésekkel
kapcsolatban. Hajnal igy folytatja:

wSzerencsére ez tetszett ErdGsnek. Elénk beszélgetésbe kezdtiink, ami
egyre folyékonyabb és kozvetlenebb lett. Az elsé dolog, amit téle ta-
nultam, (és ez elég sok idébe tellett nekem) az volt, hogy 6 soha sem
kezdte az altalanos esettel. ElGszor azt akarta kideriteni, mi torténik a
kétvaltozoés esetben.

Késébb Erdés szeliden rabeszélte Hajnalt, hogy (Fodor Gézéval) mésszanak
fel a szegedi D6m tornyaba.

»Addigra mar két évet toltéttem el Szegeden, de soha nem okozott ne-
hézséget, hogy ellenalljak barmiféle nyoméasnak, hogy felméasszak a to-
ronyba. Nagy meglepetésemre, Erdés inditvanyanak nem tudtam ellen-
allni. A lépcs6kon felfelé haladva Erd6s tjabb és tijabb eredményeket
és sejtéseket fogalmazott meg, mikozben néha arra panaszkodott, hogy
kicsit szédiil.

13A téma, pontosabban Erdés és a halmazelmélet kapcsolata irant érdekld6k szamara a mar
emlitett, a Matematikai Lapokban megjelent Hajnal cikket is ajanlhatunk [48].
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Este Kalméaréknal vacsoraztunk, ahol a matematikai disszkusszi6 a hal-
mazfiiggvényekrél tovibbfolytatodott, néha keveredve Erd6s Sam-re és
Joe-ra (azaz, az USA-ra és Szovjetuniéra) vonatkoz6 megjegyzéseivel.

Amikor elvaltunk, az mar majdnem olyan volt, mintha régi baratok val-
tak volna el, és volt egy félig kész k6zos cikkiink, amelyet mar levelezés
utjan is befejezhettiink.”

6. Ars Mathematica: ,,Sejtés és Bizonyitas”...

Erdds matematikajarél ugy tudhatjuk meg a legtébbet, ha eredetiben olvassuk el
néhény cikkét. Ezeknek egy része — elsGsorban a kombinatorika, de a szamelmélet és
a geometria teriiletérél is — van 6sszegytijtve az 1973-ban az MIT Press 4ltal kiadott
»Art of Counting” (azaz, ,,A szdmolas mtvészete”) cimi kbtetben [15]. A kdnyv egy
kiting valogatas Erdés cikkeibdl.

Az olvas6 szamara talan a mar emlitett, tobb mint 30, a Matematikai Lapok-
ban megjelent cikke a legelérhet&bb forras. Ezekre mi el§szeretettel fogunk hivat-
kozni.

T6bb attekints tanulmény jelent meg munkassagardl a 80-adik sziiletésnapja
alkalmabdl, illetve halala 6ta. Csak néhanyat emlitve: Bollobas [5], Hajnal [49],
Ruzsa [61], Sarkozy [62] és Simonovits [63]. Ezenkiviil melegen ajanljuk Turan mar
emlitett irasat [71] és Erdds egy sajat cikkét [30], valamint egy életérdl sz616 hosszu
cikket Babaitél [2], és egyet T. Sostol [66]. Sokat arul el Erds matematikajarol még
Chung és Graham konyve Erdés megoldatlan grafelméleti sejtéseirdl, problémairol
is [6]. :

Végiil sokat megtudhatunk Erdés matematikajarél és személyiségérsl azokbol
a cikkekbdl, amelyeket ¢ maga irt baratairol: Turanrél [19], [18], [20], [18], Gallairél,
(23], Kalmarrol [16], Godelrél [27], Gabriel Diracrél [21], Ernst Strausrol [24], Stan
Ulamrdl [25], Richard Rador6l [26].

* % x

Mar emlitettiik, hogy amikor Erdés 50 éves lett, Turéan irt egy attekintést [71]
Erdés matematikai munkassagéaro6l. Turan sorai még ma is azok kdzé az irasok kozé
tartoznak, amelyek a legjobban segitenek Erd6s matematikijanak megértésében.'4
Cikke ,bevezetd” részében Turan a kovetkezSképpen ir:

»Nem konnyd annak a feladata, aki Erdés Pal matematikai munkainak
akar csak vazlatos ismertetésére vallalkozik azon alkalombol, hogy 1963
marcius 26-an lesz 50 éves. ... Nehézzé teszi eldszor az is, hogy ...
tudomanyos dolgozatainak szama kozel 400,... tehat egy mozartinak
nevezhetd termékenység és e cikk sziikségképpen korlatozott terjedelme.

14Nem megleps, hogy amikor Erdésrél irunk, sokan hasznaljuk Turan sorait. Az viszont érde-
kesebb, hogy maga Erdés is ezt a forrast haszitalta egyik utolsé cikkében [30].
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Még nehezebbé teszi az, hogy a dolgozatok témakére a matematika
oly tavoless teriileteit foglalja magaban, melyre Erdésén kiviil nehezen
talalni benniik egyenl6en kompetens szakértst.”

»De foleg nehézzé tette az irast az, hogy munkainak és hat4sanak ismer-
tetése nehezen valaszthato el matematikusi egyéniségétsl.”

»Bizonyos értelemben egy occidentalis [nyugati] Ramanujan 6, annak
erejével és korlataival, szingularis és egyszeri jelenség. ..

Eddig publikalt munkai nagyjabol a kovetkezd témakoérokre vonatkoz-
nak:

1. Aritmetika [Szamelmélet]

2. Val6szinliségszamitas, ergodelmélet,

3. Grafelmélet, aszimptotikus kombinatorika
4. Konstruktiv fiiggvénytan,

5. Halmazelmélet, halmazelméleti topoldgia,
6. Sorelmélet

7. Komplex fiiggvénytan,

8. Geometria.

”

Ezek a sorok t6bb, mint 30 éve irédtak. Addigra Erdds koriilbeliil 400 cikket
irt (ma a publikaciés listaja koriilbeliil 1500 cikket tartalmaz).

* X %

Ugy tiinik, hogy elmultak azok az id6k, amikor a matematikusok képesek vol-
tak t6bb kiilonb6z6 témat mélyen megérteni, és ezekben maradandot alkotni. Valaki
egyszer azt mondta, Hilbert volt az utolsé polihisztor. Az bizonyos, hogy Erdgs tt-
t6ré volt tobb, egymastol fliggetlen teriileten, és a mai matematika szamos dganak
nyilvanvaléan 6 volt az egyik megteremtGje. Arra is tobb példa van, hogy valaki
mas — egy adott teriileten — irt egy vagy két uttors cikket, aztdn Erd6s elkezdett
kérdezni, tételeket sejteni és bizonyitani, és a teriilet néhany elszigetelt eredmény
gytjteményébdl viragzo elméletté valtozott. Sokszor munkatarsaiban sem tudato-
sodott azonnal, hogy mi is torténik: Erdés kérdései és valaszai csak egy kis teriilet
utols6 hidnyossagait potoltak, vagy pedig egy jelentds elmélet van kialakul6ban.

Erdés matematikajanak leirdsaban két szempontot fogunk kdvetni:

Megemlitjiik néhany fontosabb eredményét. Bemutatjuk, hogyan néttek ki
elméletek Erdds ,kis” kérdéseibsl. Ezek kozott voltak, ahol Erdds fejlesztette ki
az elméletet, mashol masok folytattak az Erdds altal elkezdett kutatasokat.
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Nem prébaljuk ezeket szétvalasztani, mert Erd@snél is minden mindennel
Osszefonddott.

Erd6s matematikai munkaissidginak els6 két évtizedében elsGsorban szamel-
mélettel és analizissel foglalkozott. Ma ugy ttinhet, hogy legtébbet kombinatorikai,
diszkrét matematikai témakon dolgozott: grafelméleten, kombinatorikus szamelmé-
leten, kombinatorikus halmazelméleten. Val6jaban, a korabbi munkaiban is sokszor
megtalalhaté a kombinatorikus jelleg. Ugyanakkor a legt6bb a 13. oldalon 1-8. alatt
felsorolt téma is az élete végéig megjelenik munkissagaban.

Néhany éve megkeértiik, hogy irjon egy cikket ,kedvenc tételeirsl” [30], a szoka-
sos ,kedvenc problémair6l” helyett, abba a kitetbe, amit a 80-adik sziiletésnapjara
adtunk ki [74]. Ez a cikk, amelyben leirja a sajat értékelését, segit kivalasztani
néhanyat a legfontosabb eredményei koziil. Most ezek koziil emlitiink néhanyat.

* % %k

Erdés elemi bizonyitast talalt sok klasszikus primszamelmeéleti tételre. A prim-
szémok szdmdara Gauss sejtette, hogy ez n-ig kb. 2, de ezt csak sokkal késGbb
sikeriilt bizonyitani a Riemann féle {(s) := ) ni fiiggvény mély analitikus tulaj-
donsagainak felhasznalasaval. 1948-ban Erdds és Selberg egy rég vart elemi bizo-
nyitast talaltak a primszamtételre. Itt az ,elemi” azt jelenti, hogy nem hasznal
komplex fiiggvénytant. Az eredményt6l egyébként akkor azt vartak, hogy attorést
fog eredményezni a szamelmélet és a Riemann sejtésre vonatkozé kutatasok terén,
de ez — tigy tinik — nem kovetkezett be. A tOrténetet és az Erdds—Selberg bizo-
nyitas egy részletesen kidolgozott varidnsat megtalalhatjuk a Hoffmann-Surdnyi

cikkben [50].

* %k X

Erdds megfigyelte, hogy néhany szamelmeéleti fliggvény viselkedése nagyon ha-
sonlit a fliggetlen val6szintségi valtozok osszegének viselkedéséhez: Kaccal [36] és
Wintnerrel [46] a szamelmélet egy teljesen Gj 4gat inditotték el. Az elmélet 1ényegét
diéhéjban tgy lehet leirni, hogy ha bizonyos szamelméleti fiiggvényeket vizsgalunk,
azok viselkedése sok szempontbél olyan, mintha a primek egymastol fiiggetlen vé-
letlen szamok lennének. Példaul, egy szam primosztéinak szdma normalis eloszlasi.

* % *
Régota vizsgalt, hogyan lehet minél pontosabban megadni az =% +y? < T egész
megoldésainak szamat. Mivel ez nem més, mint az origd kdzéppontu, T sugari
korben levs racspontok szdma, ez nagy T-re a kor teriiletéhez van kozel: 7T +o(T).
A kérdés az, hogy lehet-e jelentGsen javitani a fenti becslést. Hardy és Littlewood
megmutattik, hogy ha f(7") jel6li a tekintett racspontok szdmét. akkor
|£(T) — =T
(TlogT) W
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nem tarthat 0-hoz, azaz (alkalmas ¢ > 0 konstansra) van tetszéleges nagy T, amire
a hibatag nagyobb, mint ¢(T log T)l/ . :

Erdés és Fuchs [34] észrevették, hogy a négyzetszamok helyett hasonlé jelenség
igaz egészek tetszGleges sorozatara. A fentihez kapcsolodéan belattak, hogy

Erdés—Fuchs tétel. Barmely ai,...,an,... sorozatra, ha F(T) az a; +a; < T
megoldasainak szama, akkor barmely ¢ > 0-ra

IF(T) - cT|
(T/(log T)?)*/*

nem tarthat 0-hoz.

Ez azt jelenti, hogy az a; + a; < T megoldésszdma nem lehet tul kozel egy
linearis fiiggvényhez. (Ennek az a tartalma, hogy az a; + a; = n megoldasszama
nemcsak, hogy nem lehet konstans, de még 4tlagban sem lehet tul kozel egy kons-
tanshoz.)

* *x X

Erdés olyan matematikus volt, akit els6sorban a ,konkrét kérdések” érdekeltek.

Erdés baratja és szerzétarsa, Ernst Straus (aki egy ideig Albert Einstennek
asszisztense és szerzGtarsa is volt) igy irt réla: ,A problémamegoldék hercege és a
kérdésfelvetSk csaszara.” Erdds ezt a kovetkezSképpen fogalmazza:

, A kérdések mindig is matematikai életem lényeges részét alkottdk. Egy
jol kivalasztott kérdés a matematika egy adott teriiletének alapvetd ne-
hézségét kiilonitheti el, és igy olyan szintjelz8ként szolgélhat, amihez
viszonyitani lehet a teriileten elért haladast. Egy artatlannak tiné kér-
désen gyakran nem is latszik valédi természete. . .”.

Sok matematikus inkdbb elméletek felépitését tekinti feladatanak, és amikor
megakad, akkor megvizsgal specidlis eseteket, hogy a részleteket tisztazza.

Erdés az ellenkezd modszerrel dolgozott. Speciélis esetekbdl indult ki, megta-
madta Gket, egyre tobb eredményt bizonyitott az egyes kérdések koriil, kezdetben
csak kis magvat épitve ki annak, ami kés6bb egy teljes elméletté nétte ki magat.'s
Az alabbiakban ezt mutatjuk be néhany példan.

Erdekes illusztraciéja Erdés matematizalasi stilusdnak a hires Erd6s—Szekeres
problémakér kifejlédése is. Erd6s és Szekeres [45] egy Klein Eszter altal feltett
szokatlan kérdésbdl indultak ki:

Adott n altalanos helyzeti pont a sikon, milyen nagy konvex k-szog valaszthato
ki ebbél a ponthalmazb6l? Kénnyii belatni, hogy 5 pont kdziil mindig kivalaszthaté
4 konvex helyzetdi. Azt mar sokkal nehezebb bizonyitani, hogy 9 pont koziil kiva-
laszthaté 5 konvex helyzetd. ErdGs és Szekeres bebizonyitott egy altalanos tételt

15Fz deriilt ki a Hajnal Andras altal leirt elsé talalkozasukbdl is, 11. old.
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[45]. Ekozben tulajdonképpen ujra felfedezték Ramsey tételét [59] amely segitett
az eredeti kérdés megoldisaban. Ramsey mas motivaciéval indult és kevéssel meg-
elézte dket a tételt bizonyitasaval.l6

Maga a geometriai tétel a kdvetkez6t mondja ki:

Erdds—Szekeres tétel (1936). Minden k > 3 egészhez van olyan f(k) szdm, hogy
ha a sikon legaldbb f(k) pontot vesziink, akkor ezek kozétt lesz k olyan, amelyek
egy konvex k-szdget hatiroznak meg.

ErdGs és Szekeres azt sejtették, hogy f(k) lehet legkisebb értéke 2¥—2 + 1.17
Ez maéig is megoldatlan.

Ramsey tétele a legegyszeriibb 4ltalanos esetben, Erdés és Szekeres megfogal-
mazasaban igy szol:

Erdés és Szekeres ,Ramsey” tétele ([45]). Legyen adott két pozitiv egész, k
és £. Ha egy G graf pontszama -

(1 s (P00,

akkor G vagy tartalmaz egy teljes k-ast, vagy egy iires £-est.

A tétel felfoghaté a skatulya-elv altalanositdsanak is, ez magyardzza, hogy
nagyon sok helyen alkalmazhat6, grafelméletben, szamelméletben, elméleti szami-
tégéptudomanyban, és még sok mas teriileten.

De ha a tétel nem volna alkalmazhatd, akkor is elmondanank réla, hogy sok
és mély altalanositasa van, és hogy ma a kombinatorikdban van kiilon elmélete
a véges és végtelen Ramsey tipusi kérdéseknek, és mindenképpen ezek a modern
kombinatorika egyik legmélyebb, legkiterjedtebb teriiletét jelentik.'®

* %k %k

A Ramsey tétellel elérkeztiink a kombinatorikdhoz.

A kombinatorika a szamitégéptudomannyal valé kolcsénhatasa kévetkeztében
robbanésszer fejlédésen ment at az elmilt két-harom évtizedben. Bar Erdés maga
sohasem foglalkozott kdzvetleniil szamitogéptudomannyal, Erdés matematikéjanak
hat4sa nagyon erdsen érz6dik a kombinatorikaban és az ezzel szoros kapcsolatban
levs szamitégéptudoméanyban. Példaul ,véletlen médszere” az elméleti szamitogép-
tudomany hatékony eszkdzévé valt, tobbek kozott algoritmusok sebességének also
becslésénél hasznaljak.

16 A tdrténet részletes leirasa megtalalhaté példaul Szekeres cikkében [67] az Art of Counting
[15] bevezets részében.
17A7 Erdés féle geometriai problémak irant érdekl6d6knek ajanljuk a Pach-Agarwal kony-

vet [56].
18Gtandard konyv a témakdrbsl Graham, Rothschild és Spencer monografidja [47]
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Erd6s kedvenc kombinatorikai teriiletei kozé tartoztak a Ramsey elmélet, az
.extremalis grafok elmélete, és a véletlen grafok elmélete is. (Ez a harom elmélet
egymaéssal is Osszefonddott.) Mi itt — illusztracioként — a véletlen grafokkal fogunk
foglalkozni. Miért éppen ezzel? ,A valosziniiségszamitasi modszerek alkalmazisa
vords fonalként huzédik végig Erdds egész munkissagan...” irja Turdn a mér
tobbszor idézett cikkében. Ez a véletlen grafoknal is nagyon j6l érzékelhetd.
Ennek a teriiletnek egyre ng a jelentsége. A véletlen médszerek szamelmé-
letben, grafelméletben, és sok més teriileten valé tudatos alkalmazéasa Erd6s egyik
legnagyobb érdeme.

A véletlen strukturdkra vonatkoz6 eredményeket harom csoportba érdemes
osztanunk:

(1) Vannak eredmények, amelyek arrél sz6lnak, hogy bizonyos determinisztikus
strukturak véletlenszerii vonasokat mutatnak. (Ilyenek a méar emlitett, a primsza-
mokra vonatkoz6 tételek, az Erdés—Kac tétel, stb.)

(2) Mas eredmények véletlen médszerekkel bizonyitjak bizonyos objektumok
létezését.

(3) Végiil az utolsd csoportba tartoznak azok az eredmények, ahol adott tipust
objektumokat generdlunk véletlenszertien, de nem azért, hogy valaminek a létezését
bizonyitsuk, hanem, hogy ezek tipikus struktirajat irjuk le.

A fenti osztalyozas fontos Erdds matematikijaban, az annak nyoman kialakult
teriileteken és a vele parhuzamosan masok altal kifejlesztett elméletekben is.

* % %

Turannak egy Ramsey-tipusa kérdésére valaszolva Erdds véletlen modszereket
kezdett alkalmazni a grafelméletben. Mi is volt ez a kérdés?

Az Erd6s—Szekeres képletbdl azonnal latjuk, hogy minden n pontu graf tartal-
maz egy legalabb %logz n méretd teljest vagy lirest. ErdGst bebizonyitotta, hogy

Erdés tétel [10]. Van olyan G, n-pontiu graf, melyben a legnagyobb teljes és a
legnagyobb lires részgraf is legfeljebb 2 log, n méretd.

A cikk egyszert leszamolast hasznélva bizonyitja ilyen grafok létezését, anélkiil,
hogy egyetlen konkrét ilyen grafot is megadna. Val6jaban azt mutatja meg, hogy
majdnem mindegyik grdf ilyen.

Mindmadig izgalmas nyitott kérdés egy ilyen graf megkonstrualasa.

Bizonyos értelemben ekkor sziiletett meg a véletlen médszer. Késébb ennek a
mobdszernek egyre kifinomultabb valtozatait hasznalva Erdés bebizonyitotta a nagy
derékbdségi!® és nagy kromatikus szdmmal rendelkezd grafok létezését [12], [13].

Erdés tétel. Minden k és g egész szamra van olyan G graf, amelyiknek nincs g-nél
révidebb kére, de a kromatikus szdma nagyobb, mint k.

194 derékbéség a graf legrévidebb kérének hossza. Az angol ,girth” szét szoktuk itt hasznalni.
Egy graf kromatikus szama az a legkisebb egész, hogy ennyi szinnel ugy is meg lehet szinezni a
graf pontjait, hogy minden él 2 kiilénb6z6 szinli pontot kdssdn Ossze.
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Az ilyen grafok létezése azért megleps, mert a nagy derékbéség azt jelenti,
hogy a graf ritka, kevés éle van, és addig a magas kromatikus szamot siiri részekkel
vélték biztosithaténak. A bizonyitasi modszer meglehetdsen bonyolult, de egy igen
egyszer( és fontos 1j gondolatot tartalmaz:

Nem azt mutatjuk meg, hogy valamilyen megadott pontszamu és él-
szdmu grafok kozott majdnem mindegyik magas kromatikus szama és
derékbdségt, hanem azt, hogy majdnem mindegyikbél elhagyhaté né-
hany él, hogy azutan mér ilyenné valjék.

Az el6bbi Erdés féle egzisztenciabizonyitas determinisztikussa tétele volt Lo-
vasz egyik els6 kiemelkedd eredménye [55]. Azzal, hogy a magat a tételt dltald-
nositotta hipergrafokra, egy messze nem trividlis indukciés bizonyitast tudott adni
ré.

A ,véletlen modszeres egzisztenciabizonyitdsoknak” szdmtalan alkalmazésa van
grafelmélet legkiilonb6zsbb teriiletein. Kapcsolodik a kérdés az extremalis grafok
elméletéhez is, amirdl itt most nem irunk (bar Erdésnek donté hatasa volt ennek
kifejlédésében, és bar mindkét szerz6 kedvenc kutatési teriiletei kézé tartozik). Es
kapcsolodik a kérdés az expander grafok modern elméletéhez is.?0

A véletlen modszeres egzisztenciabizonyitdsok egyik csucspontja az Erdés—
Lovész cikkben megjelent a Lovész szita (Lovasz Local Lemma) [35]. Ezt a lemmat
algoritmusokban is gyakran hasznaljak.

* %k >k

Erdss és Rényi a 60-as években megfogalmaztik a véletlen grafok bizonyos
modelljeit (ezeknek mar voltak el6zményei, pl. Gilbertnél) és tobb a véletlen grafok
tipikus strukturdjara vonatkozo tételt bizonyitottak be, [38], [39], [40], [41], a
kovetkezs kérdésre keresve a vélaszt:

Mi az, hogy véletlen graf, és tipikusan milyen tulajdonsagai vannak?

A kérdés csirdjaban mar ott volt a fentebb megfogalmazott egzisztencia-
bizonyitasokban is.

Ma a véletlen grafok elmélete is az egyik legjelent&sebb aga a kombinatorika-
nak. Az alabbiakban néhany idevonatkozo tételt mutatunk be, leegyszerisitve és a
definicidkat elhagyva.

Abban a véletlen grafmodellben, amelyet Erdds, majd késébb Erdds és Rényi
hasznaltak, [41] egy f(n) pozitiv egész értékii fiiggvényhez tekintjiik az 6sszes, az
adott z1,...,z, csicsokon megadhaté f(n) éli grafot. Ezek szama

e = (g6)

20A7 expander grafok fontos szerepet jatszanak az alkalmazasokban, pl. a biztonsagos
informacioé-tovabbitasban.
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Ezek koziil kivalasztunk egyet, 1/M(n) valésziniséggel. .
Egy masik nagyon elterjedt véletlen grafmodellben, egy p(n) > 0 pozitiv értékd

fiiggvényhez, az adott z1,...,z, csicsokon az (%) pontparra mindegyikére kisor-
soljuk, hogy kivélasszuk-e az adott z;x; élt, vagy sem. A kivalasztas valészintisége

p(n) és az élvalasztasok egymastol fiiggetlen események.
A kovetkezs tétel szerint a legtobb grafnak nincs szimmetrisja.

Tétel (Erd6s-Rényi, Aszimmetrikus grafok). Ha az z1,...,T, pontokon meg-
adunk egy véletlen gréfot, p > 0 konstans élvalésziniiséggel, akkor annak val6szind-
sége, hogy a pontoknak legyen olyan permutécija, amely a grafot énmagéba, viszi
elenyészd: 0-hoz tart, ha n — co.

Az alabbi tétel (megint nagyon leegyszerisitve) azt mondja ki, hogy az n
pontra éleket dobélva le egymas utan, véletlenszertien a graf abban a pillanatban
valik Osszefliggévé, amikor élszama eléri az %n log n-et.

Tétel (Erdss—Rényi, Osszefiiggdség). Ha ¢ > 1 és az z,...,x, pontokon meg-
adunk egy véletlen grafot, p > cl—"iﬁ élvalésziniséggel, akkor a kapott graf Gssze-
tiiggd, 1-hez tarto valdszintséggel, ha n — oo. Ha viszont ¢ < 1, akkor ezen véletlen
graf nem Osszefliggd, 1-hez tarté valésziniiséggel.

Rényi Alfréd halala utdn?! nem volt vilagos, hogy milyen iranyban fog fejlédni
a véletlen grafok elmélete. Mindenesetre volt néhany olyan probléma, melyek meg-
oldasa nagyon izgalmasnak latszott. Az egyik a véletlen grafok kromatikus szamara
vonatkozott, a mésik a véletlen grafok Hamilton kérére. A kromatikus szdmra vo-
natkozdé tételt Bollobas Béla bizonyitotta be, egy bizonyos Spencer és Shamir 4ltal
bizonyitott eredményt is felhasznalva [4]. Kicsit leegyszeriisitve a tétel igy fogal-
mazhaté:

Véletlen grafok komatikus szama. Majdnem minden n pontu graf kromatikus
szdma aszimptotikusan mb‘

A masik, talan (?) leghiresebb nyitott kérdés arra vonatkozott, hogy egy vé-
letlen grafban milyen élszamnél jelenik meg a Hamilton kor. Erre vonatkozik

Pésa tétele [58]. Létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy ha egy életlen grafnak cnlogn
éle van, akkor 1-hez tarté val6sziniiséggel van benne Hamilton kor.

Nem folytatjuk ezen nagyon vonzé és dinamikusan fejlédé teriilet ismertetését.
Az érdeklddé olvasé tajékozodhat Erdds vagy Erdés és Rényi eredeti cikkeib6l, vagy
Erdds és Spencer [44], Bollobas [3], Alon és Spencer [1] monogréafidibol.

* k% %

Erdésnek jelentds és szép valésziniiségszamitasi eredményei is vannak, ame-
lyek talan kevésbé kozismertek, de ezekrdl itt nem szélunk részletesen. Eredményei

211970-ben

19



kozott vannak bolyongési tételek, a 0-1 sorozatokra vonatkozé tételek. Ehhez téar-
sulnak a véletlen moédszerek alkalmazésai a tiszta matematika mas tertiletein.

* k%

Erdés stilusanak egyik alapvetd vondsa volt, hogy meglepd kérdéseket tett fel,
amelyek a matematika tavoli teriileteit kototték Ossze.

Munkéassdgaban 6sszekapcsolédott a szamelmélet, a kombinatorika/grafelmélet
és a geometria. A grafelmélet és geometria Gsszekapcsoldsara szép példa a kovetkezd.
Tobb, mint dtven éve Erdés a kovetkezst kérdezte [11]:

,Legfeljebb hany egységnyi tavolsag lehet n sikbeli pont koz6tt?”

Azt sejtette, hogy legfeljebb O(n““’(l))”. Ez a sejtés azon alapul, hogy talal-
hato olyan élhossziisagu racs, melyben az egységtavolsagok szdma egy cy/n sugari
kérlemezben kicsit tobb, mint linearis. A sejtés szerint ez az optimum.

A kérdés geometriainak ttinhet, de nyilvinvaléan nem hasonlit a szokasos
geometriai kérdésekre.

Konnyen 6sszekapcsolhatd ez azzal a klasszikus szdmelméleti kérdéssel, hogy
adott m > 0 egész szamot hanyféleképpen lehet felirni 22 + y? alakban, ahol = és
y egészek, amir6l mar irtunk (1. 14. old.).

A sejtést konnyd megérteni, de bizonyitads még nem sziiletett ra. Erd6s rogton
észrevette, hogy egy egyszert, (a K3 3-a vonatkozo) extremalis graf tétel az O(n3/2)
becslést adja. Jozsa és Szemerédi egy sokkal bonyolultabb okoskodésa [51] a o(n3/2)
felsé becslést eredményezi. Sok évvel késGbb Spencer, Szemerédi és Trotter [65]
bebizonyitottak, hogy az egységtavolsagok szama O(n?/3)-nal becsiilhet§ feliilrél, és
Peter Brass megmutatta, hogy bizonyos Minkowski geometridkban ez éles lehet.?
Az utobbi eredmény jelentésége az, hogy ezek szerint — ha igaz a sejtés — a sik
Euklideszi szerkezetét nem trivialis médon kell kihasznalni. Ugy tiinik, hogy a fenti
sejtés a kombinatorikus geometria egyik legnehezebb kérdése.

Az elmult 50 évben a tavolsagok eloszlasa (altalanos metrikus terekben is)
nehéz és sokat kutatott teriiletté valt. Meglep6 médon az ilyen tipusi kérdések a
szamitégéptudomanyban is fontossa valtak. Egyebek kozdtt a robotok mozgésara
vonatkoz6 matematikai kutatasok vezetnek gyakran Erdds tipust kérdésekre.

* K ¥

Erd6s matematikajarol szélva mindenképpen meg kell emliteni Erdés és Turan
egy sejtését, amely Van der Waerdennek a szamtani sorozatokrél sz6l6 nagyon hires
tételével kapcsolatos. A tétel azt mondja ki, hogy

Van der Waerden tétele. Ha rogzitiink két tetszbleges pozitiv egészt, k-t és r-
et, és az egész szamokat beosztjuk r osztalyba, akkor legalabb az egyik osztilyban
lesz k olyan szam, amelyek szamtani sort alkotnak.

223zaz, minden € > 0-ra legfeljebb nl+¢, feltéve, hogy n > ng(e).
28Egy Minkowski geometria azzal jellemezhetd, hogy megadunk egy centralszimmetrikus konvex
sikidomot és azt kdveteljiik meg, hogy ez legyen a geometridban az egységkorlemez.
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A negyvenes évek elején Erdgs és Turan — Van der Waerden tételének kap-
csan, — a kovetkez$ kérdést tette fel: mi a maximalis hossza az olyan [1,n]-beli
egész szdmokbol 4ll6 sorozatoknak, amelyek nem tartalmaznak k-tagt szdmtani
sorozatot? Sejtésiik az volt, hogy ez a maximum o(n).2* K. F. Roth 1954-ben be-
bizonyitotta ezt k = 3-ra, és 1973-ban E. Szemerédi bebizonyitotta az &ltalanos
esetet [68] (amiért egy 1000$-os dijat kapott Erddstsl). H. Fiirstenberg és I. Katz-
nelson ennek az eredménynek tobbféle altalanositasat bizonyitottak be az ergodel-
meélet eszkozeit hasznalva. Az utols6 évtizedben egy egészen 1j teriilet alakult ki
ebbdl az artatlannak tiné kérdésbdl. Itt kell megjegyezniink, hogy Tim Gowers-
nek aki 1998-ban Fields Ermet kapott, legkiemelked6bb eredményei koz6tt vannak
a Szemerédi tétel bizonyos élesitései. Ezen eredményei bizonyitdsdban hasznalja
a Freiman-Ruzsa tételt (az additiv szdmelmélet egyik alapvets tételét) és Ruzsa
bizonyitasi médszereit [60].

Egy érdekes idekapcsolédé Erdds probléma a kovetkezd: Igaz-e, hogy ha egész
szamok egy sorozatara ), al = 00, akkor minden k-ra van az a;-kbdl 4ll6 k tagi
szamtani sor. Ha ez igaz volna, a Szemerédi tétel egy élesitése lenne. Mivel a prim-
szamok reciprokosszege divergens, ebbdl az is kovetkezne, hogy van minden k-ra
csupa primbdl 4ll6 szamtani sor. Ez Erdds egyik kedvenc és mindmaig megoldatlan
problémaja.

Magarél a Van der Waerden és Ramsey témakorrél is irt egy cikket Erdds a
Matematikai Lapokban [14].

7. Erdés életvitele

Harom érték allt Erdds életvitelének koézéppontjaban: a fiiggetlenség, az igazsag
keresése és a tor6d6 emberszeretet.

A tudomaény, a politika és a mindennapi élet igazsagainak keresése volt 6rokos
munkajanak és termékenységének a hajtbereje, alarendelve ennek fajdalmat, beteg-
séget, oregséget. Hogy biztositsa személyes fiiggetlenségét (a politikai hatalomtél,
ideologiai dogmaktol, és az 6t koriilvevs vilag szokasaitol), feladott csaladdot, biz-
tos munkahelyet, tulajdont. Ezt nem lehetett 4dldozatok nélkiil megtenni, amint
azt maga is sokszor megjegyezte. Egész életében vallalta ennek kovetkezményeit.
Utols6 napjaiig folytatta nomad életmédjat, mikézben évente 20-30 cikket irt, és
tObb tucat el6adést tartott.

Ellentétben sokak véleményével, nem volt aszkéta, mégha a tulajdont nem is
tartotta sokra. Ellenkezéleg, nagyon is élvezte az életet. Zene, olvasas, kirandulas
stb. mind lényeges részei voltak életének. Idénként valamelyikiink szobajaba be-
lépve kezébe vett egy konyvet, kicsit beleolvasott, majd kolcsonkérte azt, és a vilag
egy masik pontjarél kiildte vissza postdn. Amint mér kordbban irtuk, meglepGen

24Magyarul, ha pl. k = 100, és £ > 0 tetsz6leges kis pozitiv szam, és 1 és n kdzdtt kivalasztunk
tobb mint en egész szamot, akkor mindig talalunk koézottiik egy 100 hossziisdgli szdmtani sort,
feltéve, hogy n (e-tol fiiggSen) elég nagy.
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Erdés kirdnduldson

jartas volt az irodalomban, a biologidban, a torténelemben és a politikdban. Sze-
rette a zenét, kiilondsen Bachot, Héndelt és Mozartot. Ha valamelyikiinkkel egytitt
dolgozott, gyakran kérte, hogy tegyiik fel egyik kedvenc lemezét.

Szeretett étterembe jarni, és gurmandhoz ill§ izlése volt (a gurmand étvigya
nélkiil). Szeretett embereket étterembe hivni, és szerette, ha j6 hangulata vendégsé-
gekbe, vagy finom vacsordkra hivtak. Szeretett jo szalloddkban lakni. Ugyanakkor
Indidban nem volt hajlandé rendes ételt enni, és jo éttermekbe menni. Pedig nem
volt pénzsziikében. Ugy gondolta, hogy egy olyan orszagban, ahol t&bb szdzmillio
ember éhezik, nem ehet gy, mint egy gurmand. Amikor a bombayi Tata Intézetben
csodagyerekekrél tartott elsadast, megjegyezte nagyrészt jomoduakbol allé kozon-
ségének, hogy nem érti, hogyan fogadhatja el az ember a jolétet ilyen mindentitt
jelenléve szegénység kozepette.

* ok %

Erdés torsdott az emberekkel. Megérts és egyiittérzé ember volt. Megrendi-
tette, ha valamelyik baratja nehéz helyzetbe keriilt. Erdds sokféleképpen segitett
mésoknak. Segitett matematizalasban, fiatalok palyajanak egyengetésében, sokszor
anyagi segitséget is nyujtott. Miutan édesanyja meghalt, érzelmi okokbél nem hasz-
nalta tobbé budapesti lakasat, inkabb az Akadémia vendéghézéban lakott. Lakasat
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igy éveken keresztiil baratainak adta kdlcson: azoknak a magyaroknak, akik éppen
koltozkodtek, vagy Magyarorszagra latogat6 kiilfoldi baratainak.

* ok ok

A barétsag nagyon fontos szerepet t6lt6tt be Erdds életében. 1930-ban, amikor
egyetemi hallgat6 lett, megismerkedett Gallai Tiborral, Griinwald Gézaval, Klein
Eszterrel, Turan Pallal, Vazsonyi Endrével és masokkal a Pazméany Péter Tudo-
manyegyetemr6l,?> valamint Szekeres Gyorggyel, aki vegyészmérnok hallgat6 volt
a Miszaki Egyetemen, és a két egyetem kozott ingazott.

Gallai Tibor, Erdds, Wachsberger Mdrta
az Anonymus-szoborndl

253 mai E6tvos Lorand Tudoményegyetem
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A visszaemlékezéseik szerint rendszeres talalkozobik, egész napos kirandulasaik
Budapest kérnyékén vagy a Varosligeti Anonymus szobornal valé matematizalasuk
minden szempontbél nagy hatéssal voltak a jovéjiikre.

Egyfajta nyitott, ,peripatetikus” egyetem volt ez. A kor szocidlisan és politi-
kailag kirekesztd magatartasa, — ami mindny4jukat érintette, — hozta létre.

Szekeres Gyorgy igy irt ezekrél az évekrél:

»Bgy flatal matematikusokbol all6 nagyon szoros kér volt a mienk, a
legkivalobbak koziiliikk Erdés, Turdn és Gallai voltak. Az itt kovacso-
lédott baratsagok a legtartésabbak voltak azok koziil, amiket valaha
is lattam, talélték a harmincas évek felforduldsat, egy szornyi vilag-
haborut, és azt, hogy szétszérédtunk a vilag minden tajara. Fékeént
matematikarol, személyes pletykakrol, és politikarol beszéltiink.”

Klein Eszter, Szekeres felesége, pedig igy irt a hires Anonymus szobor koriili
matematizalasukrol:2

»1929 (?) 8szén mi elsGéves egyetemi hallgatok voltunk. Az analizis
tanszéken Fejér Lip6t adott el, a gyakorlatokat Veress Pal vezette.
Egy ilyen gyakorlat alatt Veress megemlitette a Pdlya—Szeg6 konyvet
[57] és tanacsolta, hogy egy péaran alljunk Ossze, és menjiink végig a
feladatokon, — nem tud ennél job'b bevezetést az analizisbe. Ez a tanécs
inditotta el a mi kis csoportunkat. Az Anonymus szobor nagyon jé
talalkozd pont volt, gy emlékszem, szerda délutdnonként talalkoztunk.

Egy Pélya—Szegét kolcsondztiink a konyvtarbdl és minden héten kimé-
soltunk 2-3 feladatot, hogy kidolgozzuk a kovetkez6 hétre. Ez val6szini-
leg 1929 tavaszan kezd6dott, az els6 résztvevsk Turan Pal, Wachsberger
Marta, Klein Eszter voltak, de nagyon hamar megnévekedett a cso-
port. Szekeres Gyorgy a miegyetemrdl, idénként Sag Miklos, szintén a
miegyetemrsl. Hamarosan egy fizikai problémakényvon is dolgoztunk.
A nyéri sziinet sem A&llitotta meg ezt a rendszeres taldlkozast: rossz
idében a Matematikai Szeminariumban (?) taldlkoztunk. Azt hiszem,
a kovetkezd évben csatlakozott Erdés Pal, hozva Griinwald Tibort?”.
Idénként megjelent Griinwald Géza, aki a Szegedi Egyetemen tanult, és
Molnar Laszlo, aki Ziirichben tanult A kovetkezs évben Székely Lili és
Elek Tibor kacpsolédtak be, mint rendszeres résztvevék.”

* % %

Erdésnek legendas volt az édesanyjaval val6 kapcsolata. A haboru és a poli-
tikai helyzet miatt tiz évig nem lathattdk egyméast. El§szor 1948-ban tért vissza

26egyikiink kérésére, 2 évvel ezeldtt.
27 Azaz, Gallai Tibort.
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latogatéba Budapestre. 1955 utan rendszeresen hazalatogatott Magyarorszagra, és
attol kezdve egyre t6bb id6t toltottek egyiitt, ez életének egyik legfontosabb része
lett. A 60-as évekt6l egyiitt utaztak, egyiitt élték Erdés vandor életét. Anyja halala
teljesen megvaltoztatta Erdds életét és életérzését.

* % %

A cikkek, az el6adé§ok, a levelezés, és a személyes beszélgetések mind fontos
részei voltak Erdés matematikai kapcsolatainak.

Cikkeiben és el6adasaiban egy sajatos miifajt alakitott ki. Koriilbeliil 200
problémafelvets cikket irt, amelyek tobb tucat egy témahoz kapcsolédé kérdést
fogalmaznak meg, és egyben ismertetik a téma hatterét, illetve az addigi része-
redményeket. Az utolsé évtizedekben el6adasaira is ez volt jellemzd, akar plendris
el6adést tartott nemzetk6zi kongresszuson, akar ismeretterjeszté el6adast tanarok
vagy didkok szaméara. Az eladasokat részeredményekkel, sejtésekkel, és torténe-
tekkel (agynevezett erddsizmusokkal”) tarkitotta. Nagyon szeretett matematikarol
beszélgetni, kozépiskolas didkokkal is, és vilaghiri matematikusokkal egyarant.

Legendas memoridja volt. Emlékezett a sajat és masok eredményeire a kiada-
suk helyével és datumaval egyiitt, tobb szdz matematikussal val6 tobb évtizeddel
korabbi beszélgetésére, tgy, ahogy mas a tegnap torténtekre sem emlékszik.

Kiilén meg kell emliteniink a levelezését is, ami része volt napirendjének, élet-
moédjanak. Vannak, akik t6bb széz, masok t6bb tucat levelet &riznek, amelyeket
Erdés a sajatos, csak ra jellemzs stilusadban irt, ide-oda ugréalva régi és Gj matema-
tikai kérdésekrdl politikira, baratokra és munkatarsakra, napi élményeire.

Tébb ezer kérdést fogalmazott meg, leirta a hozzajuk kapcsolédé részeredmé-
nyeket. Matematikai hireket kozvetitett leveleiben, foldrajzi és politikai hat4drokon
keresztiil, kozeli barétait és alkalmi ismerGseit koz6s munkara 6sztonozve. (Sok szép
eredmény sziiletett igy, kizarolag levelezés utjan.)

* ¥ %

Természetesen barmi, amit Erdésrél irtink jellemz&bb lehetett életének egyik
szakaszara, mint egy masikra.

A szamtalan legenda és anekdota ellenére, amelyek egy részét halala 6ta tovabb
szinezték, és koltotték, Erdésre mindig ugy fogunk emlékezni, mint melegszivd,
egyiittérz6, és nagylelkid emberre és a 20. szazad kiilonlegesen nagyhatasu kivételes
matematikusara. Erd6s brilidns elme, kivételes szellem, és kivételesen mélyérzési
ember volt, aki egy kivételes életvitelt alkotott maganak. Reméljiik, hogy Erdés
Palrél ez a kép erdsodik majd fel, és marad fenn az id6k soran.
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