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Eloszd

Az elmilt két évtized topoldgidjanak leggyorsabban és leglatvanyosabban fejlédé teriilete a 4-dimenzids
sokasdgok topoldgidjanak és geometridjinek vizsgdlata volt. M. Freedman 1982-ben bizonyitott tétele [F|
topologikus 4-sokasdgok teljes leirdsit adta meg (legaldbbis az egyszeresen Osszefiiggd esetben), mig S. Don-
aldson [D1] alapvetd eredménye sima struktirdk nemlétezését litta be bizonyos topologikus 4-sokasdgokra. A
két tétel kozos kovetkezményeként valt lehetSvé ”egzotikus R%-ek” (a standard 4-dimenziés euklideszi térrel
homeomorf de nem diffeomorf sokasdgok) 1étzésének beldtasa. Részint fizikai gyGkerekbdl tapldlkozé elméletét
tovabbfejlesztve, Donaldson 4-sokasdgok differencidlhaté struktdrdinak invaridnsait taldlta meg [D2]; evvel
lehet6vé valt, hogy a 4-dimenzids h-kobordizmus tétel hamis voltat is belassa.

4-dimenzids sokasigokkal azonban nehéz dolgozni. S. Smale — fogantyi-felbontasokat haszndlé — hires
bizonyitdsa (mellyel 5-nél magasabb dimenziés sokasdgokra beldtta a h-kobordizmus tételt) nyomdn Kirby és
tanitvanyai egy médszert fejlesztettek ki 4-dimenzids sokasdgok dbrazoldsira. Evvel az in. ”Kirby-kalkulussal”
egy 4-sokasag fogantyui-felbontasit egy specidlis (S3-beli) lanc kédolja el, a fogantyi-kalkulus miiveletei (fo-
gantyi-csusztatés illetve elhagyhatd parok elhagydsa/bevezetése) pedig a lancon elvégezhetd egyszerii miiveletekké
véalnak.

Jelen jegyzet a fent vdzolt eredményekbdl gyiijt Ossze egy csokorra valét. A fogantyd-kalkulus alapjainak
és a Kirby-kalkulusban alkalmazott konvencidk részletes targyaldsa mellett réviden Gsszefoglaljuk a 4-dimenzids
sokasdgok osztilyozdsdban eddig elért legfontosabb eredményeket. Ezen eredmények megértéséhez réviden
attekintjiik a szimmetrikus, bilinedris formak elméletének egy kis fejezetét is. Két el6adas szdl a h-kobordizmus
tételrol, az egyikben a magasabb dimenzids vitozat bizonyitdsat adjuk meg, mig a nyolcadik el6adis megmutatja
azt a 1épést, ahol a korabbi gondolatmenet a 4-dimenzids esetben megakad. E két el6adds hivatott demonstralni
a kiilonbséget a 4-dimenziés sokasdgok algebrai és geometriai tulajdonsigai kozott — az elébbi a topoldgiai
osztalyozdshoz, az utébbi a sima sokasdgok elméletének Osszetettségéhez vezet. Az utolsé két el6adds sordn a
mar kordbban emlitett Donaldson-féle sima invaridnsok egy tovabbfejlesztett vatozatat, az dn. Seiberg-Witten
invaridnsokat targyaljuk nagyon vazlatosan.

A jegyzet az ELTE TTK matematikus szakdn tartott siveldaddsok anyaga alapjin késziilt, és reményeink
szerint tovabbi hasonlé el6adds-sorozatokhoz szolgélhat (legaldbbis részben) hittéranyagként. A jegyzet végén
taldlhaté irodalomjegyzék az érdekldd6 olvasénak nyujthat segitséget tovabbi kutatasok elkezdéséhez. Itt sz-
eretnénk koszonetet mondani a Magyary Zoltan Alapitvdny és az OTKA tdmogatdsiért.

Stipsicz Andras
1998. juilius
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1. eloadas

Fogantyuk, fogantyu-felbontasok

1.1 Bevezeto

A tovabbiakban feltessziik, hogy az olvasé jartas az algebrai topoldgia alapjaiban, igy hivatkozas nélkiil hasznalunk
homoldgia- és homotdpia-elméleti alaptételeket és fogalmakat (mint pl. Poincaré dualitds ill. irdnyitds).
Ugyanigy feltessziik, hogy nyaldbok, principélis és asszocidlt nyaldbok, és azok szelései ismert fogalmak; ha-
sonléan, Morse elméleti fogalmakat is haszndlni fogunk hivatkozas nélkiil.

Egy X (szepardbilis) Hausdorff topologikus teret n-dimenzids topologikus sokasdgnak neveziink, ha minden
p € X pontra létezik egy olyan U C X (p-t tartalmazd) nyilt kornyezet, mely R? = {(z1,...,%,) | #; €
R, z, > 0} nyilt részével homeomorf egy ¢o:U, — Vo, C R} leképezés mentén. Egy ilyen (U,,ds) pért
térképnek hivunk; térképek egy halmazat pedig atlasznak nevezziik, ha J,Us = X. Az (Ua, da) és (U, dp)
térképek kozotti ¢y o ¢Elz 0a(Ua) Nda(Ug) = ¢a(Ua) N ¢a(Up) fiiggvényt dtmend figguénynek nevezziik. Egy
{(Ua, da) | @ € A} atlasz C7-struktirdt definidl, ha az atlaszhoz tartozd térképpédrokra az dtmend fiiggvények
r-szer folytonosan differencidlhaték (r = 1,...,00). Az r = 0o esetben az X sokasdgot (a fenti atlasszal ellatott)
sima sokasdgnak nevezziik. X azon pontjainak halmazét, melyek az R*™! = {(21,...,2n_1,0)} C R} részre
képzédnek, X hatdrdnak nevezziik és 0.X-szel jeloljiik.

1.1.1. példa. A D" = {(21,...,2,) € R* | Y 22 < 1} peremes sokasdgot n-dimenziés diszknek (vagy
golyénak) hivjuk. Ennek S"~! = D" peremét (n — 1)-dimenziés gémbnek nevezziik.

1.2 Fogantyuk

Sokasigokat tehédt atlaszukkal adhatunk meg, ezek kezelése azonban nehézkes. A kovetkez8kben — a fogantyt-
felbontas bevezetésével — sokasigok egy kezelhetobb leirdsit adjuk meg. Mint 1atni fogjuk, fogantyd-felbontasok
kiilondsen j6l irhatdk le alacsony (legfeljebb négy) dimenziés esetekben.

1.2.1. definicié. A D* x D"~* szorzatot (mely természetesen a D™ diszkkel diffeomorf) n-dimenzids k indexi
fogantyiinak nevezziik. D* x {0} a fogantyd magja, {0} x D"~* a komagja; D* x {0}-t (tehat a mag hatérit) a
fogantyt ragasztdsi gdmbjének mig a {0} x 0D™~* részt (ami a komag hatédra) a fogantyd dugdmbjének nevezziik.
(Lasd az 1.1 dbrét.)

Legyen X™ adott n-dimenziés peremes sokasig. Egy ¢:0D* x D" % — 9X beédgyazéssal a D¥ x D**
k-fogantytt X-hez ragaszthatva egy X U, D* x D"F 1j sokasagot kapunk.

1.2.2. megjegyzés. A fent leirt X U, D* x D"~ sokasdgnak “sarkai” lesznek — olyan pontok tehdt, melyek
kornyezete R?, = {(21,...,2,) € R* | z; € R, 2, 1 > 0, 2, > 0} origdjdnak egy kornyezetével diffeomorf
—, ezeket azonban kanonikusan "le lehet kerekiteni”, vagyis X U, D* x D™ k_n egyértelmtien adhaté meg egy
sokasdg struktira. (Lasd az 1.2 dbrit a kétdimenzids esetben.) Ha X sima és ¢ egy C°°-bedgyazds, akkor a
kapott sokasag is sima lesz.
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1.2.3. definicié. Legyen X adott sokasag és tegyiik fel, hogy X = 0_ XU, X — vagyis a hatart két diszjunkt
részre osztjuk és az egyiken az X §ltal indukélt irdnyitdst megforditjuk. Egy olyan, X-szel izomorf (tehdt
diffeomorf vagy homeomorf) sokasigot, melyet a fent leirt fogantyi-ragasztds 0_ X x I-re valé 0X x {1} menti
(ismételt) alkalmazdsdval kapunk, (X,0_X) relativ fogantyi-felbontdsdnak nevezziik. Amennyiben X = 0,
akkor (abszolit) fogantyi-felbontésrol beszéliink.

Vegyiik észre, hogy egy X sima sokasigra egy Morse fiiggvény éppen egy fogantyu-felbontast indukal.
(Fogantyi-felbontdst azonban taldlhatunk nem feltétleniil sima sokasdgokra is — valéjdban minden olyan
topologikus sokasagra létezik fogantyi-felbontds, melynek dimenzidja négyt6l kiilonb6z6. Négy dimenzidéban
pontosan azokra a sokasdgokra taldlhat6 fogantyd-felbontds, melyek sima struktdrat hordoznak.) Tehédt:

1.2.4. tétel. Az (X,0_X) sima kompakt pdrra létezik fogantyi-felbontds. Ha X nem-kompakt, de 0_X igen,
akkor is létezik X -re (esetleg végtelen sok fogantyit tartalmazd) fogantyi-felbontds. O

Egy fogantyt-felbontds megadasdhoz pusztdn a : dD* x D% — X besdgyazasokat kell megadnunk. Egy
ilyen leképezést két adat hataroz meg;:

(I) egy wo:S* ! — 80X bedgyazds, melynek norméalnyaldbja trivislis;
(IT) és a vpo(S*~1) normélnyaldb egy f:vpo(S*~1) = Sk—1 x R*—F trivializdcidja.

Egy fogantyi odaragasztdsat tehdt @o ragasztd leképezése (vagyis egy 0X-beli bedgyazott (k — 1)-dimenzids
gomb) és egy f trivializdcié — a fogantyd tiskézése — hatdrozza meg. Szdmos esetben, pusztdn dimenzid-
okokbél S*~1 egyértelmiien dgyazédik be 0X-be, és sokszor a tiiskézés is egyértelmii. Két tiiskézés SF—1
minden pontjdban egy GL(n — k)-beli elemben kiilonbézik, tehat a kiilénbdzé tiiskézéseket S* 1 — GL(n — k)
leképezésekkel, vagyis a mx—1(GL(n — k)) = mx_1(O(n — k)) csoporttal lehet paraméterezni. Vegyiik azonban
észre, hogy a tiiskézéseket dltaldban nem tudjuk mp_1(O(n — k)) elemeivel azonositani, mivel (dltaldban) nincs
a 0 € mp_1(O(n — k)) elemnek megfeleld kanonikus vélasztés.

1.2.5. példdk. (a) Egy 0-fogantyit (tehat D° x D™-t) a 8D° x D™ = () mentén ragasztunk; ezekkel (és csak
ezekkel) a fogantyikkal tudjuk az abszoldt esetben a fogantyi-felbontas felépitését elkezdeni. 0-fogantyik
ragasztasa nyilvan egyértelmd.

(b) Egy 1-fogantyi ragaszté gémbje S° = {két pont}, igy o egyértelmii ha X &sszefiiggd. Mivel mo(O(n —
1)) =2 Za, egy l-fogantyit kétféle tiiskézéssel lehet ragasztani; az egyik irdnyithaté, a mdsik nem-
iranyithaté sokasdgot ad (feltéve, hogy X irdnyithaté és 0X Osszefiiggd).

(c) Mivel n > 2 esetén m,_2(0(1)) = m,—1(0(0)) = 0, ezekben az esetekben az n- és (n — 1)-fogantyik
tiiskézése egyértelmii. Vagyisn > 2 esetén az n- és (n—1)-fogantyikat a g ragaszt6 leképezés meghatédrozza.

(d) Végiil tekintsiik a k = 2 esetet. Ismert, hogy n > 4 esetén m1(O(n — 2)) = Z, és m(0(2)) = Z,
vagyis n > 4-re 2-fogantyiknak kétféle tiiskézése van, n = 4 esetén pedig a tiiskézéseket Z paraméterezi.
Dimenzié okokbél a g: S — X ragasztd leképezés n > 4-re egyértelmii, n = 4 esetén pedig egy csomé
a 0X 3-dimenzids sokasagban.

Egy adott fogantyi-felbontast a “feje tetejére” allithatunk (hasonléan ahhoz, ahogy Morse elméletben az f
fiiggvényt (1 — f)-re cserélhetjiik): tekintsiink egy D* x D™ * fogantyiit 0, X-hez az 6vgémbje mint ragasztasi
gémb mentén odaragasztott (n — k)-fogantydinak. Ilymédon X-nek egy (X, X) relativ fogantyi-felbontasét
kapjuk, amit az eredeti felbontds dudlisdnak hivunk.

Vegyiik észre, hogy fogantytkat tetszéleges sorrendben ragaszthatunk 0 X-hez. Mint azt a kovetkezd dllitas
mutatja, felteheté azonban, hogy a fogantyikat indexiik szerinti névekvd sorrendben ragasztottuk.

z

1.2.6. tétel. Legyen h™ és h egy-egy v és t indexii fogantyi, legyen tovdbbd X' = X U h™ U ht és tegyiik fel,
hogy t < r. Ekkor X' ~ X Uht Uh", vagyis a fogantyik ragasztisinak sorrendje felcserélhetd.



Bizonyitds. A h" fogantyidt D" x D™ " mentén ragasztjuk 0X-hez, majd a kapott m-dimenziés sokasdg
pereméhez ragasztjuk hf-t. Ha ez utébbi ragasztasrdl feltehetjiik, hogy diszjunkt A" 6vgémbjétol, akkor annak
kis kornyezetétol, kovetkezésképp a h” fogantyidtol is diszjunkt lesz, amivel a bizonyitas készen is lenne. Mivel
h" 6vgombje S™~"~1, h! ragasztési gombje pedig S?~! egy képidja (X Uh")-ben, ezekr6l dim (X Uh™) =n—1
ést <r (vagyis dimS™ "1 +dimS* ! =n —r — 1+t — 1 < n — 2) miatt feltehetjiik, hogy diszjunktak. [J

1.2.7. kovetkezmény. Adott (X,0_X) véges fogantyi-felbontds dtrendezhetd igy, hogy a fogantyik indezik
szerint novekvd sorrendben kovessék egymdst. Végtelen sok fogantyit tartalmazo felbontdsra a fenti dllitds nem
feltétlendil igaz. O

1.2.8. feladatok. (a) Adjunk egy fogantyi-felbontdst S*-re.

(b) Talaljunk egy fogantyi-felbontdst a X, zart, irdnyithaté g génuszi (2-dimenziés) feliiletre.

1.3 Fogantyi-felbontasok homoldgiai

A definicié alapjan konnyen lathatd, hogy egy fogantyi-felbontds az X sokasdgon egy CW-felbontdst is megad
— a fogantyik n-dimenzidra megvastagitott cellikként is felfoghaték. Tegyiik fel tehat, hogy az X irdnyitott
sokasdgra (X,0_X)-en adott egy véges fogantyi-felbontds. Legyen h; egy (k + 1)- mig hy egy k-fogantyu a
fenti fogantyu-felbontdsban. Jelolje a(hi, h2) a hy fogantyd S,(hi) ragaszté gombjének a hs fogantyd Sp(hs)
ovgoémbjével vett algebrai metszetét.

1.3.1. megjegyzés. Mivel S,(h;) és Sp(h2) komplementer dimenziés gombok, és feltehetd, hogy S, (h1) tran-
szverzalisan metszi Sy (h2)-t, az S, (h1) NSy (hs) metszet véges sok pontbdl all. A fenti gdmbdk irdnyitdsdval min-
den p € S,(h1)NSy(h2) ponthoz egy eldjel rendelhetd: ez az el8jel + ha T},S,(h1) egy pozitivan irdnyitott bizisat
TpSp(h2) egy pozitivan irdnyitott bazisdval Gsszeflizve T, X egy pozitivan irdnyitott bézisit kapjuk; az el8jel
— egyébként. (Emlékezziink vissza arra, hogy X irdnyithatdsdgat feltettiik.) Az igy kapott eldjelek Osszegét
nevezzik hy és ho algebrai metszetének. Vegyiik észre, hogy a(hi, ha) nemcsak S,(h1) és Sp(ha) irdnyitdsitol
(mely sziikséges ahhoz is, hogy a h; és hs fogantytik Z egyiitthatés homoldgia elemeket definidljanak), hanem
hy és hy sorrendjétdl is fiigg.

Jelolje Cy, a felbontds k indexii fogantyui &dltal generdlt szabad Abel csoportot, és definidljunk a Oh =
>_je(h, hj)h; (h indexe (k + 1), mig a h; fogantyik indexe k) formuldval egy 9: Cj+1 — Ci homomorfizmust.
Mivel egy fogantyti megvastagitott cellaként foghaté fel, a kovetkez6 eredmény addédik:

1.3.2. tétel. A (Cy,d) ldnc homoldgidja izomorf a H.(X,0X;Z) homoldgia-csoporttal. O

1.3.3. feladatok. (a) Lassuk be, hogy egy g génuszi X, (zdrt, irdnyitott) felillet minden fogantyd-felbontdsdban
legalabb 2g darab 1-fogantyu szerepel.

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha 0X = ( és X irdnyithat6, akkor X™ minden fogatyi-felbontdsdban szerepel
legaldbb egy 0- és egy n-fogantyd.

(c) Léssuk be, hogy S! minden fogantyi-felbontésdban paros sok fogantyt szerepel. Bizonyitsuk be ugyanezt
minden S™ (n > 1) gémbre is.



2. eloadas

Kirby és Heegaard diagramok

2.1 Miveletek fogantyukkal

Egy adott fogantyti-felbontésra két olyan alapvetd miivelet 1étezik, mely csak a felbontdst — és nem a sokasig
diffeomorfizmus-osztélyat — valtoztatja: ezek a fogantyd-csisztatds és elhagyhaté parok bevezetése/elhagydsa.
A kovetkezbkben e két miiveletet fogjuk részleteiben targyalni. (Egyszeriiség kedvéért a tovdbbiakban mindig
feltessziik, hogy a szébanforgé sokasdgok irdnyithatok.)

Legyen tehat X rogzitett sokasag és hq, ha két X-hez ragasztott k-fogantyi; az 1.2.6 tétel miatt feltehetd
hogy a két fogantyd diszjunkt. A h; fogantytd ho-n valé dtcsusztatdsdn a kovetkezbt értjiik. Legyen X' =
X U hgy, és vegyiik a h; fogantyd S,(hi1) ragasztdsi gombjének egy x € S,(h1) C 0;+X' pontjit. Legyen
tovdbbd y € Sp(h2) C 01 X' a hy fogantyd 6vgémbjének egy rogzitett pontja. A fenti két pontot 4 X'-ben
egy 7:[0,1] — 90+X' bedgyazott tttal 6sszekotve vehetjiik v nyilt tubuldris kornyezetét, mely tehdt M =
(—€,1 + €) x int D™ 2-vel diffeomorf. Az M térben konnyen taldlhaté egy olyan 9; (t € [0, 1]) izotépia, melyre
Yo = idpr, Fe(z) € ([0, 1]) és 1(z) = y, valamint ¥; a v szakasz egy kis nyilt kdrnyezetén kiviil (melynek még
lezartja is M-beli) az identitds. Ekkor ¥; a 0+ X' egy izotépidjava terjeszthetd ki, mely tehdt az S, (h1) ragasztasi
gbmbot 91 (S,(h1)) gombbe mozgatja, amikoris az elmetszi Sp(ha)-t. Mivel dim S, (h1) + dim Sp(h2) = n — 2,
az y pontban a Ty, S,(h1) ® TySs(ha) Osszeg T,0; X'-nek 1-kodimenziés alterét adja: a kimaradé dimenzié
negativ irdnya azt az irdnyt mutatja ahonnan S,(h;) a ¥; izotépidval érkezett, a pozitiv pedig azt, amerre az
izotépia folytathato.

2.1.1. definicié. Vélsszunk egy fenti ¥, izot6pidt majd folytassuk azt t € [0,1 + €]-ra és egy tovdbbi ¢,
izotépidval mozgassuk 91 (S,(h1))-et vissza 84 X-be. (Ez megtehetd pl. a hs fogantytrdl a D* x {p} maggal
parhuzamos diszk mentén valé radidlis letoldssal, ahol y = (0,p).) Ilymddon tehdt egy ps o : 04 X' — 0. X'
izotépidt kapunk, melyre S!; (h1) = p10914(Sa(h1)) C 8. X. Ezt az izotépidt az S,(h1) normalnyaldbjinak egy
trivializdcidjara (tehédt h; egy tiiskézésére) alkalmazva S’ (hy)-nek kapjuk egy tiiskézését. Az ij fogantyit (amit
tehdt a fenti S} (h1) gébmb mentén ragasztunk a kapott tiiskézéssel) a hy fogantyd ho-n vald dtesisztatottjdnak
nevezziik.

Mivel a ragasztasi leképezéseket csak izotopidval valtoztattuk, a kapott fogantyti-felbontds az eredetivel dif-
feomorf sokasdgot ad. A fenti operdcié nemcsak h1-t6l és ho-t6l fiigg, hiszen -t és 94t is szabadon valaszthatjuk.
A fenti konstrukcié alapjan az is vildgos, hogy az 1j fogantyi — melyet hy + hs-vel szokds jelolni — ragasztdsi
gémbje éppen hy és ha ragasztasi gdmbjeinek v Ut menti 6sszefiigg6 Osszege lesz. Pontosabban, vegyiink egy, a
hs ragasztasi gdmbjével parhuzamos 8D* x {p} gémbot, és ennek a +y 1it menti Ssszefiiggd Ssszegét S, (h1)-gyel
— az igy kapott gbmb lesz a h; + hs fogantyid ragasztdsi gombje. Lathaté tehdt, hogy a fogantyi-csisztatas a
homolégidk szintjén egy {hi,ha} — {h1 £ hg, ho} bazistranszforméciénak felel meg. Emlékezziink vissza arra,
hogy h; eldjelét a C}, csoportban csak S,(h1) egy irdnyitdsdnak rogzitésével kapjuk meg — ha az Gsszefiiggd
Osszeg az irdnyitasokat tartja, akkor a csusztatdssal hy + ho-t, ha forditja akkor h; — ha-t kapunk C-ban.

A misik fent emlitett alapveté miivelet elhagyhatd parok bevezetése/elhagydsa.



2.1.2. definicié. Egy (h¥, hg_l) fogantyu-part elhagyhatdé pdrnak neveziink, ha a két fogantyd unidja D"-nel
diffeomorf, és az uni6 0X-hez D"~! C D" mentén van odaragasztva. (Ebbél adédéan X és X U hE 1 U bk
diffeomorfak.)

2.1.3. allitas. A D™ n-dimenzids diszk minden k < n-re felbonthatd egy (h’f,h’;_l) elhagyhato pdr unidjdra.

Bizonyitds. Legyen D™ = D¥ x D"~* és osszuk fel 0D*-t DX UD*™ (az als6 és a felsd félgomb) unidjéra. Ra-
gasszuk D"-t a D*~! x D"* diszk mentén 8X-hez; ilymédon nyilvan nem véltoztatjuk meg X diffeomorfizmus-
tipusét. Vegyiik D ' C D* egy kis kdrnyezetét, ami tehdt D* ' x D! C DF-t, illetve egy (D5 ' x D) x D" * C
D™ részt definidl. Ilymdédon egy ha (k—1)-fogantyut kapunk, amit (Dﬂ“r_1 NDF~1) x D"~ * mentén ragasztottunk
0X-hez. (Ez utébbi (S*~2 x D) x D™ k_val diffeomorf, vagyis az igy definidlt ho valéban egy (k — 1)-foganty.)
Az eredeti D™ diszk ho-n kiviili része tehat X U ho-hdz van egy 0D* x D™ *_val diffeomorf rész mentén odara-
gasztva, igy valéban egy h; k-fogantyit alkot. Vegyiik észre, hogy hy ragasztasi és hy 6vgombje egy pontban
metszik egymast. O

A kovetkez6 tétel a fenti észrevétel megforditottjat mondja ki:

2.1.4. tétel. Legyen (hF, hg_l) fogantyi-pdr egy adott fogantyu-felbontdsban. Ha hy ragasztdsi és ho dvgombje
egy pontban metszik egymdst, akkor (hi,hs) egy elhagyhatd pdrt alkot.

Bizonyitds. A k-fogantyi ragasztisi gémbjének egy (megfeleléen kis) diszk-komplementumdt a (k — 1)-
fogantyiba olvasztva az el6z6 allitasban szereplé modellt kapjuk meg, amirdl pedig lathatd, hogy elhagyhaté
part alkot. 0

A két miivelet alapvet6 fontossdgdt a kovetkezd tétel mutatja.

2.1.5. tétel. (Cerf, [Ce]) Két relativ fogantyi-felbontds pontosan akkor ad diffeomorf sokasdgokat, ha az egyik
fogantyi-csisztatdsok, elhagyhatd pdrok elhagydsa/bevezetése és izotopidk véges sokszori alkalmazdsdval a mdsikba
alakithato. O

2.1.6. megjegyzés. Mivel egyik fent felsorolt médositas sem véltoztatja meg a fogantyi-felbontds diffeomor-
fizmus-tipusat, a 2.1.5 tétel egyik irdnya kézenfekvd. A mdsik irdny (tehéat hogy diffeomorf fogantyi-felbontdsok
a hdrom operéciéval egymadsba alakithatdk) bizonyitdsa a kovetkezd otleten alapul: vegyiink két, a felbontdsokat
indukalé Morse fiiggvényt, és kossiik Gssze ezeket a Morse fiiggvények terében egy +y; tttal. Ezt a fliggvényteret
analizdlva beldthatd, hogy a 7; Ut valaszthatd dgy, hogy véges sok t értéktdl eltekintve a Morse fiiggvények
injektivek legyenek kritikus pontjaik halmazdn. A véges sok ¢ értékben pedig vagy azonos indexti kritikus pontok
képzddnek ugyanarra a kritikus értékre (ez felel meg a fogantyu-csisztatdsnak), vagy szomszédos indexii kritikus
pontok keletkeznek /tiinnek el (ami elhagyhaté parok bevezetésének/elhagydsinak felel meg). A részletekrdl 1asd
[Ce], [K1]. A tovabbiakban a 2.1.5 tételnek csak a trividlis irdnyat fogjuk hasznalni.

2.1.7. allitds. Adott dsszefiiggd fogantyi-felbontdsrdl feltehetd, hogy legfeljebb egy 0-fogantyit tartalmaz. (Ha
0_X = 0, akkor pontosan egyet, ha 0_X # 0, akkor egyet sem.) A dudlis felbontdst véve hasonld ldthats be
n-fogantyikra is.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy _X = 0; ekkor a fogantyi-felbontds elkezdéséhez sziikség van O-fogantyira
(lasd még az 1.3.3(b) feladatot). Két 0-fogantytit egy 1-fogantyd kot Ossze (hiszen az 1-fogantyd az egyetlen
olyan fogantyd-tipus, melynek ragasztsi gombje nem Osszefiiggd), igy az egyik 0- és az 1-fogantyu elhagyhatd
péart alkot. Amennyiben 8_X # (), a fenti érveléssel minden 0-fogantyd elhagyhaté. (Vegyiik észre, hogy egy
fenti tulajdonsdgi 1-fogantyt létezéséhez fel kellett tenniink, hogy a sokasdg Osszefiiggs.) A dudlis felbontés
vételével a fenti dtalakitds utdn beldthatd, hogy ;X = 0 esetén egyetlen n-fogantyd, 81 X # () esetén pedig
egy n-fogantyu sem szerepel a fogantyi-felbontasban. O

2.1.8. feladatok. (a) Lassuk be, hogy egy 0- és k darab 1-fogantyd uniéja #ksl x D"~ l.gyel diffeomorf.
(Emlékezziink arra, hogy irdnyithatésidgot minden sokasdgrol feltettiink.) (Otlet: Lassuk be elészor k = 1-
re, majd akalmazzunk indukciét.)



2.1 dbra: Egy Heegaard diagram

b) Bizonyitsuk be, hogy egy zart, 6sszefiiggd 1-dimenziés sokasag diffeomorf S'-gyel.
gy €8 g8 g g

(c) Osztilyozzuk a zért, sszefiiggd 2-dimenziés sokasdgokat.

2.2 Heegaard és Kirby diagramok

A fentiek értelmében tehdt egy M zéart 3-sokasig egy 0-, egy 3-, k darab 1- és k darab 2-fogantyival épithetd
fel. (Az 1- és 2-fogantyik szdma megegyezik, hiszen a 2.1.8(a) feladat értelmében M; = {0-fogantyi U 1-
fogantytik} = #k1S' x D? a k; darab 1-fogantytra, mig a dudlis felbontés vételével M — int M; = {3-fogantyt
U 2-fogantytk} = #k2S' x D? a ko darab 2-fogantytra. Mivel OM; ~ 8(M — M), k1 = ko kovetkezik.) A
0-fogantyd D? egy képidja, melynek S? hatdrdt R? U {oo}-vel azonositva az 1-fogantytk ragasztdsi gombjei
a sikba rajzolhatdk. (Emlékezziink, hogy M irdnyithatésigit feltéve egy 1-fogantyi tiiskézése egyértelmii.)
Az 1-fogantyikat tehat diszk-péarok jelképezik; a 2-fogantytukat pedig 0 M;-beli ragasztasi koreikkel jel6lhetjiik.
(Ismét, 1.2.5(c) miatt a tiiskézés egyértelmii.) Ezek tehdt olyan “korék” a sikban, melyek egy 1-fogantyi
egyik diszkjébe futva a mdsikban fognak kijonni, hiszen kézben dtmennek az 1-fogantyin. Tegyiik fel, hogy
egy 2-fogantyu ragasztasi kore egy 1-fogantyin annak magjaval parhuzamosan halad 4at. Az 1-fogantyuk dis-
zkpérjait a kozéppontjaikat 6sszek6to szakasz felezOmerdlegesére valod tiikkrozéssel azonositva a 2-fogantyuk ra-
gasztasi koreinek R%-be es6 része meghatérozza a koroket a 9({0-fogantytik U 1-fogantytk}) = 8(#kS! x D?)
2-sokasagban. Ilymédon tehdt My = D3U{1-fogantytik}U{2-fogantyik} egy R?-beli rajzzal jelképezhetd. Mivel
a 3-fogantyu ragasztdsa mar egyértelmi, a fent leirt diagram, az M 3-sokasdg Heegaard diagramjo jeleniti meg
a 3-sokasagot. A 2.1 dbra példit mutat egy Heegaard diagramra.

2.2.1. megjegyzés. A fentiek szerint M eléall ({0-fogantyd U 1-fogantyik}) U ({2-fogantyik U 3-fogantyi})
uniéként; a 2.1.8(a) feladat szerint mindkét rész egy g génuszi feliilet tomoér H, belsejével azonosithats. Egy
3-sokasdg ilyen felbontasat Heegaard felbontdsnak nevezik. Ilymdédon tehdt egy M 3-sokasig egy g szam és egy
f:0H, — 0H, diffeomorfizmus segitségével irhat6 le. (A Heegaard diagram éppen 0H, megfelel§ koreinek
képét adja meg OH, egy masik képidjaban.) Az {f:0H, — O0H, | f diffeomorfizmus} csoportnak az iden-
titdst tartalmazé komponenssel vett faktordt az M, leképezés-osztdly csoportnak nevezziik. Mivel f-et a fenti
f:0H, — 0H, azonositdshoz csak izotépia erejéig kell megadnunk, elégséges az [f] € M, elemet leirni ahhoz,
hogy M-et visszakapjuk. Kovetkezésképp M leirdsdhoz pusztin g-t és az [f] € M, csoportelemet kell megadni.
Az M, csoport azonban még nem teljesen feltérképezett, igy a 3-sokasagok osztdlyozdsa még nem teljes.

Egy 4-dimenzids (zért, irdnyithatd) sokasdg esetében egy 0-, egy 4- és néhény 1-, 2- és 3-fogantyit kell
abrazolnunk. Ismét tekinthetjiik a 0-fogantyd S® peremét mint R® U {oo}-t; ebben az 1-fogantytk ragasztdsi
gémbjei tehdt gémbparokként, a 2-fogantyik ragasztédsi korei pedig (esetleg az 1-fogantyik gombjeibe bele-
futd, és a mésik gdmbbdl ismét el6tiind) kordkkel jelképezhetdk. (Rajzolni csak R3-ban tudunk — amenny-
iben egy 2-fogantyu ragasztdsi kore egy l-fogantyin halad &t, feltessziik, hogy a fogantydn annak magjdval
parhuzamosan megy &at.) Irdnyithatésdgot feltételezve az 1-fogantyuk tiiskézése egyértelmii; 2-fogantyikra
azonban a tiiskézések egy affin Z-teret alkotnak. Egy 2-fogantyt tiiskézését (ami tehat a bedgyazott S!
normélnyalédbjdnak trivializdciéja) egy, a ragasztdsi korrel parhuzamos dD? x {p} kér meghatédrozza; hiszen
v(ragasztasi kor)= S x D? = §! x Ct egy sehol sem eltiinG szelés trivializdl. Ilymédon tehdt a 0-, 1-

10



2.2 dbra:  Egy Kirby diagram

és 2-fogantyik uniéjat egy olyan R3-beli rajz szemlélteti, ahol az 1-fogantyikat gdmbparok jelképezik, a 2-
fogantytiknak pedig olyan kordk felelnek meg, amik egy gémbbe futva a par masik gémbjében jelennek meg
tjra (amikor is S! 4tmegy az 1-fogantytn), és minden ilyen ragasztdsi kor mentén fut egy (esetleg més szinnel
megkiilénbdztetett vagy szaggatott vonallal jelzett) kisérd kor, mely a tiiskézést mutatja meg. A 3-fogantyik
ragasztasi gombjeinek rajzoldsa némileg nehezebb feladat, mivel az eddigi fogantyi-felbontds hatardba dgyazott
S2-ket kellene lerajzolni. A kovetkezd tétel értelmében azonban ez sziikségtelen.

2.2.2. tétel. ([LP]) A 3- és {-fogantyiik unidjdnak (mely tehdt #mS* x D3-mal diffeomorf) hatdrdn értelmezett
minden diffeomorfizmus kiterjed a 4-sokasdgra. O

Tlymédon tehdt a 3- és 4-fogantyikat tetszOlegesen odaragasztva ugyanazt a 4-sokasdgot kapjuk; kovetkezésképp
rajzunkban csak azt kell feljegyezni, hogy a megfelel6 fogantyikat odaragasztottuk-e vagy sem. Az igy kapott
diagramot az X 4-sokasdg Kirby diagramjdnak nevezziik. Egy (X,0_X) relativ fogantyi-felbontds Kirby dia-
gramjat, illetve egy fogantyi-csisztatas (ill. elhagyhaté parok bevezetése/elhagyisa) Kirby diagramokra gyako-
rolt hatdsat a 6. el6addsban fogjuk targyalni. ElGtte azonban néhény, specidlisan 4-dimenziés sokasdgokra
vonatkozé definicidval és tétellel fogunk megismerkedni. A 2.2 dbra példdt mutat egy Kirby diagramra.

2.2.3. megjegyzés. A fentiekben csak irdnyithaté és zart sokasdgokkal foglalkoztunk. A nem-irdnyithaté eset
hasonléan intézhet6 el — pusztan az 1-fogantytk tiiskézésére kell egy dj szimbdlumot bevezetniink, 1asd példaul
[A]. Amennyiben a sokasig nem zirt (vagyis 0X # (), a 0-, 1- és 2-fogantytik dbrizoldsa a fent leirt médon
torténik; a 2.2.2 tétel azonban felteszi, hogy a 4-sokasig zart. Beldthat6 [Tr], hogy ha X egyszeresen Osszefiigg6 és
0X 0sszefiiggd, akkor a 3-fogantyik ragasztdsa egyértelmii — kovetkezésképp ez utébbi esetekben megtarthatjuk
korabbi konvenciéinkat. Nem egyszeresen Osszefiiggd hatdros X esetében azonban a 3-fogantyik ragasztdsi
gémbjeinek véltoztatdsa megvaltoztathatja X diffeomorfizmus-tipusdt is — erre az esetre nincs kidolgozott
szimbodlum-rendszer.
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3. eloadas

Szimmetrikus formak

3.1 4-sokasagok kohomoldégiai

Legyen X egy zart, irdnyitott, topologikus 4-sokasdg. Definidljuk a Qx: H%(X;Z) x H?(X;Z) — Z bilineéris
fiiggvényt a kovetkez6 formulaval: Qx (a,b) = (aUb, [X]). Azilymédon H?(X;Z)-n értelmezett szimmetrikus bi-
linedris forméat az X sokasdg metszetformdjdnak nevezziik. (Az elnevezés okara késébb még visszatériink.) A Qx
forma az X 4-sokasig egyik legfontosabb invaridnsa, hiszen pl. az egyszeresen Gsszefiiggd esetben meghatarozza
a H*(X;Z) kohomolégia-gyiiriit, s6t X homotdpia és (1ényegében) homeomorfia tipusat is.

3.1.1. megjegyzés. A @ x forma definicidja kiterjeszthetd peremes és nyilt sokasdgokra is (relativ illetve kom-
pakt tartéji kohomoldgidkat alkalmazva), és a nem-irdnyithatd esetre is, amikor pedig Zos-egyiitthatdkat kell
vélasztani. A tovdbbiakban jobbara zért, irdnyithaté (a legtobb esetben egyszeresen Osszefiiggs) sokasdgokkal
fogunk foglalkozni.

3.1.2. feladat. Legyen G egy végesen prezentélt csoport. Taldljunk olyan sima 4-dimenzids zért (irdnyitott)
4-sokasdgot, melyre 71 (X) = G.

Mivel csoportok izomorfizmusa algoritmussal el nem donthetd probléma, a tovdbbiakban (a fenti feladat
allitasabol eredé komplikicidk elkeriilése végett) tegyiik fel, hogy m1(X) = 1. Legyen tehdt X egyszeresen
oOsszefiiggd, zart, iranyitott 4-sokasdg. Mivel H(X;Z) = H1(X;7Z) = H¥(X;Z) = H3(X;Z) = 0és H'(X;Z) =
Hy(X;Z) = HY(X;Z) = Ho(X;Z) = Z, X kohomolégiajat H?(X;Z) = H>(X;Z) hatérozza meg; a gytirii-
struktira éppen @) x-szel adhaté meg.

3.1.3. lemma. A H?(X;Z) kohomoldgia csoport egy {a1,...,an} bdzisdt régzitve a B = [Q x (a;, a;)]i; mdtriz
determindnsa +1.

Bizonyitds. Legyen a; € Hy(X;Z) a fenti bézis (algebrai) dudlisa (vagyis a;(a;) = d;5), és legyen 3; = PD(a;)
az a; elem Poincaré dudlisa. Konnyen ldthat6, hogy az {o;} — {8;} bazistranszformdcié métrixa éppen B;
mivel egy bazistranszformécié Z felett invertdlhatd, det B = £1 addédik. O

Jelolje X az X 4-sokasigot az adottal ellentétes irdnyitassal ellitva. A definicié alapjan konnyen l4thatd,
hogy Q@+ = —Qx. A szimmetrikus forméknak a 4-dimenzids topoldgidban jatszott fontos szerepe miatt a fejezet
hatralev6 részét szimmetrikus formak targyaldsdnak szenteljiik, és csak a kovetkezd fejezetben tériink vissza a
4-dimenzids sokasdgok témakoréhez.

3.1.4. definicié. Egy @ szimmetrikus, bilinedris, egész értékii format egy A szabad Abel csoporton uni-
determindnsa +1, és Q egy M métrixat a C bazistranszformécié M — CTMC szerint transzform3lja, igy det Q
bazisvalasztdstdl fiiggetleniil jéldefinialt.)

Legyen z € A-ra L,: A — 7 az L;(y) = Q(z,y) formuldval definialt homomorfizmus; ilymédon egy L: A —
A* = Hom(A; Z) leképezést kapunk.
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3.1.5. lemma. @ pontosan akkor unimoduldris, ha L izomorfizmus.

Bizonyitds. Legyen {a1,...,a,} A-nak egy bazisa, és vegyiik az {aj,...,ar} C A* duilis bazist, amelyre tehit
a;(a;) = d;;. Konnyen lathatd, hogy L matrixa éppen [Q(a;,a;)];; lesz; mivel L pontosan akkor izomorfizmus,
ha matrixa invertdlhatd, a lemma adddik. O

3.2 Szimmetrikus unimodularis formak osztalyozasa

Tegyiik fel, hogy @ egy, az A szabad Abel csoporton megadott szimmetrikus bilinedris forma.

3.2.1. definicié. A Q forma rk(Q) rangja az A csoport rangja. Terjessziik ki Q-t az A ®4 R vektortérre
linedrisan, és irjuk fel diagonalis alakban (ilyen bazis mindig létezik). A f64tléban 1év6 l-ek szdma legyen
bt (Q), a (—1)-eké pedig b= (Q). A o(Q) = bT(Q) — b= (Q) kiilonbséget a @ forma szignatirdjinak hivjuk.
Nevezziik Q-t pdrosnak, ha Q(a,a) minden a € A esetén paros, és pdratlannak egyébként. A @ format pozitiv
(negativ) definitnek hivjuk, ha 7k(Q) = ¢(Q) (rk(Q) = —a(Q)). Ha Q; adott formak A;-n (i = 1,2), akkor a
Q = Q10 Qs formét A; ® As-n a kovetkezd formula adja meg: Q(a,b) = Q1(a1,b1) + Q@2(az,b2) ahol a;, b; € A;.
Egy k > 0 egész esetén kQ-t Q) dnmagdval vett k-szoros direkt Osszegeként értelmezziik; k < 0-ra kQ = |k|(—Q)-
(A k = 0 esetben k@ definici szerint a 0 forma a trividlis Abel csoporton.) A Q1 és @2, A-n értelmezett formak
ekvivalensek, ha 1étezik olyan ¢ € Aut(A) melyre Q1(a,b) = Q2(p(a),p(b)). Ez pontosan akkor fordul el8, ha
léteznek olyan béazisok, melyekben @1 és ()2 matrixai megegyeznek.

Definit formakat meglehetOsen nehéz osztalyozni; ismert példdul, hogy 40 rangi definit unimodularis formabdl
legaldbb 10%° kiilonbézd (nem-ekvivalens) van. Az indefinit eset — amit most targyalni fogunk — azonban sokkal
egyszeriibb; mint 1atni fogjuk, a 4-dimenzidés sokasdgok szempontjabdl (szerencsés médon) éppen az indefinit
formak fontosak.

3.2.2. tétel. A Q1 és Q2 indefinit, unimoduldris, szimmetrikus bilinedris formdk pontosan akkor ekvivalensek,
ha tk(Q1) = rk(Q2), o(Q1) = 0(Q2) €és Q1, Q2 paritdsa megegyezik.

A fenti tétel bizonyitdsdhoz a kovetkezé — bonyolult algebrai geometridt igénylé — tételt fogjuk felhasznélni
(lasd [MH)):

3.2.3. tétel. Ha Q indefinit és A # 0, akkor létezik olyan a # 0 elem A-ban melyre Q(a,a) = 0. O

Jelolje H a [¢ ;] métrixszal reprezentélt format. Ekkor

3.2.4. lemma. Ha a @ indefinit forma szignatirdja 0, akkor @ vagy az n{(l) ® n{—1) vagy az lH formdval
ekvivalens.

Bizonyitds. Legyen a € A — {0} olyan, hogy Q(a,a) = 0; tegyiik fel tovdbba, hogy ha a = da’, akkor d = +1.
(Az ilyen elemeket primitiv elemeknek szokds nevezni.) Ekkor létezik olyan b € A, melyre Q(a,b) = 1, és
koénnyen beldthat6, hogy az (a,b) altér merblegesén @ tovdbbra is unimoduldris.

3.2.5. feladat. Lassuk be, hogy Ql(a,5) = (1) © (—1) ha Q(b,b) paratlan, és Q|(a,») = H ha Q(b,b) paros.

Vegyiik észre, hogy mivel H és (1) @ (—1) szignatiirdja 0, Q-t az {a,b)" altérre megszoritva tovdbbra is 0
szignatdirajd forméval van dolgunk. Indukciét alkalmazva tehdt @Q-t niH & na((1) @ (—1)) alakban bontottuk
fel. Amennyiben n; = 0 vagy na = 0, éppen a lemma 3ltal kivant felbontdst kaptuk. A kovetkezd lemma mér
befejezi a 3.2.4 lemma bizonyitésat. O

3.2.6. lemma. H® (—1) 22(-1) @ (1), gy H & (1) & (—1) = 2((1) & (-1)).
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy @ métrixa az {a,b, c} bazisban H & (—1). A formit az {a —¢,b—c,a+b—c} ij
bézisban felirva 2(—1) & (1) ad6dik, ami bizonyitja a fenti lemmét. O

Térjiink most vissza a 3.2.2 tétel bizonyitdsira. Tegyiik fel, hogy o(Q1) = 6(Q2) > 0 és alkalmazzunk o(Q)
szerinti indukciét. (A negativ szignatdirdji eset analég mdédon intézhetd el, dgyhogy arra nem fogunk kiilon
kitérni.) Legyen tehdt @ = Q1 & (—1); vegyiik észre, hogy Q2 @ (—1) azonos rangd és szignatirdji, szintén
péaratlan forma. Kovetkezésképp — indukcié szerint — Q = @2 @ (—1). Tegyiik fel, hogy Q; az A; Abel
csoporton értelmezett forma (2 = 1,2); igy Q-t az A = A1 & (z) = As & (y) eggyel nagyobb rangi csoporton
definidltuk. A fenti definicié szerint Q(z,z) = Q(y,y) = —1.

3.2.7. definicié. Egy a € A elem karakterisztikus ha minden b € A-ra Q(a,b) = Q(b,b) (mod2). Vegyiik észre,
hogy @ pontosan akkor paros, ha 0 € A karakterisztikus.

A fenti konstrukciéban tehat z (illetve y) pontosan akkor karakterisztikus ha @q (ill. @2) péros, hiszen
Q(z,q) = 0 minden q € (z)*-re. Ilymédon tehdt — mivel Q; és Q- paritdsa megegyezik — z és y egyszerre
karakterisztikusak. A kovetkezd tétel szerint ebbdl az kovetkezik, hogy a @ formanak létezik egy z-et y-ba, igy
Q1-et Q2-be vive automorfizmusa, mely a tételt mar bizonyitja.

3.2.8. tétel. (Wall, [W1]) Legyen Q unimoduldris forma A-n és tegyiik fel, hogy z,y € A-ra Q(z,z) = Q(y,y)
—1. Ha z és y karakterisztikusak, akkor létezik egy p € Aut(A, Q) automorfizmus, melyre p(z) = y. Hasonld
létezik akkor is ha sem x sem y nem karakterisztikus.

O Os |1l

Evvel a 3.2.2 tétel bizonyitisit befejeztiik.

3.3 Néhany unimodularis forma

Egy @ unimoduléris formdra (a b (Q) +b_(Q) = rk(Q) és b (Q) —b_(Q) = o(Q) azonossigok miatt) |o(Q)| <
Tk(Q) és o(Q) = rk(Q) (mod2) mindig teljesiil. Legyen Q paratlan indefinit, és vegyik a Q' = 1 (rk(Q) +
o(@))(1)® L(rk(Q) — o(Q))(—1) format. Kénnyen lithaté, hogy Q' rangja, szignatiraja és paritdsa megegyezik
Q-éval, igy a 3.2.2 tétel értelmében ekvivalens @-val.

3.3.1. kovetkezmény. A (7k(Q),0(Q)) € NXZ pdr egy pdratlan indefinit QQ forma teljes invaridns rendszerét
alkotja. Tovdbbd, ha |o| < rk és rk = o (mod2), akkor létezik az eléirt (rk,o) invaridnsokkal rendelkezd
(pdratlan, indefinit) unimoduldris forma. O

A fenti két reldcié természetesen paros formdkra is 4ll. Ebben az esetben azonban egy tovébbi oszthatésagi
reldcio is teljesiil:

3.3.2. lemma. Legyen Q tetszbleges unimoduldris forma és x egy karakterisztikus elem. Ekkor o(Q) = Q(z, z) (mod 8).
Ilymédon, ha Q pdros, akkor o(Q) oszthatd nyolccal.

Bizonyitds. Vegyik a @ @ (1) @ (—1) format. Mivel ez indefinit és pdratlan, a 3.3.1 kovetkezmény alapjin
Qa(lYyd(—1) =2 (b, (Q)+1)(1)d(b_(Q)+1){—1). Tegyiik fel, hogy a Q®{1)®(—1) felbontdban 1év6 (1) részt e,
a (—1) részt pedig e_ generdlja. Konnyen lathatd, hogy z+e, +e_ karakterisztikus elem @ @ (1) ®{—1)-re nézve
(mivel z karakterisztikus volt @-ra nézve). Abban az {ay,...a,} bizisban, melyben @ @ (1) ® (—1) diagonilis
alakd, ¢ + e; + e_ minden egyiitthatja paratlan, hiszen Q(z + ex + e_,a;) = Q(a;,a;) = +1. Ilymddon
z+er+e =) aa;+ ) Pja;, tehdt Qz+er+e ,z+ep +e )= E?;gQ)—H a? — Z?;iQ)—H 2 ahol az
a;-k és a B;-k paratlanok. Mivel egy paratlan szam négyzete 1-gyel kongruens modulé 8, a fenti azonossag
Qz,z) =Q(z+er +e_,z+er+e_ )= (b.(Q)+1)— (b_(Q) +1) = 6(Q) (mod 8) kongruenciat adja, amivel
a bizonyitas kész. Mivel @) pontosan akkor paros, ha 0 € A karakterisztikus, a fenti kongruencia azt mutatja,
hogy péros Q-ra o(Q) oszthaté 8-cal. O
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Legyen tehdt H = [ 1] és

Fg =

SO OO O =N

o

paros formak. Mivel rk(H) = 2, o(H) =0, rk(Eg) = 8 és o(FEs) = 8, a kovetkezd éllitas konnyen kovetkezik.

3.3.3. allitas. Tegyiik fel, hogy egy (rk,o) € N x Z szdmpdrra |o| < rk, 0 = rk (mod2) és ¢ = 0 (mod 8)
teljesil. Ekkor létezik (pontosan egy) olyan Q) pdros unimoduldris forma, melyre rk(Q) =1k és 0(Q) = 0. A
fentiek értelmében minden indefinit pdros formdra teljesilnek o fenti reldcidk.

Bizonyitds. Adott (fenti tulajdonsdgokkal bir6) (rk,c) esetén vegyiik a ZEs @ "*2I°LH péros formét. Az

SO OO HNH

S oo OoO R NKHFHO

OO -HNFEOO

o

HFOMFEFNRFEOOO

allitast konnytl szamolds és a fenti tételek alkalmazasa adja.

Osszefoglalva tehét, egy Q unimodulsris (szimmetrikus, bilinearis) forma vagy definit (és ekkor nincs j6
leirdsunk), vagy indefinit, amikor is (paritdsitdl fiiggden) n(1) & m(—1) vagy aEs & bH alaku.

3.3.4. megjegyzés. A fenti Eg format az Eg kivételes Lie-algebra Cartan matrixdbdl szarmaztattuk — ez a

leiras magyarazza az elnevezést.
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4. eloadas

Nevezetes tételek 4-sokasagokra

4.1 4-sokasagok homotépia és homeomorfia tipusai

Mint azt mar kordbban 1dttuk, egy egyszeresen Osszefiiggd (topologikus) 4-sokasig (ko)homoldgia-gylirtijét a
Q@ metszetforma egyértelmilen meghatdrozza. Ha az X sokasdg zart és irdnyitott, akkor (a Poincaré-dualitds
miatt) a @ x metszetforma egy szimmetrikus, bilinedris, unimoduléris forma. A kévetkez6kben a metszetforma
és a sokasdg homotdpia-tipusa, késébb a homeomorfizmus- majd diffeomorfizmus-osztalya kozotti kapcesolatot
vizsgaljuk meg.

4.1.1. tétel. Az Xy és Xs egyszeresen dsszefiiggd topologikus 4-sokasdgok pontosan akkor homotdp ekvivalensek,
ha metszetformdik izomorfak.

A fenti tétel bizonyitdsit a kovetkezd fejezetben adjuk meg. A 4.1.1 tétel finomitdsdnak tekinthetd a
kovetkezd, M. Freedmantdl szdrmazé eredmény.

4.1.2. tétel. (Freedman, [F]) Minden Q szimmetrikus, bilinedris, unimoduldris formdra létezik olyan X egysz-
eresen Gsszefiiggd topologikus négysokasdg, melyre Qx = Q. Ha @ pdros, akkor a fenti X homeomorfizmus
erejéig egyértelmi. Pdratlan Q esetén pontosan két, nem-homeomorf fenti tulajdonsdgi 4-sokasdg létezik; ezek
kézil legfeljebb az egyik lathatd el sima struktirdval. O

E tétel bizonyitasa meglehetsen bonyolult; a kés6bbiekben réviden véazolni fogjuk a bizonyitds menetét.
A fenti két tétel szerint tehdt paros metszetforméji topologikus 4-sokasidgok pontosan akkor homeomorfak,
ha homotép ekvivalensek, valamint két sima egyszeresen Osszefiiggd 4-sokasdg pontosan akkor homeomorf ha
homotdp ekvivalens. A 4.1.2 tétel egy specidlis esete (az Un. topologikus 4-dimenzids Poincaré sejtés) kiemelést
érdemel:

4.1.3. kovetkezmény. Ha az X topologikus 4-sokasdg homotdp ekvivalens az S* 4-dimenzids gombbel, akkor
homeomorf is vele. O

e sz

Qx egyértelmiien meghatdrozza. Az azonban nem vildgos, milyen () szimmetrikus bilinedris forma fordul el§
mint egy sima 4-sokasdg metszetformdja, illetve hogy @@ x meghatdrozza-e X-et diffeomorfizmus erejéig is. A
kovetkezOkben ezekre a kérdésekre adunk majd (részleges) valaszt.

4.1.4. tétel. (Donaldson, [D1]) Ha X sima egyszeresen Osszefliggd 4-sokasdg és Qx negativ definit, akkor
Qx = n{—1). Hasonldan, pozitiv definit Qx esetén Qx = n(l). O

Emlékezziink vissza, hogy definit metszetformakra nem tudtunk egyszerii osztdlyozdsi sémdt taldlni (szemben
az indefinitekkel, melyeket rangjuk, szignatirdjuk és paritdsuk meghatarozott). A fenti tétel értelmében sima 4-
sokasdgok szempontjdbodl csak a legegyszertibb, tigynevezett diagondlis definit metszetformdk (+n(1)) érdekesek.
A tovébbiakban szoritkozzunk ismét indefinit metszetformakra.
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4.1.5. tétel. (Rohlin, [R]) Ha X sima egyszeresen Gsszefiiggd 4-sokasdg és @ x pdros, akkor o(X) =0 (mod 16),
vagyis Qx = 2kEg ®lH (k€ Z, l € N). |

4.1.6. megjegyzés. A fenti tétel dltaldnosithaté nem egyszeresen Gsszefiiggé 4-sokasdgokra is; az dltaldnos
tétel a kovetkezOképpen szdl: Tegyiik fel, hogy X sima spin 4-sokasdg. Ekkor 16 osztja o(X)-et. (Spin
sokasdgokrol a késébbiekben még lesz sz4.)

4.1.7. tétel. (Furuta, [Fu]) Ha X egyszeresen dsszefiggd sima 4-sokasdg és Qx pdros (tehdt Qx = 2kEs®lH ),
akkor | > 2|k| + 1. |

A fenti harom tétel szerint tehdt egy sima egyszeresen Osszefiiggd 4-sokasdg metszetformaja n(l) & m(—1)
vagy 2kEg @ LH (I > 2|k| + 1) alakd lehet. Mint azt kés6bb latni fogjuk, a fenti paratlan, és I > 3|k| esetén a
paros metszetformak el is fordulnak mint sima 4-sokasdgok metszetformdi. A kovetkezd sejtés bizonyitasa igy
megvalaszolnd azt a kérdést, hogy mely formdk dllnak elé sima 4-sokasdgok metszetforméjaként.

4.1.8. sejtés. (Ll-sejtés) Ha X sima egyszeresen dsszefiiggd és Qx pdros, akkor 1 > 3|k|.

KésObbi eldaddsokban a 4.1.2 és a 4.1.4 tételek bizonyitdsdnak f6 gondolataival fogunk megismerkedni.
Hasonlé technikak segitségével 1athaté be, hogy majdnem minden olyan topologikus 4-sokasig, melyre van sima
struktira, végtelen sokféle képpen simithaté ki. Példdul

4.1.9. tétel. Rigzitett k és N esetén a 2kEs® (4k—1)H (k> 1) és a (2k—1)(1)@N(-1) (k> 1, N > 10k—1)
metszetformdkhoz tartozo topologikus 4-sokasdgok végtelen sok, pdronként nem diffeomorf sima 4-sokasdggal
homeomorfak. O

4.2 A 4.1.1 tétel bizonyitasa

Az el6adés héatralévd részében a 4.1.1 tétel bizonyitisit adjuk meg.

4.2.1. definicié. Legyen X véges (4-dimenziés) CW-komplexus és [X]| € Hy(X;Z) egy rogzitett homoligia-
osztdly. Az (X,[X]) part Poincaré dualitdsi térnek nevezziik, ha az a — a N [X] leképezés egy H(X;7Z) —
H,_;(X;7Z) izomorfizmust ad meg. Vegyiik észre, hogy ha X Poincaré dualitdsi tér, akkor a metszetforma
kordbbi definici¢ja minden mddositds nélkiil alkalmazhatd, igy a Qx (szimmetrikus, bilinedris, unimoduléris)
metszetforma definilt.

4.2.2. tétel. (Whitehead) X;, Xo egyszeresen dsszefliggd 4-dimenzids Poincaré dualitdsi terek pontosan akkor
homotdp ekvivalensek, ha Qx, = Qx,. Minden Q unimoduldris, szimmetrikus bilinedris formdra létezik olyan
X Poincaré dualitdsi tér, melyre Qx = Q.

A fenti tétel bizonyitisdhoz sziikségiink lesz néhdny lemmdra.

4.2.3. lemma. Adott X Poincaré dualitdsi térre létezik egy olyan f:S% — szl S; leképezés, hogy X és a
\/f:1 S? Uy D* CW-komplezus homotdp ekvivalensek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy {e; | ¢ = 1,...,k} egy bazisa Hy(X;Z)-nek. Mivel X egyszeresen Osszefiiggs, a
Hurewicz-tétel szerint 7o (X) = Ho(X;Z), vagyis minden i-re 1étezik egy olyan ¢;: (S2,s¢) — (X, zo) leképezés,
melyre (4;).([S?]) = e;. Ezekbél a ¢;-kbdl tehat egy ¢:W = /¥ S? — X leképezés 4ll Gssze. Mivel a
fenti konstrukci6 szerint ¢ < 4-re H;(X,p(W);Z) = 0 és Hy(X,dp(W); Z) =2 Z, a relativ Hurewicz-tétel miatt
Hy(X,9(W);Z) = m4(X,$(W)). Eszerint léteznek f: S° — W és F: D* — X fiiggvények gy, hogy F|S® = ¢o f
és (F, f).: Hy(D*, S3;Z) — Hy(X, p(W); Z) izomorfizmus. Legyen Y = \/* | S2 U; D* és g = ¢ U F:Y — X.
A fentiek szerint g, izomorfizmust ad meg a homolégidk kozott, vagyis g, gyenge homotdp ekvialencia. Mivel
X és Y CW-komplexusok, a lemma bizonyitdsa kovetkezik. O

Kovetve a bizonyitasban hasznalt konvenciot, jelolje W a szl S; csokrot. Konnyen lathatd, hogy ha f;
és f» homotop S® — W fiiggvények, akkor W Uy, D* és W Uy, D* homotép ekvivalensek. Kovetkezésképp
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a homotdpikus osztdlyozéds szempontjabdl a w3 (W) csoportot kell megvizsgdlnunk. Jelolje M(k x k) a k X k-
as egész értékli szimmetrikus méatrixok additiv csoportjat. Rogzitsiink z; € S? pontokat és tegyiik fel, hogy
az f: 8% — W fiiggvény transzverzdlis az z; € S? pontokra, és sima f~!(z;) egy kornyezetében. (Konnyen
14that6, hogy minden [f] € 73(W) homotépia-osztalyban taldlhaté ilyen fiiggvény.) Legyen L; = f~(z;) C S3,
és definidljuk a A;;(f) szdmot mint az L; és L; lancok £k(L;, L;) hurkolédési szamat. (Az i = j esetben
vegyiink egy z!, az el8bbi z;-hez kozeli pontot, és definidljuk \;;(f)-et mint az £k(f 1(z;), f1(z%)) hurkoléd4si
szamot.) Kénnyen beldthat6, hogy a fenti médon f-hez rendelt [A;;(f)] € M (k x k) métrix csak az [f] € w3 (W)
homotépia-osztalytdl fiigg.

4.2.4. lemma. A fent definidlt L: m3(W) — M (k x k) figguény egy csoportizomorfizmus.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy [f] = [fi] + [f2] @ m3(W) csoportban. Reprezentdljuk [f]-et az S3 egyenlit8jét
a béazispontba vivé, a felsé félgdmbon fi-gyel, az alsén pedig fo-vel egyenld f leképezéssel. Mivel f—1(z;) =
i (@)U fy H(x;) (vegyiik észre, hogy az L; inverz képekrdl nem tettiik fel, hogy Gsszefiiggdk), a fenti L leképezés
csoporthomomorfizmus. A h: S® — S2? Hopf-leképezés mutatja, hogy az E;; métrix (melynek minden eleme 0
kivéve az i-edik sor i-edik elemét, mely 1) az L leképezés képében van. Hasonléan, ha h': $* — S?V S? adja meg
a 4-cellt ragaszt6 leképezést S? x S? kézenfekvé cella-felbontaséban, és S v S*-t azonositjuk S7 v S7 C W-vel,
akkor L([h']) = E;; + E;; adédik. Mivel ezek a métrixok generdljak M (k x k)-t, az L homomorfizmus riképezés.

4.2.5. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha L([f]) =0 € M (k x k), akkor [f] = 0 a w3(W) csoportban.
A feladat megoldasa bizonyitja a lemmat. O

Legyen tehdt X = W Uy D*, és jeldlje e; € Ho(X; Z) az i-edik W-beli S? gomb homoldgia-osztalyat. Legyen
{e; |i=1,..,k} C H*(X;Z) a megfelels dudlis bazis.

4.2.6. tétel. Az L(f) mdtriz az X 4-sokasdg metszetformdjdt adja meg; pontosabban, Ai;(f) = (e} U e}, [X]).

Bizonyitds. Legyen Z; C D* olyan 2-dimenziés feliilet, melyre 8Z; = L; C S3. (Ilyen feliilet minden L C S3
lancra létezik — egy ilyent L Seifert-feliletének neveziink.) A X;;(f) szdmok definici6 szerint megegyeznek a
Z; N Z; metszetben 1év6 pontok eldjeles Gsszegével. (Feltehetjiik, hogy a Z; feliiletek transzverzalisan metszik
egymdst.) Mivel a Z; U {z;} 2-ciklus az e; € Ha(X;Z) elemet reprezentélja és (e} U e}, [X]) = (Z; U {z;}) N
(Z; U{z;}) = Z; N Z;, a bizonyitds kész. (Lasd még az 5.1.3 lemmat.) |

4.2.7. kovetkezmény. Ha @) egy unimoduldris, szimmetrikus, bilinedris forma, akkor létezik olyan X Poincaré
dualitdsi tér, melyre Qx = Q.

Bizonyitds. Legyen A € M (kxk) egy Q-t reprezentalé métrix, és vegyiik L=1(A) € m3(W) egy f reprezentéansat.
(A W tér definiciéjaban szerepld k éppen @ rangjival legyen egyenlS.) A fenti f-fel D*-et W-hez ragasztva egy
X Poincaré dualitasi teret kapunk (itt hasznaljuk ki ) unimodularitdséat), melyre a fentiek szerint @x = Q. O

4.2.8. tétel. Tegyiik fel, hogy X és Y egyszeresen Gsszefiiggé Poincaré dualitdsi terek és a: H2(Y;7Z) —
H?(X;7Z) egy metszetforma-6rz6 izomorfizmus. FEkkor létezik X — Y homotopikus ekvivalencia, mely a-t
indukdlja.

Bizonyitds. Legyen k = rk Hay(X;7Z) =rk Hy(Y;7Z), és jelolje (mint eddig) W a V¥_, S? csokrot. Az eddigiek
szerint feltehetd, hogy X = W Uy D* valamely f: S® — W leképezésre. Legyen e; = (¢;).[S7] € Ha(X;Z), és
jeloljiik el-vel (e} € Hy(Y;Z)) ennek PDyoaoPDY" izomorfizmusnal vett képét. Az eddigieket Y-ra alkalmazva
egy ¥: W — Y leképezést és egy Y = W Uy D* cella-felbontést kapunk. Mivel a megdrzi a metszeformit,
konnyen lathatd, hogy L([f]) = L([f']), vagyis (L injektivitdsa miatt) f és f' homot6pok. Eszerint a ¢: W — X
leképezés egy Y = W Uy D* — X homotopikus ekvivalencidvs terjeszthetd ki, mely éppen az a izomorfizmust
indukalja a méasodik kohomoldgia-csoportokon. O

A fenti tétel konnyen 14thaté mdédon bizonyitja a 4.2.2 tételt. Mivel egy X topologikus 4-sokasdg homo-
topikusan ekvivalens egy CW-komplexussal, az irdnyitds dltal definidlt fundamentélis osztdlyt valasztva [X]-nek,
X kanonikusan egy Poincaré dualitdsi térré tehetd, kovetkezésképp a fenti tétel bizonyitja 4.1.1 tételt. O
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5. eloadas

Példak 4-sokasagokra

5.1 Néhany egyszeri példa

Az $* = {z € R’ | ||z|]| = 1} 4-dimenziés gombfeliilet a legegyszeriibb zért, sima, egyszeresen Osszefiiggd
4-sokaség; mivel H,(S*;Z) = 0, metszetformajéra Qg« = () adédik. Némileg Gsszetettebb a kdvetkezd példa:
hasson C* = C — {0} a C® 3-dimenziés komplex vektortéren a A(z1,z2s,23) = (Az1, Az2, Az3) hatédssal. A
CP? = C® — {0}/C* faktorrdl kdnnyen lithaté, hogy egy zért, egyszeresen Osszefiiggd 4-sokasdg. (Ez a tény
példdul abbdl is latszik, hogy C* — {0}/C* = S5/S'.) A fenti el84llitds azonban azt mutatja, hogy a CP?
komplex projektiv sik komplex sokasdg, és mint ilyen, kanonikusan irdnyithaté.

5.1.1. megjegyzés. Az n-dimenziés komplex vektortér természetes iranyitasat kapjuk a kovetkezé6 mddon:
Legyen {v1,va,...,v,} C C" bézis C felett, ekkor a {v1,iv1,vs,vs,...,Vp,5v,} halmaz a C* = R2" vek-
tortérnek egy R feletti bézisa lesz, mely egy irdnyitdst ad meg; ez az irdnyitas konnyen ldthaté médon nem fiigg
a valasztott komplex bazistol.

CP? fenti definici6jdhoz hasonléan kapjuk a CP' = C? — {0}/C* komplex projektiv egyenest (mely S2-
vel diffeomorf); CP! x CP! pedig tjabb példat ad egyszeresen Osszefiiggd zart 4-sokasigra. MielStt a fenti
4-sokasdgok metszetformdjat meghatiroznink, néhany tételt bizonyitunk metszetforméskra.

5.1.2. lemma. Tegyiik fel, hogy X egy sima 4-sokasdg és a € Hy(X ;7). Ekkor létezik egy olyan ¥ irdnyitott,
zdrt, 2-dimenzids felilet és f:3 — X bedgyazds, melyre f.([X]) = a.

Bizonyitds. Legyen a = PD(a) € H%(X;Z) és vegyiik azt az L, — X komplex vonalnyaldbot, melyre
c1(L,) = a. Legyen o ennek a nyaldbnak egy generikus szelése; a o~ !(0) nullhelyek egy ¥ C X 2-dimenzids
részsokasagot adnak, melyre kénnyen ldthatd, hogy [X] = a teljesiil. O

5.1.3. lemma. Tegyiik fel, hogy ¥q,Xg trdnyitott, bedgyazott, transzverzdlis 2-dimenzids részsokasdgok az X
4-sokasdgban; legyen tovdbbd a = PD[X,] és b = [Eg]. Ekkor Qx(a,b) = #(X, N Xg) (ahol a metszéspontok
szamdt, az 1.3.1 megjegyzéshez hasonldan, eldjellel szdmoljuk).

Bizonyitds (vdzlat). Reprezentaljuk a-t (illetve b-t) egy olyan 7; (ill. 75) 2-forméval, melynek tartdja X, (ill.
Y3) kis kornyezetében van, és ha (z,y,u,v) egy térkép a p € X, N Xz metszéspont koriil, akkor alkalmas f
fiiggvényre (melynek integrélja 1 és az origé € R? koriil lokalizalédik) ny = f(z,y)dz Ady és e = f(u,v)duAdv.
Mivel Qx(a,b) = [ m1 A n2, a lemma kdvetkezik. O

Ez utébbi lemma magyardzza, miért nevezziik a @ x bilinedris format metszetformdnak.

5.1.4. feladatok. (a) Ldssuk be, hogy Qcp: = (1) és Qg7 = (—1) (itt CIP? jeloli a CP? 4-sokasdgot a
kanonikussal ellentétes iranyitassal elldtva).
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(b) Bizonyitsuk be, hogy Qs2x52 = H. (Otlet: A Kiinneth-formula segitségével lassuk be, hogy Hy(S? x
S%7) = 72 és S? x {pt.}, {pt-} x S? bedgyazott gémbok egy bazist hatdroznak meg. Szémitsuk ki
Q52 52-t ebben a bézisban.)

Tegyiik fel, hogy U; C 0X; (1 = 1,2) kompakt részsokasdgok, dimU; = dimdX; és p: Uy — U, irdnyitas-
fordité diffeomorfizmus; ekkor (a keletkezd sarkok lekerekitése utdn) egy X; Upy,—o(v,) X2 sima sokasdgot
készithetiink. Ha U; = D® és a 0X; hatérok osszefiiggék, akkor a fenti konstrukcié eredménye nem fiigg
p-t6l; ekkor Xy és Xy hatdrdsszegét, X1§Xa-t kapjuk.

5.1.5. definicié. Legyen D} C X} bedgyazott golys, p: Dy — D, pedig irdnyitds-fordité diffeomorfizmus.
Ekkor az X1# X3 = (X1 —int D1) Uy sp, (X2 —int D) sokasdgot X; és X, dsszefiiggd dsszegének nevezziik. Ha
X; Osszefiiggd, akkor a D; C X; bedgyazas lényegében egyértelmii, igy ekkor (mint azt a jelolés is érzékelteti)
az X1#X, sokasig nem fiigg a vdlasztdsoktdl. Vegyiik észre, hogy 0(X14X2) = 0X1#0Xo.

5.2 4-sokasagok metszetformai

5.2.1. tétel. 4-sokasdgok dsszefiiggd Gsszegére a metszetformdk dsszeadddnak, vagyis Qx,xx, = @x, ® Qx,.

Bizonyitds. Legyenek X¢,...,5! C X; bedgyazott feliiletek, melyekre [Z¢],...,[Z% ] a Ha(X;; Z) homoldgia-
csoport egy bézisa (i = 1,2). Feltehetd, hogy D; N Zj- = 0, igy Zj- C Xi1#X,. Konnyen lithatd, hogy
a [21],...,[Z5,], [23],...,[22,] bazisban a Qx,xx, metszetforma matrixa éppen Qx, ® Qx,; evvel a tétel
bizonyitésa kész. O

5.2.2. kovetkezmény. Az #nCP?2#mCP? 4-sokasdg metszetformdja n(1)om(—1), a #kS%x S? négysokasdgé
pedig kH. O

Vegyiik észre, hogy a fenti metszetformak lefedik a lehetséges definit, paratlan indefinit, illetve 0 szignaturaja
paros metszetformakat. Tovabbi példdkat kapunk egyszeresen Osszefiiggs zart 4-sokasagokra a kdvetkez6 médon.
Legyen

Sd:{[zo:zIZZQ:Z3]€CP3 | Zz;i:()}c(cpa,

legyen tovabbéa g € H2(CP?;Z) a H*(CP3?; Z) gyftirti generdtora, = i*g € H?(S4; Z) pedig ennek megszoritésa
az i: Sq — CIP® bedgyazés mentén. Az implicit fiiggvénytétel egyszerii alkalmazdsaval beldthaté, hogy Sy sima,
(s6t komplex) sokaség.

5.2.3. tétel. Az S; komplex feliilet Chern-osztdlyaira ¢1(Sg) = (4 — d)z és c2(Sq) = (d° — 4d + 6)z? adddik,
ebbél pedig c3[Sa] = x(Sa) = (d® — 4d + 6)d és c?[S4] = (4 — d)*d kaphatd meg.

Bizonyitds. Mivel ¢(TCP3|g,) = i*c(TCP?) = i*(1 + g)* = (1 + z)*, a Whitney szorzat-formula alapjén
c(TSy) = c(TCP3|gs,) - c(vSq)~!; a vSq — Sq normélnyaldb Chern-osztélya ismeretében tehét a tétel konnyen
bizonyithaté. Egyszertien lathat6 be, hogy c¢;(vSy) = dz: legyen S/, egy olyan mdsik, S4-t transzverzdlisan
metszd d-edfoku feliilet, mely egyben a vSq — Sg normélnyaldb szelése is. Ekkor ¢;(vSq) = e(Sg) = PD([Sg N
S4]) € H?(Sq;Z); mivel pedig [S] = d[S1] € Hy(CP?;Z) és PD([S1]) = g € H>(CP?;Z), a ¢1(vS4) Chern-
osztaly meghatarozésa egyszerii szdmol4sra redukélédik. Ebbél c(vSy) ! = 1—c1 (vSq) +c2(vS4) = 1—dz+d?z?
adédik, amibél a tétel (1 + 4z + 622)(1 — dz + d*z?) = 1 + (4 — d)z + (d® — 4d + 6)z” miatt kovetkezik. Vegyiik
észre, hogy a fentiekbdl (z2,[S,]) = d is addédik: (z?,[S4]) = (92,4.[S4]) = (¢°,di.[S1]) = (¢* - dg, [CP3]) = d.
Ebbél pedig c3[S4] és ca[Sq) értéke adédik. |

A Lefschetz-féle hipersik-tétel alkalmazédsaval beldthatd, hogy

5.2.4. allitds. Az Sy C CP? 4-sokasdg egyszeresen Gsszefiiggo. O
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5.2.5. megjegyzés. A Lefschetz hipersik-tétel azt 4llitja, hogy ha X C CPV zirt, komplex n-dimenziés
részsokaséag, és H C CPV egy hipersik, akkor a 7;(H N X) — 7;(X) homomorfizmus i < n — 1 esetén raképezés
(és ¢ < n — 1l-re izomorfizmus). A tétel Morse-elméleti bizonyitdsa az [M1] konyvben taldlhaté meg. (Egy
dltaldanos y € CPN pontra az f(z) = dist(z,y) tdvolsagfiiggvény egy olyan Morse fiiggvényt ad meg, mely
megmutatja, hogy a m;(X, X N H) relativ homotépia-csoportok 7 < n esetén eltiinnek; ebbdl a fenti allitds a
par hosszi egzakt homotdépia-sorozatdbdl adédik.) A Lefschetz-féle hipersik-tétel egyszerii (de nem trividlis)
alkalmazdsa bizonyitja az 5.2.4 4llitast, ldsd pl. [GS].

A kovetkez6 tétel Osszefiiggést mutat egy 4-dimenziés X sima sokasdg szignatirdja és érintényaldbjinak elsé
Pontrjagin-szama kozott.

5.2.6. tétel. (Hirzebruch szignatira-tétele) Egy X 4-sokasdg o(X) szignatirdjira o(X) = (3p1(X),[X]). O
5.2.7. kovetkezmény. Ha S egy komplex feliilet, akkor c2[S] = 30(S) + 2x(S).-

Bizonyitds. Mivel egy komplex 2-sokasdgra p1(S) = c2(S) — 2¢a(S) és ca[S] = x(S) teljesiil, a fenti 5.2.6 tétel
adja a bizonyitast. O

5.2.8. tétel. Az Sy komplex felilet Qs, metszetformdja pdratlan d esetén a Ag(1)
pedig az l4(—Eg) @ mgH formdkkal izomorf — itt A\g = mq = 3(d® — 6d> + 11d — 3), pq
és lg = 5, d(d* — 4).

® pa{—1), pdros d esetén
= L(d—1)(2d2—4d+3)

Bizonyitds. A fenti tételek ismeretében x(Sq) és 0(Sq) a c2[S4] és c3[S4] Chern-szdmokbél kénnyen adédnak.
Az 5.2.9(a) feladat értelmében ¢; karakterisztikus elem, igy Qs,(a,a) = Qs,(c1(S4),a) (mod2) minden a €
H?(S4;Z)-re, ami 0-val kongruens, ha d paros (hiszen ekkor a c;(S;) = (4 — d)z egy kohomoldgia-osztaly paros
szamszorosa); paratlan d-re Qg,(z,z) = d miatt Qg, paratlan. A metszetformdk klasszifikicidja alapjan a tétel
bizonyitasa innen elemi aritmetika. O

Ebbél adédéan Qs, = —2Eg @ 3H, igy | > 3|k| és k < 0 esetén #kS,;# (I — 3|k|)S? x S? 4-sokasdg met-
szetforméja éppen 2kFg @ [H. (Ha k > 0, akkor #S4#(I — 3|k|)S? x S? lesz a megfeleld véalasztas, ahol Sy az
S4 sokasdg a kanonikussal ellentétes irdnyitassal elldtva.) Ilymdédon tehdt minden, a %—sejtés (4.1.8 sejtés) altal
megengedett metszetformdra taldltunk azt reprezentdld sima, egyszeresen Osszefiiggd 4-sokasigot.

5.2.9. feladatok. (a) Bizonyitsuk be, hogy ha S egy komplex feliilet, akkor ¢;(S) € H?(S;Z) egy karakter-
isztikus elem. (Otlet: Reprezentdljuk o € Hy(X;Z)-t egy & C X bedgyazott (irdnyithato) feliilettel és
alkalmazzuk (az 5.2.3 tételhez hasonléan) a Whitney szorzat-formulét. Mivel ¢; (TX) = 2 — 2g(X) péros,
a megoldds adddik.)

(b) Léssuk be, hogy a € Hy(X;Z)-re wy(X)([a]]2) = Qx(PD(a), PD(a)) (mod2). (Itt [a]ls € H2(X;Zs)
jeloli az a € Ho(X; Z) egész egyiitthatés homoldgia-osztdly mod 2 redukcidjit.)

(c) Bizonyitsuk be, hogy ha S egy zart komplex feliilet, akkor 12 osztja a c2[S] + c3[S] Osszeget. Lassuk be,
hogy ebbél egyszeresen Osszefiiggé S-re by (S) paratlansiga kovetkezik.

5.3 Felftjas

Legyen 7 = {(I,p) e CP* x C? | pe 1} = {([u: v],(z,y)) € CP! x C | vz = uy} C CP! x C a CP* feletti
tautologikus vonalnyaldb; ismert, hogy (c1(7),[CP']) = —1. 7-t a mdsodik koordindtara vetitve egy érdekes
w7 — C? fiiggvényt kapunk: ha p € C? és p # 0, akkor 7= (p) = {pt.} egyetlen pont, mig 7—*(0) ~ CP*
(hiszen 7~ 1(p) éppen a p-n és origén 4tmend egyenesek terével azonos).

5.3.1. lemma. A tautologikus nyaldb totdlis terére T ~ CP? — {pt.}.
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Bizonyitds. Legyen p € CP? rogzitett, és vegyiink egy L C CP? projektiv egyenest, mely p-t nem tartalmazza.
A g~ L,yNL e L~ CP! leképezés (ahol L,y a p-n és g-n 4thaladé egyetlen egyenest jeldli) egy CP? — {p} —
CP! fibralast ad, melynek els6 Chern-szdma —1 (pl. egy mésik, p-t nem tartalmazé L' egyenes a nyaldb egy
generikus szelése); mely bizonyitja a lemmat. O

Mivel 7 — 771(0) =~ C? — {0}, egy p € S pont kirnyezetét az S komplex feliiletben C?-vel azonositva, majd
ezt T-ra cserélve egy S’ 1j komplex feliiletet kapunk, melyet S felfijtjdnak neveziink.

5.3.2. kovetkezmény. Az S’ felfijtra S' ~ S#CP2. O

Konnyen beldthatd, hogy ha L; és L origén 4tmend kiilénb6zé komplex egyenesek C2-ben, akkor 7-ban a
m~1(L; — {0}) lezértak diszjunktak lesznek.

5.3.3. feladat. Legyen L; = {& = 0} és Ly = {y = 0}. Hatédrozzuk meg az L; = 7—1(L; — {0}) lezértakat és
lassuk be, hogy diszjunktak.

5.3.4. definicié. A C C S komplex gérbére a C = 7—1(C — {p}) C S' gorbét a C walddi transzformdltjdnak
nevezziikk. A C' = 7~ 1(C) inverz képet C teljes transzformdltjdnak hivjuk.

5.3.5. példa. Legyenek po,p; harmadfokd homogén 3-valtozds polinomok, melyekre a V,, = {[z : y : 2] €
CP? | pi(w,y,2) = 0} gorbék (i = 0,1) simak és egymést transzverzilisan metszik. Kénnyen beldthaté, hogy
Vp: a T? 2-dimenziés térusszal diffeomorf, és hogy a V,, N V,, metszet 9 pontbdl 4ll. Ilymédon ezt a kilenc
pontot felfijva a CP?#9CP? komplex feliiletben Fy = V,, és Fi = V,, diszjunkt téruszokat kapunk. Vegyiik
észre, hogy a p; = Pjyo:¢,] = topo + t1p1 definiciéval egy olyan, (P! _gyel paraméterezett gorbesereget kapunk,
melyre a gorbék egyrétiien lefedik a CP? — {V,,, NV}, } teret. A metszetpontokat felfdjva igy CP? #9CP2-nek
kapjuk egy (CP'-gyel paraméterezett) egyrétii lefedését — vagyis egy CP2#9CP2 — CP! fibrslsst. Mivel a
fibrumok harmadfoki (in. elliptikus) gorbék, ezt a fibréldst elliptikus fibrdldsnak is nevezik.

Legyen X = (CP2#9CP2 — vF,) Urs (CP2#9CP?2 — vF,) 4-dimenziés sima sokasig.

5.3.6. allitds. A fent megadott X egyszeresen dsszefiiggd, pdros metszési formdji 4-sokasdg, melyre x(X) = 24
és o(X) = —16.

Bizonyitds. Mivel létezik olyan S? C CIP?#9CP? bedgyazott gomb, melyre S? N Fy = {pt.}, m; (CP?>#9CP? —
vFy) = 1 adédik; ebbdl pedig a Van Kampen tétel alapjin m(X) = 1 trividlisan kovetkezik. A x(X) = 24
egyenléség belstsa elemi feladat x(CP2#9CP2) = 12 és x(vFy) = 0 alapjan; igy tehdt Ho(X;Z) = Z22.
A kovetkez6kben ennek a mésodik homolégia-csoportnak fogjuk egy olyan bizisit megadni, mely mind a met-
szetforma paritésit, mind a szignatira értékét mutatni fogja. Jeldlje h a Ho(CP?;Z) < Ho(CP2#9CP2; Z) rész
generatorat, mig e; az i-edik Hs(CP?;Z) < H2(CP2 #9CP?; Z) részt generélja. Ilymédon Ha(CP2#9CP2;7Z) =
(hy®(e1) ®...® (eg); vegyiik a kivetkez6 bazist: {f = 3h — 2?21 €i,€9,€1 —€3,...,e7 —eg,—h+es+er+eg}.
Konnyen l4thatd, hogy [Fy] = f, és az egyetlen eg-et leszdmitva a fenti bazis elemeinek négyzete piros — a

0
1

metszetforma ebben a bazisban [ _11] @ Fg matrixszal reprezentialhaté. Mivel f-et csak az eg elem metszi

nemtrividlisan, a Hy (CIP? #9CP? — v Fy; Z) csoportban a fenti bazis (eg-et leszamitva) minden eleme megjelenik;
mivel x(CP2#9CP2 —vFy) = 12 és Hy(CP2 #9CP2 —v Fy; Z) = 0, a fenti 9 homol4gia-elem mellett két tovébbira,
van sziikségiink Ho(CP2#9CP?2 — vF,y;7Z) egy bazisdhoz. Ezek pedig éppen azok a peremen (= T°3) 1év6 2-
téruszokkal reprezentilhaték, melyek nem homolégok f-fel. A két CP2 #9CP? — vF, képia Osszeragasztasanal
feltehetd, hogy a perem 3-térusz korei egymasba képzddnek, igy a fenti két (— Eg)-at ad6 16 elem mellett tovdbbi
harmat kapunk: a hdrom peremen 1év6 2-t6ruszt (melyek négyzete 0). Minden ilyen téruszhoz természetesen
tartozik egy duslis kér (a “harmadik kor” egy T3 = S x S x S! felbontésban); mivel CP? #9CP? — vF,
egyszeresen Osszefliggd, ezek a korok mindkét oldalon egy-egy feliiletet hatdrolnak. A feliileteket Osszeragasztva
3 tovabbi homoldgia-elemet kapunk — ezek négyzete nyilvan valaszthaté parosnak példaul dgy, hogy a két
féltérben ugyanazokat a feliileteket valasztjuk. Mivel a fent felsorolt elemek négyzetei parosak, @) x parossiga
kovetkezik. A metszési szamok alaposabb vizsgdlata azt is mutatja, hogy ebben a bazisban valdjdban a met-

szetformat a —2Fg @ 3 [(1] _12

] = —2Fg @ 3H mitrix reprezentélja; evvel a bizonyitds kész. O
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5.3.7. megjegyzés. Mivel tehit QQx = —2Fg ® 3H, Freedman tétele szerint S; és X homeomorf 4-sokasigok;
valdjaban ez a két sima 4-sokasig diffeomorfis. X-et természetes médon lathatjuk el komplex struktirdaval — a
fenti definicié puszt4n annak topolégiai leforditdsa, hogy X a CIP? #9CP? komplex feliilet Fy U F; menti dupla
elagazdé fedése.
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6. eloadas

Kirby diagramok

6.1 Egy 1j jelolés

Idézziik fel, hogy egy Kirby diagramban az 1-fogantytikat S*-beli gdmbpérokkal (az 1-fogantyt ragaszt6 gémbjeivel),
mig a 2-fogantyikat két “parhuzamos” gorbével (a 2-fogantyi ragaszté illetve tiiskéz6 koreivel) jelképeztiink.
Mint azt mér emlitettiik, a 3- és 4-fogantytikat egyértelmiien lehet az X = U{0—, 1—, és 2-fogantyik} peremes
sokasdghoz ragasztani ugy, hogy egy zart 4-sokasagot kapjunk, igy ezekre nem fejlesztiink ki kiilén jel6léseket.
Legyen U C S a trividlis csomd: S'-nek tehat az a bedgyazott képe, mely egy S3-ba bedgyazott D?-t
hatérol. (A fenti U-t ez a tulajdonség izotépia erejéig meghatdrozza.) Legyen tovabbé i: (D?,S') — (D%, S%)
a (D?,8') = ({0} x D%,{0} x 8D?) C (D*, S®) bedgyazas; konnyen l4thaté, hogy i(St) C S% az U trividlis
csoméval izotép. Jeldlje v(i(D?)) az i(D?) részsokasdg egy (nmyilt) csészerti kornyezetét. A kdvetkezd tétel
alkalmazasaval 1-fogantyik egy 1j reprezentacidja lehetséges.

6.1.1. tétel. A D*—v(i(D?)) peremes 4-sokasdg S* x D3-mal diffeomorf, vagyis avval a (peremes) 4-sokasdggal,
mely egy 0- és egy 1-fogantyibdl dll.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy D* — v(i(D?)) = (D? — v{pt.}) x D2, és mivel D? — v{pt.} diffeomorf S* x D*-
gyel, a tétel D-vel valé szorzas utan kdvetkezik. |

Indukciét alkalmazva lathaté be a fenti tétel dltaldnositdsa.

6.1.2. kovetkezmény. Legyenck p; € D? (j = 1,...,n) kiilonbéz6 pontok a D? diszkben, és vegyiik azt az
i:U;(D3,8}) — (D*,S%) bedgyazdst, melyet (D3,S7) — ({p;} x D* {p;} x 0D*) C (D*,S®) hatdroz meg.
Ekkor D* — V(Uji(Djz-)) az #nS' x D? sokasdggal diffeomorf, vagyis avval a 4-sokasdggal, mely egy 0- és n
darab 1-fogantyibdl dll. O

Kovetkezésképp egy 1-fogantyti ragasztdsdra igy is gondolhatunk, mint v (i(D?))-nek D*-bél valé elhagydséra.
Konnyen l4thaté, hogy egy f:S' — 0(S* x D3?) 2-fogantyiit ragaszté leképezés pontosan akkor megy 4t az 1-
fogantyiin, ha hurkolédik az i(S'), U-val izotép csoméval. Evvel tehat 1j jelolést vezethetiink be 1-fogantyiikra:
a trividlis csomé S3-ban egy ponttal elldtva jelentsen egy 1-fogantytt, 14sd a 6.1 4brat. (Ebbdl tehdt S x D3-at
gy kapjuk meg, hogy egy, a trividlis csomé &ltal hatérolt diszk belsejét D*-be nyomunk és elhagyjuk egy kis
nyilt kornyezetét.) Amennyiben ezt az 1j jelolést alkalmazzuk, a 2-fogantyik ragaszt6 leképezései (1-fogantyik
jelenlétében is) S3-ba mennek; itt pedig a tiiskéz6 kor megrajzoldsa helyett elég a két kor hurkolédési szdmat
feljegyezni. (Emlékezziink vissza arra, hogy egy 4-dimenziés 2-fogantyt tiiskézései w1 (SO(2)) = Z-re nézve affin
teret alkotnak; S3-ban azonban a csomdra illesztett Seifert-feliilet kanonikusan kijelsl egy 0 tiiskézésti elemet,
a tobbi tiiskézés ett6l éppen a hurkoléddsi szdmban tér el.)
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0

6.1 4bra:  Uj jelolés 1-fogantyukra
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elhagyhaté par

nem-elhagyhaté par

6.2 dbra:  Elhagyhat6 és el nem hagyhaté fogantyd-parok

6.2 Kirby-kalkulus

Egy 4-sokasag Kirby diagramja tehit nem mads, mint egy lanc, melyben minden csoméra vagy egy egész szam
vagy egy pont van elhelyezve — a pontozott csomék mind trividlisak és egymdéssal nem hurkolédnak. Azt
jelzendd, hogy zart sokasdgrdl beszéliink, a rajz mellé dltaldban odairjuk a 3- és 4-fogantyik szamat (bar ezt a
szdmot a rajz mar meghatdrozza).

Két fogantyi-felbontds pontosan akkor diffeomorf ha izotépidval, fogantyti-csisztatdssal és elhagyhatd parok
bevezetésével/elhagyédsival egyik felbontds a mdsikba alakithaté (2.1.5 tétel). A kovetkezdkben e két utébbi
operécié (elhagyhaté parok bevezetése/elhagydsa ill. fogantyt-csisztatds) Kirby diagram-beli megjelenitését
fogjuk targyalni.

6.2.1. tétel. A hy 1- és ho 2-fogantyd pontosan akkor alkot elhagyhatd pdrt, ha a 2-fogantyi ragaszté koére
egy pontban metszi az 1-fogantyi (pontozott) kérére illesztheté S*-ba bedgyazott D? golydt; vagyis a 2-fogantyd
ragasztdsi kire és az 1-fogantyi pontozott kire geometriailag egyszer hurkolddik.

Bizonyitds. A fenti D? éppen a h; 6vgdmbje egy darabjanak valaszthatd, igy a tétel pusztan a 2.1.4 tétel Kirby
diagramokra val6 atfogalmazasa. O

6.2.2. megjegyzés. A fenti tételben fontos, hogy a 2-fogantyi ragasztdsi kore az 1-fogantyd pontozott korét
geometriailag hurkolja egyszer; amennyiben csak az (algebrai) hurkoléddsi szamuk 1, az a(hi, hs) algebrai
metszet lesz csak egyenld eggyel, ami nem elégséges ahhoz, hogy h; és hs elhagyhaté part alkosson, 1dsd példaul
a 6.2 abrat.

6.2.3. tétel. A hy 2- és hs 3-fogantyd dltal alkotott (ha, hs) pdr pontosan akkor hagyhatd el, ha ha megfeleld
fogantyi-csisztatdsok utdn a trividlis, az dbra tobbi részétdl elvdlaszthatd csomd mentén 0 tiskézéssel van odara-
gasztva.

Bizonyitds. Az egyik irdny kézenfekvo: a trividlis csomé mentén 0 tiiskézéssel odaragasztott 2-fogantyd S2 x D2-
t ad, melyhez egy 3-fogantyit ragaszthatunk gy, hogy az eredmény D* legyen — és az elhagyhatdsag tényén
fogantyi-csisztatds nem valtoztat. Ha hs és hs elhagyhaté part alkot, akkor hs ragaszté gombjének (mely
S2-vel diffeomorf) alsé félgémbje mentén ho-t egy, a tobbi fogantyiitél diszjunkt 0 D* = S-ban levd korbe lehet
izotépidval mozgatni. A tiiskézés a fenti félgomb szerint trividlis, igy a tétel kovetkezik. O

Legyen most hy és ha két 2-foganty, és csusztassuk at hi-et ho-n. Ekkor hy ragaszté leképezése természetesen
nem vatozik (a csisztatds (X U hy)-ben egy izotdpia), h1-é azonban igen:
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U 4-fogantyu U 4-fogantyt

A) B)
6.3 abra:  Kirby diagram CP2-re és CPP2-ra

0 0

U 4-fogantyu

6.4 dbra:  S? x S? egy Kirby diagramja

6.2.4. tétel. Legyen (K;,n;) a h; fogantyi ragasztdsi kire és tiskézése (i = 1,2), és csusztassuk dt hy-et ha-n.
Ekkor az 4j hy fogantyi ragasztd kire K1# Ko lesz, melynek tiuskézése ny + ny + Lk(K1, K2)-vel egyenld. (A +
eldjel attdl fiigg, hogy a szalag, mely mentén az # Gsszefiiggd dsszeget vessziik, tartja-e az irdnyitdst vagy sem.
E2z a szalag egyébként tetszdleges lehet.)

Bizonyitds. Emlékezziink arra, hogy hi-et 4gy tudjuk ho-n dtcsisztatni, hogy K ragasztdsi gombjének (ami
esetiinkben egy kor) egy kis darabjat izotépidval addig mozgatjuk, mig az egy pontban nem metszi hy 6vgombjét
(esetiinkben ez is egy kor), lasd a magyardzatot a 2.1 fejezet elején. A §(X Uhs) 3-sokasigban a metszéspontok
érintSterében a két érintd egyenes (h; ragasztési és hy 6vgombjének érintdje) egy 1-kodimenzids alteret feszit ki;
a kimaradé6 dimenzié a ragasztdsi gobmb mozgasdnak irdnyat mutatja meg. Visszafelé tolva az eredeti dllapotot
kapjuk meg djra, elére haladva K; kis darabkdja parhuzamosan halad K»-vel, majd visszatér K;-hez. Az t,
melyen ez a kis darab K;-b6l Ks-be mozog, egy elore rogzitett szalagtdl fiigg; ezt tetszdlegesen valaszthatjuk
meg. A tiiskézésre adott formulardl legkdnnyebben gy gy6zddhetiink meg, ha K; kis darabkijaval egyiitt
egy kisérd kort is mozgatunk. Vegyiik észre, hogy a Ki# Ka-vel jelolt csomé a szalag vélasztdsatdl is fiigg (a
tiiskézés azonban csak attol fiigg, osszeadjuk-e vagy levonjuk a két fogantyit). O

6.2.5. példdk. (a) A trivialis csomé mentén n tiiskézéssel D?-hez egy 2-fogantyit ragasztva az S? feletti n
Chern-szdmt komplex vonalnyalab totalis terét kapjuk. Kordbban l4ttuk, hogy CIP2-bél (illetve W—bél)
egy pontot (pontosabban egy 4-fogantyit) elhagyva egy +1 (illetve —1) Chern-szdmu nyaldbot kapunk.
Kovetkezésképp CIP? Kirby diagramja egy 1 tiiskézésli trividlis csomé és egy 4-fogantyd — hasonléan,
CP? Kirby diagramjdt egy —1 tiiskézésti trividlis csomé adja a megfeleld 4-fogantytval; 14sd a 6.3 4brat.

(b) Mivel S? x S? a trividlis S? feletti komplex vonalnyaldb dupldzdsaként &llithaté eld, igy a O tiiskézésti
Hopf lanc (plusz egy 4-fogantyi) S? x S? egy Kirby diagramjét adja (6.4 dbra).

Osszefoglalva, 2-fogantyik csiisztatdsst tgy tudjuk egy Kirby diagramban megjeleniteni, hogy a (K1, K>)
ragasztasi koroket (Ki1# Ko, Ks)-re cseréljiik, a tiiskézéseket pedig (ni,n2) — (n1 + ne + £k(K1, Ks),ns) sz-
erint véltoztatjuk. (Emlékezziink arra, hogy # egy valasztott v uttdl is fiigg; ez a 7y egyébként tetszOleges.
Kovetkezésképp a csisztatds utdni Kirby diagram nem egyértelmii.) Egy 2/3 par elhagydsa egy, az dbra tobbi
részétol elvalaszthatd, 0 tiiskézésti trividlis csomé és egy 3-fogantyu elhagydsat jelenti. Ha hy és hy elhagyhaté
1/2 péart alkot, akkor minden, h; pontozott korével hurkol6dé 2-fogantytit elészor ha-n alkalmasan (esetleg
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6.5 dbra:  Elhagyhatd parok egy Kirby diagramban

t6bbszor is) dtcstsztatva elérhetd, hogy hy a he-n kiviili fogantyiktdl elvalaszthat6 legyen — ekkor az elhagy-
haté parnak megfeleld két csomé a diagrambdl egyszerlien elhagyhat6. (Az elhagyhat6 par 2-fogantyijanak
ragasztdsi kore hurkolédhat esetleg més 1- vagy 2-fogantyik koreivel — az 1-fogantyd pontozott kore azonban
nem teheti ezt, 1ldsd a 6.5 dbrat. Ez természetes, ha meggondoljuk, hogy olyan 1-fogantyira nem ragaszthatunk
tovdbbi 2-fogantyikat, melyet el akarunk hagyni.) Végiil egy 1-fogantyit igy tudunk egy mésik 1-fogantyin
atcsusztatni, hogy pontozott koreiket 0 tiiskézésii koroknek tekintve alkalmazzuk a 2-fogantyik csisztatdsara
tanultakat. A v 1t vilasztdsdval azonban vigydznunk kell — mivel az eredmény is egy 1-fogantyd pontozott
kore (tehdt egy trividlis, a tobbi pontozott kortél elvalaszthat6 kor) kell hogy legyen, v nem lehet tetszdleges.
(Ha azonban teljesiti az el6bbiekben leirt feltételt, a csisztatds v mentén végrehajthats.) Természetesen a
fenti transzformacidk inverzei sem valtoztatjdk meg a fogatyd-felbontds diffeomorfizmus tipusit, igy példdul
bevezethet6k elhagyhaté parok, lasd példaul a 6.6 dbrat.

Mint mar kordbban lattuk, egy fogantyi-felbontds fogantydinak metszései és a sokasidg homoldgiai kozott
szoros Osszefliggés van — lasd az 1.3 fejezetet. A kovetkezOkben ezt a kapcsolatot egy olyan egyszeresen
Osszefiiggd X 4-sokasdgra vizsgdljuk, melynek adott fogantyi-felbontdsdban nem szerepelnek sem 1- sem 3-
fogantyuk.

6.2.6. tétel. A 2-fogantyik ragaszté koreinek hurkoldddsi mdtriza (a tuskézésekkel a diagondlisban) éppen @ x -
et adja meg Hy(X;Z)-nek a 2-fogantyik dltal meghatdrozott bdzisdban.

Bizonyitds. Az 1.3.2 tétel szerint a 2-fogantyik éppen H2(X;Z) egy bazisat adjdk (hiszen a feltétel szerint
C, = C3 = 0). Legyen (Z;,0Z;) C (D*,5%) olyan bedgyazott feliilet, melyre 8Z; = K; az i-edik 2-fogantyid
ragasztasi kore. Ekkor Z;-ket a 2-fogantyik magjaival zart feliiletekké téve Ho(X;7Z) fenti bazisdnak kapjuk
feliilet-reprezentdnsait. Mivel a fogantyik magjai diszjunktak és az £k(K;, K;) hurkol6dési szim megegyezik Z;
és Z; algebrai metszetével, az 4llitas kovetkezik. O

6.2.7. megjegyzés. Egy egyszeresen Osszefiiggé CW-komplexusra mindig talalhaté olyan cella-felbontds, mely-
ben sem 1- sem 3-celldk nem szerepelnek. Nyitott kérdés azonban az, hogy egyszeresen Osszefiiggd zart 4-
sokasagra 1étezik-e olyan fogantyui-felbontas, melyben nem szerepelnek 1-fogantyuk.

A kovetkezd 4llitas az Osszefiiggl Osszeg és a Kirby diagramok kozotti kapcesolatot mutatja meg.

6.2.8. allitas. Rdgzitsink egy Kirby diagramot az X, illetve az X2 sokasdgra. Ekkor a két diagram wunidjdt
véve az X1# Xy 4-sokasdg egy Kirby diagramjdt kapjuk.
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6.6 abra: Példa egy elhagyhaté par bevezetésére
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Bizonyitds. Tévolitsuk el X; és X, 4-fogantyijat, és vegyiik az igy kapott (S2 peremii) sokasdgok hatdrosszegét.
Ez nem jelent mdst, mint egy l-fogantyd bevezetését, mellyel a két O-fogantyd koziil az egyiket rogton el
is hagyhatjuk. Tehdt a peremes sokasdgok hatdrdsszege 6rokli a fogantyi-felbontdsokat, igy egy 4-fogantyu
visszaragasztdsa utdn a diagram éppen a két diagram diszjunkt (egymdstdl sikkal elvdlaszthatd) unidja lesz. [

6.2.9. feladatok. (a) Lassuk be a fenti Kirby diagramok és fogantyi-csisztatds segitségével, hogy S? x
S24CIP2 és CP?2 #2CP2 diffeomorfak.

(b) Altalénosabban, bizonyitsuk be, hogy ha X-nek van egy olyan fogantyi-felbontésa, melyben nem szere-
pelnek 1-fogantytk, és Qx paratlan, akkor X #52 x §2 és X #CP2 #CP? diffeomorf 4-sokasigok.

Egy (X, d_X) relativ fogantyd-felbontésra a kdvetkezd médon adhatunk Kirby diagramot. Legyen Y olyan
4-sokasdg, melynek pereme J_X, és vegyiik ennek az Y-nak egy fogantyi-felbontdsat. Feltehetd (Y esetleges
olyan megvéltoztatdsdval, mely a peremét nem befolydsolja), hogy a felbontdsban sem 1- sem 3-fogantyik nem
szerepelnek. A kapott tiiskézett lanc tehdt egy 0_ X hatdru 4-sokasdgot jelképez, erre kell X fogantydit ragasz-
tani — ezekre mar megvan a kifejlesztett jel6lésrendszer. Ahhoz, hogy X és Y fogantyuit megkiilénbo6ztessiik, a
kovetkezo konvencidt alkalmazzuk: az Y-beli tiiskézéseket tegyiik zardjelbe. Természetesen egy Y-beli fogantyd
nem csusztathaté at egy X-belin, mas fogantyi-csisztatisok azonban elvégezhetdk, és az eddig megismert
médon transzformdljdk rajzunkat. A kordbbiakhoz hasonéan lehet (természetesen csak X-ben) elhagyhaté
parokat elhagyni/bevezetni. Relativ fogantyi-felbontasok Kirby diagramjait a tovdbbiakban nem fogunk alka-
Imazni, igy ezek részletes targyaldsitol eltekintiink (a tovabbi részletekrdl 1asd [GS]).
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7. eloadas

Kobordizmusok, h-kobordizmusok

Ebben a fejezetben sokasdgok kobordizmusaival illetve h-kobordizmusaival fogunk foglalkozni; a 4-dimenzids ese-
tre a kovetkezo fejezetben fogunk kiilon kitérni. Az X és X zdrt, irdnyitott n-dimenzids sokasdgok koborddnsak,
ha létezik olyan W™ *t! (n+1)-dimenziés sokasig, melyre OW = XU X, teljesiil. Az n-dimenzi6s zart, irdnyitott
sokasdgok kobordizmus-osztélyai a diszjunkt uniéra (II) mint 6sszeaddsra nézve egy Abel-csoportot alkotnak,
melyet Q,-nel jel6liink. Konnyt szdmolds mutatja, hogy Qo = Z, ;1 = 0 és 22 = 0. Rohlin egy tétele szerint
Q3 = 0, vagyis minden irdnyitott, zart 3-sokasig el6all egy irdnyitott 4-sokasdg hatdraként. Az [X] — o(X)
leképezés (mely tehdt X* kobordizmus-osztalydhoz X szignatirdjat rendeli) egy Q4 — Z homomorfizmust ad
meg, melyrdl beldthatd, hogy izomorfizmus, kovetkezésképp Q4 = Z. (A fenti allitdsok bizonyitdsai példaul
Kirby [K2] kényvében taldlhaték meg.)

7.1 h-kobordizmusok

7.1.1. definicié. Az X, és X, zdrt, irdnyitott, egyszeresen Osszefiiggd n-dimenzids sokasdgok h-koborddnsak
(vagyis homotopikusan kobord4nsak), ha létezik kozdttiik egy olyan W™ +! kobordizmus, melyre az i;: X; — W
(7 = 0,1) bedgyazdsok homotopikus ekvivalencidk.

A kovetkezokben h-kobordizmusokat fogunk részletesen vizsgélni, és a kovetkezd eredményt fogjuk beldtni.
7.1.2. tétel. (h-kobordizmus tétel) Tegyiik fel, hogy W egy h-kobordizmus az egyszeresen dsszefiiggdé Xo, X1

n-dimenzios sokasdgok kiézdtt és n > 5. Ekkor W diffeomorf a trividlis Xo x I kobordizmussal.

7.1.3. kovetkezmény. Ha Xy és X h-koborddns (egyszeresen Gsszefiiggd) n-sokasdgok és m > 5, akkor Xq és
X, diffeomorfak. O

7.2 A h-kobordizmus tétel bizonyitasa

Legyen W™*! egy h-kobordizmus X, és X; kozott, és vegyiikk W egy relativ fogantyi-felbontdsdt _ W = Xg
valasztassal. Célunk megmutatni azt, hogy ez a felbontds trividlisnak is valaszthatd, vagyis feltehetd, hogy nem
tartalmaz egyetlen fogantyit sem. Kordbbiakbdl (2.1.7 &llitas) kovetkezik, hogy feltehetjiik, a felbontds nem
tartalmaz 0- és (n + 1)-fogantyidkat.

7.2.1. allitas. Legyen W egyszeresen 0sszefiiggd kobordizmus, és tegyiik fel, hogy n > 4. Ekkor a fogantyi-
felbontdsrdl feltehetd, hogy nem tartalmaz 1-fogantyit.

Bizonyitds. Adott fogantyd-felbontds h 1-fogatyijdhoz egy elhagyhaté 2-fogantyd/3-fogantyd part fogunk
taldlni, melyre h és a 2-fogantyd szintén elhagyhaté part alkot. Ilymédon (elhagyva a h/2-fogantyd part) h-t
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a fenti 2-fogantyi/3-fogantyd par 3-fogantydjira cseréltiik; ezt a miiveletet minden 1-fogantydn elvégezve az
allitas kovetkezik.

Legyen tehdt Wy = Xo x I U {1-fogantyik} U {2-fogantyiik}, és legyen K; olyan bedgyazott kor 0, Wa-
ben, mely h 6vgdmbjét egyszer metszi, Ko pedig a tobbi fogantyitdl diszjunkt Xy x {1}-beli trividlis csomé
a trividlis tiiskézéssel. A kordbbiak szerint K; mentén (tetszOleges tiiskézéssel) Wa-hoz egy 2-fogantyit ra-
gasztva h-t egy elhagyhaté par 1-fogantydjava tehetjiik. Ko mentén pedig (a trividlis tiiskézéssel) olyan
2-fogantyd ragaszthat6, melyhez alkalmas 3-fogantyidt ragasztva egy elhagyhaté 2-fogantyt/3-fogantyi part
kapunk. Ezt az utébbi elhagyhaté part bevezetve csak azt kell beldtnunk tehdt, hogy K; és Ka a 0.Ws
peremben izotépak. Mivel w1 (W) = m(Xo) = 1, és igy Wa is egyszeresen Osszefiiggd (hiszen m1(W)-ben az
1-fogantyik adjdk a generdtorokat, mig a 2-fogantyik a reldcidkat), azt rogtéon megkapjuk, hogy K; és K» a
W5 sokasidgban homotépok. Egy ilyen homotdpidrdl dimenzié okok miatt feltehetd, hogy diszjunkt Wy minden
1- és 2-fogantyijanak magjitdl (melyeket fiiggblegesen lefolytattunk egész Xo x {0}-ig). Ebbdl kovetkezdleg
a homotdpia 0; Ws-ben is vélaszthaté. Ebben az n-dimenziés sokasdgban (n > 4) azonban egy homotdpiardl
feltehetd, hogy izotépia: n > 4-re egyszerlien a homotépia (a 2-dimenzids csé folytonos képe) bedgyazottnak
véalaszthatd; n = 4 esetében pedig (ismét dimenzié okokbél) a csének véges sok Ondtmetszése van, melyekrol
feltehetjiik, hogy kiilonb6z6 t paraméter-értékekhez tartoznak. Evvel az észrevétellel a bizonyitas kész. O

7.2.2. kovetkezmény. Egy W™t (n > 4) h-kobordizmusrdl feltehetd, hogy nem tartalmaz 0-, 1-, n- és (n+1)-
fogantyikat.

Bizonyitds. Az el6z6 dllitdst a dudlis felbontésra alkalmazva (és hasznalva, hogy n > 4) a kovetkezmény adddik.

|

Jelolje {hi,...,hi } a W egy fenti fogantyi-felbontasdnak i-fogantydit. Mint azt mér lattuk, a {h! | j =
1,...,n;} szabad generdtorokkal generédlt C; szabad Abel-csoportok az 1.3 részben definidlt 9:C; — C;_1
hataroperdtorokkal egy olyan (C;,d) lanckomplexust alkotnak, melyre H,(C,0) = H.(W,0_-W;Z). Mivel ez
utébbi csoport trividlis (hiszen W h-kobordizmus), kénny{i algebrai megfontolds bizonyitja a kovetkez6 dllitdst.

7.2.3. tétel. A C; csoportoknak léteznek olyan {ki,.. .,kf“} bdzisai, hogy ezekben a bdzisokban a O leképezést
olyan mdtrix reprezentdlja, melynek diagondlisdiban 1 vagy 0 dll, a diagondlison kivili elemek pedig mind 0-k. O

A fenti tétel mas szavakkal azt jelenti, hogy a bdzisok {k; |i=2,...,n—1; j =1,...,n;} unidjdnak létezik
egy {(ki,, ki ')} parokra torténd particidja tgy, hogy Ok}, = ki, .

7.2.4. tétel. Egy fenti tipusi bazistranszformdcio C;-ben fogantyi-csusztatdssal is megualdsithatd. Kovetkezésképp
feltehetjiik, hogy a k; € C; bdziselemek i-fogantyiknak felelnek meg.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 7 > k esetén elvégeztiik a sziikséges fogantyu-csusztatdsokat, és megtaldltuk
a C; csoportok megfeleld bézisait. Indukciét alkalmazva tehdt pusztdn egy olyan (h* h*~1) fogantyid-pért
kell talalnunk, melyre Oh* = A¥~1. (Ebbdl 82 = 0 miatt Oh* ! = 0 mar kdvetkezik.) Ekkor (esetleg hF-t
a tobbi fogantyin — esetleg tobbszor is — &tcsisztatva) feltehetd, hogy hF~! nem szerepel més k-fogantytd
hatérdban, igy az eljaras folytathats. A (h*, h*~1) fenti par megtal4ldsdhoz azonban elég egy olyan part taldlni,
melyre Oh* = hF~1 4+ tovébbi (k — 1)-fogantyiik linedris kombindciéja, hiszen h*~! alkalmas (esetleg tobbszori)
csisztatdsdval ez a par mar egy Oh* = h*~l-et teljesitd parrd alakithaté. Legyen tehdt n = {|n;;| | h;?_l
egyiitthat6ja OhF-ban n;;}. Az euklideszi algoritmust alkalmazva konnyen lathatd, hogy n > 1 esetén n értéke
csokkenthetd, ami bizonyitja az &llitast. O

Ilymédon tehat a ki fogantyt S, (ki) ragaszté gémbje algebrailag egyszer metszi ki, ' vgdmbjét, és S (ki)
algebrailag nulla pontban metszi minden tovabbi (i — 1)-fogantyd 6vgombjét. Ez természetesen nem jelenti azt,
hogy Sa(kj.l) ténylegesen diszjunkt ezektol az 6vgomboktol (és k;;l ovgdmbjét pontosan egy pontban metszi) —
az algebrai metszetszam kiszamitdsanal a pontokat elGjelesen szamoljuk Gssze, igy az ellentétes elGjelii pontpdrok
az algebrai metszetszamon nem, csak a geometriain valtoztatnak.
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7.2.5. megjegyzés. Két fogantyu (vagy altaldnosabban, két komplementer dimenzids 31, Yo zdrt részsokasig)
algebrai metszetszdmdt mar az 1.3.1 megjegyzésben tisztdztuk. A y(X1,X2) geometriai metszetszdmon pusztan
a transzverzdlis metszet (véges) |X1 N Xz| elemszdmat értjiik. Nyilvdn |a(2, 23)| < 7(Z1,Z2) (és az utébbi
mindig nem-negativ) és a(X1, X2) = v(21, ¥2) (mod 2). Mint azt a fenti okfejtésben mar emlitettiik, a(X1, X3) =
7(21, X2) nem feltétleniil 4ll fenn minden X1, X5 esetén.

A kovetkezd tétel éppen a két szdmitasi méd kozti kiilonbséget “tiinteti le”. Ez az a pont, ahol az n > 5
feltétel nagyon fontos lesz — mint ldtni fogjuk, n = 4 esetén sem a kovetkezd tétel (a “Whitney triikk”), sem a
h-kobordizmus tétel maga nem igaz.

7.2.6. tétel. (Whitney triikk) Tegyiik fel, hogy Y{*,Ys® C X™™ Gsszefiiggs, irdnyitott, zdrt, sima n- és m-
dimenzids részsokasdgok az X (n-+m)-dimenzids egyszeresen dsszefiiggd sima sokasdgban és Yy transzverzdlisan
metszi Yo-t. Tegyiik fel tovdbbd, hogy m > 3 és n > 2 (valamint ha n = 2 akkor m (X —Y2) = 1). Ekkor ha
D,q € Y1 NY, elbjele kilonbozd, akkor taldlhatd egy olyan ¢: X x [0,1] = X leképezés, melyre régzitett ¢ € [0, 1]
mellett p(z) = p(z,t) diffeomorfizmus, po =idx és p1 (Y1) NY2 =Y1NY2 — {p,q}. O

Kovetkezésképp X egy ¢ izot6pidjaval Y; elmozdithaté gy, hogy v(Y1,Y2) kettdvel csokken (hiszen p és g
eltiinik a metszetbdl), mig a(Y7,Y2) valtozatlan marad. A fenti eljards véges sokszori alkalmazésédval feltehetd
tehdt, hogy (a tétel feltételeinek teljesiilése esetén) a(Y1,Ys) = +7v(Y1,Y2), vagyis minden metszéspont azonos
eléjelii lesz.

7.2.7. megjegyzés. A 7.2.6 tétel bizonyitdsa vizlatosan a kovetkezd mdédon torténik: Legyen C; (illetve Cs)
egy p-t g-val Yi-ben (ill. Y3-ben) Gsszekotd dt. A kettSt sszeflizve tehdt egy Cp 4 kort (egy, a {p,q} péarhoz
tartoz6 Whitney kért) kapunk. A feltételek szerint X — (Y; UY>) egyszeresen &sszefiiggd, igy Cp 4 egy f: D? — X
(ahol is f(int D?) C X — (Y1 UY3)) leképezés f|sp> megszoritdsanak képeként &llithaté els. Mivel dim X > 5,
a fenti f leképezésrél feltehetd, hogy bedgyazds. (Az f(int D?) = D,, C X — (Y1 UY>) képet szokds a
{p, ¢} pérhoz tartozé Whitney diszknek nevezni.) Mivel p és g elGjele kiilonbo6z6, beldthatd, hogy a fentiek
valéjaban egy D? x D™"t™~2 2_fogantyi beigyazdsara is elmondhatdk; mégpedig tgy, hogy Yi-ben a perem
képe C; x D™ 1 (ill. Yz-ben Cy x D™~ 1) lesz. (Ez az a pont, ahol kihasznaljuk, hogy p és q ellentétes eljelii
metszéspontok.) Az ilymédon megtaldlt 2-fogantytiban (lokdlisan) konnyen taldlhaté egy p-t és g-t eltiintetd
izotdpia, ami bebizonyitja a tételt.

7.2.8. feladat. Ellenérizziik le, hogy a 7.2.2 kdvetkezmény &ltal adott fogantyi-felbontas megfelel6 foganty-
pérjainak ragasztasi és 6vgombjeire teljesiilnek a Whitney triikk (7.2.6 tétel) feltételei. (Otlet: Mivel nincsenek
0-, 1-, n- és (n+ 1)-fogantytk, a dimenzi6-feltétel automatikus; igy pusztdn 71 (X —Y3) = 1-et kell leellendrizni;
evvel kapcsolatban ldsd a 8.2.1 feladatot.)

A 7.2.6 tételt sorra a {(k;l,k;;I)} parokra alkamazva azokat elhagyhaté pdrokka tehetjiik; ugyanigy a 0
algebrai metszést mutaté fogantyd-parok ragasztd és ovgbmbjeit is diszjunkttd tehetjik. (Vegylik észre, hogy
a 7.2.7 megjegyzésben leirt vazlat azt mutatja, hogy a Whitney triikk lokalis, vagyis p és ¢ eltiintetés soran
nem keletkeznek jabb metszéspontok.) Az elhagyhaté pirokat egymds utdn elhagyva végiilis W egy olyan
felbontdsat kapjuk, melyben egyetlen fogantyt szerepel sem, igy a h-kobordizmus tételt belattuk. O

A h-kobordizmus tételnek szamos fontos és érdekes alkalmazdsa taldlhaté a magasabb dimenzids sokasdgok
topoldgidjanak tanulményozisiban; ezen témékra jelen jegyzetben nem tériink ki, ldsd példdul Milnor [M3]
konyvét.
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8. eloadas

h-kobordizmusok 4-dimenzios
sokasagok kozott

Az el6z6 eléaddsban beldtott h-kobordizmus tétel (7.1.2 tétel) bizonyitdsdban tObbszor is hasznaltuk az n > 5
feltételt. Ebben az eléaddsban (egy 10. eléadds-beli tételt alkalmazva) beldtjuk, hogy n = 4 esetén a h-
kobordizmus tétel nem igaz, majd a témahoz kapcsolédé érdekes eredményeket mutatunk meg.

8.1 h-kobordizmusok és metszetformak

Legyen tehdt W5 egy egyszeresen Osszefiiggd h-kobordizmus X és Xi egyszeresen Osszefiiggd 4-dimenzids
sokasdgok kozott. A 7.2.2 kovetkezmény (mely csak n > 4-et kivdn meg) alapjdn W-nek vélaszthaté olyan
fogantyu-felbontdsa, melyben csak 2- és 3-fogantyik szerepelnek. Jeldlje Wy az X x I-hez ragasztott 2-fogantyik
unidjat.

8.1.1. lemma. Ha Ws-ben k darab 2-fogantyi szerepel, akkor 0. Ws diffeomorf Xo#k(S? x S?%)-vel.

Bizonyitds. Legyen S C 0+(Xo x I) a h 2-fogantyd ragasztdsi gbmbje. Mivel 0, (Xo x I) = Xo x {1} egy
egyszeresen Osszefiiggd 4-dimenzids sokasag, feltehetd, hogy S (izotépia erejéig) egy S*# X, felbontdsban a
standard S C S*-gyel azonos. Ebben az esetben pedig a fogantyi-ragasztds egy kobordizmust jelent S* és
82 x 8? kdzodtt; az érvelést a tobbi 2-fogantytra elismételve a lemma adédik. |

8.1.2. feladat. Ldassuk be, hogy S* x I-hez a standard S' C S* x {1} mentén egy (5-dimenziés) 2-fogantyit
ragasztva a kapott V sokasigra 0,V ~ S% x S? teljesiil.

8.1.3. kovetkezmény. Ha X, és Xy h-koborddns 4-sokasdgok, akkor létezik olyan k hogy Xo#k(S? x S?) ~
X1#k(S% x §?%).

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z6 lemmat a duélis felbontasra, és vegyiik észre, hogy a dudlis vételével pusztin
felcseréljiik Xo és X7, illetve a 2- és 3-fogantyik szerepét. Mivel X, és X; h-kobordansak, tehdt Qx, = Qx,, a
8.1.1 lemmabdl Xy-ra és X;-re kapott két k érték megegyezik, igy a kovetkezmény adddik. O

A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy egy 4-sokasag h-kobordizmus-osztilya a sokasag algebrai tulajdonsagaitdl
fiigg csak. Ez a tétel az els6 1lépésnek bizonyul majd a kordbban mér t6bbszor emlitett topologikus osztdlyozas
irdnyaba.

8.1.4. tétel. Az X, és X egyszeresen Gsszefiiggl 4-sokasdgok kézott pontosan akkor létezik eqgy W5 h-kobordizmus,
ha QXO = QXI .
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Bizonyitds. A W?® h-kobordizmus léte egy i} o (i) ~': H*(Xo; Z) — H*(X1;7Z) gyfirti-izomorfizmust ad, mely
bizonyitja, hogy @x, = @x,. Ha Qx, = Qx,, akkor specidlisan o(Xo) = 0(X1), igy létezik egy V kobordizmus
Xo és X; kozott. Ennek 1-fogantyuit kimitve egy olyan V' kobordizmust kapunk, melynek van csak 2- és
3-fogantytkat hasznilé fogantyu-felbontdsa (alkalmazzuk 7.2.2 kdvetkezményt). Legyen Vi = (Xo x I) U {2-
fogantytk}, mig DV, ennek komplementuma V'-ben. Mint azt mér 14ttuk, 8, V' diffeomorf Xo#kS? x S2-
vel (itt k a V'-beli 2-fogantytik szamit jeloli). Ha V3-re tgy tudjuk DV,-t rdragasztani, hogy a 2-fogantyik
6vgombjei algebrailag d;; szerint messék a 3-fogantyik ragaszt6 gombjeit, akkor a valasztott f ragasztdssal Vy Uy
DV, = W egy h-kobordizmus lesz. Kovetkezésképp, a tétel bizonyitdsdhoz pusztén egy elbirt p: Ho (04 Vs; Z) —
H,(0_DVy; Z) izomorfizmusra kell egy olyan f diffeomorfizmust taldlni, melyre f. = ¢. Eazt garantdlja a
kovetkezo tétel, mellyel a 8.1.4 tétel bizonyitasa kész. O

8.1.5. tétel. (Wall, [W2]) Legyen X egyszeresen sszefiiggs, indefinit metszetformdji 4-sokasdg. Ekkor (Ha(X#5%x
S%,7), Qx#52x52) minden o automorfizmusdhoz létezik egy olyan f: X#5%2x 82 — X#852x 82 diffeomorfizmus,
hogy a = f,. -

8.1.6. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti érveléssel valéjdban minden ¢: H2 (04 V5; Z) — H2(0-DVy; Z)
izomorfizmusra kapunk egy olyan W, h-kobordizmust, mely éppen ¢-t indukélja.

A 8.1.5 tétel bizonyitasa algebrai és Kirby-kalkulus érvek érdekes kombinéciéja. El8szor az Aut(H?2 (X #52 x
S%Z), @x4s2xs2) automorfizmus-csoport egy alkalmas generdtorrendszerét kell megtaldlni, majd ezekre az
automorfizmusokra ladthaté be — Kirby-kalkulust alkalmazva —, hogy diffeomorfizmusokkal indukdlhaték. A
bizonyitas részletei Wall [W2] cikkében taldlhaték meg.

A magasabb dimenziés h-kobordizmus tétel bizonyitdsat imitdlva megprébéljuk a 3-fogantyik ragasztd
gémbjeit izotdpiaval igy elmozditani, hogy azok a megfelel6é 2-fogantyikkal elhagyhaté parokat alkossanak,
és igy belatni azt, hogy a W h-kobordizmus trividlis. Jelolje tehdt A; C 0. Wa az i-edik 3-fogantyd ragasztési
gombjét, B; pedig a j-edik 2-fogantyd 6vgombjét. Tegyiik fel, hogy A; - B; = 0;;, vagyis a fogantyik alge-
brailag elhagyhaté parokat alkotnak. Ez természetesen nem jelenti azt, hogy A; N B; = 0 (i # j esetén) és
A;NB; = {pt.}, hiszen az algebrai metszet szdmitdsakor az ellentétes el6jeli pontparokat nem vettiik figyelembe.
Magasabb dimenzidéban a Whitney triikk segitségével értiik el, hogy az algebrai metszet egyenl6 legyen a ge-
ometriaival, amibol a h-kobordizmus tétel konnyen adédott. A 4-dimenzids esetben azonban tébb problémaval
is szembe kell nézniink.

8.2 Casson tornyok és fogantyik

Legyen tehat p, g € A;NB; és tegyiik fel, hogy p és g ellentétes eldjeliiek. Vegyiik a nekik megfelel6 C}, , Whitney
kort, vagyis kossiik Ossze p-t és g-t A;-ben és Bj-ben, majd vegyiik e két gorbe altal alkotott kort. Hasonléan a
magasabb dimanziés esethez, B;-k komplementuma (ill. A;-k komplementuma) egyszeresen Osszefiiggé lesz, az
azonban nem vildgos, miért lesz Cp 4 a 04 W2 — (UA; U B;) térben pontrahizhatd.

8.2.1. feladat. Lassuk be, hogy 71 (04 Wa— (UL 4;)) = m (04 W2—(U}_, B;)) = 1. (Otlet: Léssuk be azt, hogy
04 Wy — (U B;) az X — {az n darab 2-fogantyu ragasztési kore} térrel homeomorf; innen dimenzié okokbdl
kovetkezik az egyszeres Osszefiiggség. Hasonlé érvelés (a dudlis felbontédsra) adja, hogy w1 (04 Wa — (U1 4;)) =

1)

8.2.2. lemma. (Casson) Esetleg tovdbbi p',q' € A; N B; ellentétes eldjelii metszéspontokat bevezetve (vagyis
Bj-ket megfeleld izotdpidval mozgatva) elérhetd, hogy m (04 W2 — (U;4; U; Bj)) = 1. O

8.2.3. megjegyzés. Casson fenti lemmadja latszélag eredeti célunk ellen miikddik, hiszen az jabb (ellentétes
elgjelil) metszéspontok bevezetésével noveljiik az algebrai és geometriai metszetszdm kozti kiilonbséget. Ez
az az ar, amit a gombok komplementuménak egyszeres Osszefiiggségéért (mely a gondolatmenet kezdetéhez
sziikséges) fizetniink kell. A 8.2.2 lemma bizonyitdsa [C] és [K2] konyvekben taldlhaté meg; a f6 Stlet a kdvetkezd:
alkalmas (a 8.1 dbrdn bemutatott) izotépidval — és p’, ¢’ metszetpontok bevezetésével — a my (04 Wo—(UA;UB;))
fundamentalis csoport generatorai sorban megdlhetok.
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8.1 dbra: Egy Casson-féle izotdpia

Végezziik el tehdt a sziikséges izotGpidkat, a (pk, gx) ellentétes eldjellii metszéspontokra vegyiik a megfeleld
Whitney koroket, és rogzitsiink diszjunkt Dy — 04 Wy — (UA; U B;) immertalt Whitney diszkeket. Amennyiben
Dy, bedgyazott, a Whitney triikk alkalmazhaté. Az n = 4 esetben azonban a Dj diszkekrdl nem tehetd fel,
hogy bedgyazottak; azt azonban feltehetjiik, hogy csak véges sok dupla pontot tartalmazé immerzidval vannak
0. W> — (UA; U Bj)-ba beképezve. (A diszjunktsdg eléréséhez valéjdban esetleg tovdbbi dupla pontokat kell
bevezetni a diszkeken; Casson fenti lemmadja értelmében igy elérhetd, hogy a mar rogzitett diszkek komplemen-
tuma is egyszeresen Osszefiiggd maradjon.) A Whitney diszkek dupla pontjainak eltiintetéséhez djabb Whitney
koroket és jabb immertalt Whitney diszkeket vezetiink be, melyek komplementumét Casson lemméjat alka-
Imazva egyszeresen Osszefiiggévé tehetjiik, majd az eljardst tovabb ismételjiik. Az m-edik 1épés utdn ilymédon
minden eredeti C},,, Whitney kérre egy m magassdgu CT,", Casson tornyot definidltunk. Rogzitett p, g-ra
vegyiik ezek U, CT,% uni6jit, és hagyjuk el a hatdr azon részét, melyet nem ragasztottunk az els6 1épésben
Cp,q egy kornyezetéhez. Az igy kapott CH,, topologikus teret Casson fogantyinek hivjuk. A kovetkezd
alapveté eredmény a fent leirt Casson fogantyik topoldgidjat adja meg; ezen tétel alapjan bizonyithaté be a
4-dimenzids topologikus h-kobordizmus tétel. A 8.2.4 tétel bizonyitdsa rendkiviil bonyolult, mind terjedelmében
mind mélységében messze tilnyilik jelen jegyzetiink keretein. (A bizonyitds megtaldlhat6 példdul Freedman
eredeti cikkében [F], valamint a [FQ], [K2] kdnyvekben.)

8.2.4. tétel. (Freedman, [F]) A fent leirt mddon elkészitett (CH,0CH) Casson fogantyi (a megmarad hatdrral)
a (D? x D% 0D? x D?) 2-fogantyival, mint térpdrral homeomorf. O

Kovetkezésképp topologikusan minden Cp, Whitney korre taldlhaté egy Whitney diszk, igy a magasabb
dimenzids h-kobordizmus tétel bizonyitdsit elismételve azt kapjuk, hogy W homeomorf X, x I-vel. (Hiszen
topologikus izotdpidkat alkalmazva a megfelel6 Whitney triikkok elvégezhetdk, tehat — topologikus valtoztatasok
utdn — a geometriai és algebrai metszetszamok egyenlévé tehetdk.) Kovetkezésképp h-kobordans 4-sokasdgokrol
beldttuk, hogy homeomorfak. EbbSl adédéan megkapjuk Freedman 4.1.2 tételének egy specidlis (de nagyon
fontos) esetét:

8.2.5. tétel. Két egyszeresen dsszefiiggd, sima, zdrt 4-sokasdg pontosan akkor homeomorf, ha metszetformdik
izomorfak. O

Mivel a fenti 8.2.4 Tétel nem garantdl diffeomrofizmust, W nem feltétleniil diffeomorf Xy x I-vel. A fenti
érvelés egy (egyszeril) részét elismételve azonban a kbvetkezd, a sokasagok sima struktirdjira vonatkozé (sokkal
gyengébb) eredményt kaphatunk:

8.2.6. tétel. ([CFHS]) A (W, Xo, X1) h-kobordizmusnak létezik egy olyan (V, Uy, Ur) rész-h-kobordizmusa (ami
a peremen trividlis), melyre U; pontrahiizhaté része X;-nek és a (W —int V, X — int Uy, X1 — int U1) hdrmas
a trividlis h-kobordizmus, azaz mint hdrmas diffeomorf Xo — int Uy x I-vel. O

Ilymédon tehat 4-dimenzids sokasidgok k6zotti h-kobordizmusok egy pontrahizhatd részt leszamitva trividlisak
— ez a pontrahidzhaté rész azonban meglehetdsen komplikalt lehet.
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8.3 Egzotikus r*-ek

A 4-dimenziés topolégia talan legmeglepSbb eredménye egzotikus R*-ek 1étezésének bizonyitésa.

8.3.1. definicié. Az X sima 4-dimenziés sokasig egy egzotikus R*, ha X homeomorf de nem diffeomorf a
standard euklideszi R*-gyel.

Hasonléan definidlhatndnk egzotikus R”-t minden n-re, ilyenek azonban n # 4 esetén nem léteznek, hiszen
egy klasszikus eredmény szerint:

8.3.2. tétel. Ha az X sima n-dimenzids sokasdg R"™ -nel homeomorf és n # 4, akkor X és R™ diffeomorfak. [

A kovetkezOkben — egy kés6bbi eredményt és Freedman fenti alapvetd eredményét (8.2.4 tétel) felhasznélva
— a kovetkezo egzisztencia-tételt fogjuk beldtni.

8.3.3. tétel. Létezik egzotikus R*.

8.3.4. megjegyzések. Az els6 egzotikus R* megtaldldsa utdn hamar kideriilt, hogy rengeteg ilyen sokasig
van. A kovetkezok igazak példdul (a teljesség igénye nélkiil):

(a) A sik minden régzitett (z,y) pontjdhoz hozzirendelhetiink kontinuum sok, paronként nem diffeomorf
egzotikus R*-et; a sik kiilénb6z6 pontjaihoz tartozé egzotikus R*-ek sem diffeomorfak.

(b) A standard R* nyilt részhalmazaként kontinuum sok egzotikus R* 4ll el§.

(c) Az IR? siknak létezik a standard R*-be olyan sima bedgyazdsa, mely mentén dupla eldgazé fedést véve az
eredmény egy egzotikus R?* lesz.

Az el6adds hatralevd részében a 8.3.3 tétel bizonyitdsat vizoljuk majd. Legyen tehdt W egy h-kobordizmus
(egy kés6bb meghatirozandd) Xo és X; térpar kozott. Ha taldlunk olyan Xo, Xy part, melyek nem diffeomorfak
(de homeomorfak), akkor W simdn nem (csak topologikusan) triviglis.

8.3.5. tétel. (Lasd még 10.2.7 kovetkezményt.) Legyen Xo a kordbban megismert K3-felilet felfijtja, X,
pedig 3CP2#20CP2. Ekkor Qx, = Qx, (igy Xo és X1 h-koborddnsak), de Xo és X1 nem diffeomorfak (tehdt
a h-kobordizmus simdn nem trividlis).

A Qx, = Qx, allitds konnyen kovetkezik a kordbbiakbdl. Ahhoz, hogy belassuk, X, és X; nem diffeomorfak,
Seiberg-Witten invaridnsok (részleges) kiszdmitdsara van sziikség (ldsd a 10. eladdst).

Vegyiink tehit egy W h-kobordizmust Xo és X; k0zott, és végezziik el az eddig tanult egyszeriisitéseket —
vagyis tegyiik fel, hogy W fogantyui-felbontasaban csak 2- és 3-fogantyik szerepelnek, és 0, Wa-ben a ragaszté
és 6vgdmbok extra metszéspont-parjaira odaragasztottuk a megfelelé Casson fogantyikat. Extra 6natmetszések
bevezetésével feltehetd, hogy a fenti Casson fogantyik mind diffeomorfak egymaéssal. Feltehetd tovabba az is,
hogy az Ov- és ragasztasi gobmbok szimmetrikusan metszik egymast, vagyis az ¢-edik Ov és a j-edik ragasztdsi
gémb geometriai metszete megegyezik a j-edik 6v és az i-edik ragasztasi gomb geometriai metszetével. Legyen
U a ragasztési és 6vgombdk unidjanak kis kornyezete, V' pedig U és a fenti Casson fogantyik unidja. Evvel
0, W5 egy V nyilt részét kapjuk; ehhez a megfelelé 3-fogantytkat ragasztva — vagyis a ragasztdsi gombok
mentén miitve — X;-nek egy R; nyilt, mig az 6vgdmbok mentén miitve Xyp-nak egy Ry nyilt része adédik. A
fenti szimmetria miatt konnyen lathatd, hogy Ry és R; diffeomorfak.

8.3.6. tétel. Az Ry sokasdg nem diffeomorf R*-gyel.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy Ry diffeomorf R*-gyel. Legyen az U C V rész miitét utani képe Ry-ban C.
Mivel C kompakt, az Ry = R?* feltevésbdl adédéan létezik egy olyan D§ siman bedgyazott zért diszk, mely C-t
tartalmazza. Ennek S% pereme mar C-n kiviil van, ahol pedig h-kobordizmusunk mér trividlis. Ilymédon ez a
perem megjelenik X;-ben is, mint a Dj-en végrehajtott miitétek képe. Mivel ez is egy D*, a W kobordizmust a
fenti diszkek felett a trividlisra cserélve egy X és X; kozotti trividlis h-kobordizmust taldltunk, ami azt jelenti,
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NN,

8.2 dbra:  Metsz6 gombok kornyezete egy 4-sokasdgban

hogy Xy és X; diffeomorf 4-sokasdgok. Ez azonban ellentmond X, és X; vélasztdsanak, kovetkezésképp Rg
nem diffeomorf R*-gyel. O

Freedman tétele szerint azonban egy Casson fogantyi mindig homeomorf a (D% x D%, 8D? x D?) 2-fogantytival,
vagyis a topologikus Whitney triikk elvégezhetd, tehat homeomorfia erejéig feltehet6, hogy a ragaszté és
6vgombok geometrikusan is §;; szerint metszik egymdst. Ekkor azonban a miitétek V-t egy R*-gyé alakitjék,
vagyis Ry (és persze igy R, is) homeomorf R*-gyel.

8.3.7. kovetkezmény. Az Ry {-sokasdg egy egzotikus RY. O

8.3.8. megjegyzés. ValGjdban a legegyszeriibb eset — amikor egyetlen ragaszt6 és 6vgomb van csak 04 Wa-
ben, azok 3 pontban metszik egymadst, és a Casson fogantyt minden szintjén csak egyetlen (pozitiv) 6ndtmetszésii
Whitney diszk van — mér egzotikus R*-et ad [BG].

8.3.9. feladatok. (a) Tegyiik fel, hogy Si,S2 C X bedgyazott gdbmbok hirom (két pozitiv és egy negativ
elgjelil) pontban metszik egymadst. Lassuk be, hogy a 8.2 dbra az S; U Sy C X unié v(S1 U S3) csdszeril
kdrnyezetének egy Kirby diagramjst adja meg. (Otlet: Ha S; N S, egyetlen pontbdl 4ll, akkor kénnyen
lathatd, hogy v(S1 U S2)-t a 8.3 dbra Kirby diagramja adja meg. Ijja,bb metszéspontot a kévetkezd médon
vezethetiink be: legyenek D; C S; diszkek, D; x D? C vS; pedig trividlis részek a normdlnyaldbokban
(i =1,2). D; x D?-t Dy x D?-vel egy, a fibrumot a bézissal felcserélé diffeomorfizmussal 6sszeragasztva
éppen a megfelelf teret kapjuk — ennek egy Kirby diagramjat mutatja be a 8.4 dbra. Az eljardst ismételve
a feladat megoldasat kapjuk.)
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8.3 dbra:  Két, egymast egy pontban metsz6 gémb kornyezetének Kirby diagramja

8.4 abra: I’Jj metszéspont bevezetése
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8.5 dbra:  Mitét hatdsa egy Kirby diagramon

(b) Bizonyitsuk be, hogy egy 1-fogantyt kimiitése a megfelelé Kirby diagramban a pontozott kor pontjinak
0 tiiskézésre val6 cseréjét jelenti; és forditva, egy 0 tiiskézésii trividlis csomo altal adott gombdot kimiitve
az 1j diagram a régitdl pusztan a 0 tiiskézés pontra vald cseréjét jelenti, lasd a 8.5 abréat.

(c) Lassuk be, hogy a fenti v(S; U S2) sokasdghoz (lasd 8.2 dbrat) a Whitney kor mentén egy 2-fogantyiit
ragasztva majd S; (vagy S2) menti miitétet végrehajtva R*-et kapjuk. Mivel Freedman tétele szerint egy
Casson fogantyu egy 2-fogantyuval homeomorf, a feladat éppen azt mutatja meg, hogy Ry homeomorf
R*-gyel. A 8.6 dbra egy egzotikus R* Kirby diagramjit adja meg — lasd [BG].
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9. eloadas

Spin és spin® strukturak

Mint azt latni fogjuk, 4-dimenziés sokasdgok sima struktdrdinak vizsgdlatdban az eddig tanultaktdl teljesen
eltérd, jorészt differencidlgeometriai és analitikus eszk6zok hasznalhaték. Elészor az alapvet6 definicidékat fogjuk
ismertetni, majd ratériink egy diffeomorfizmus-invaridns, a Seiberg-Witten fiiggvény definicidjira.

9.1 Spin strukturak

Legyen X irdnyithat6 4-dimenzigs Riemann-sokasdg. Ekkor a TX — X érintényaldb struktira-csoportja SO(4)-
re redukdlédik, mely osszefiiggd, kompakt Lie-csoport és m1(SO(4)) = Z,. Fizikai motivicidk alapjan vetédik
fel az a kérdés, mi médon tehetnénk a struktdra-csoportot egyszeresen Osszefiiggévé. (Ismert, hogy minden
G kompakt Lie-csoportra m2(G) = 1, igy m1(G) = 1 esetén G alacsony dimenziés homotGpia- és homolégia-
csoportjai eltiinnek.)

Emlékezziink vissza, hogy SO(2) = U(1) = S, és ha SU(2) jeloli azon 2 x 2 unitér métrixok csoportjat,
melyek determindnsa 1, akkor — a fentiekhez hasonléan — SU(2) = S% = Sp(1) = {g € H | ||q|| = 1} (az
egységnyi hossziiségu kvaternidk csoportja). A p(qy,q_)z = qyzq”" definiciéval (z € H, g € SU(2), a szorzds
pedig kvaternié-szorzas) egy ¢: SU(2) x SU(2) — SO(4) leképezés adhaté meg. Egyszerii szdmolds mutathatja,
hogy ¢ egy epimorfizmus, melynek magjat (I, I) és (—I, —I) alkotjdk. Mivel w1 (SO(4)) = Z2 és SU(2) x SU(2)
egyszeresen Osszefliggd, ez a csoport éppen SO(4) univerzilis fedése.

9.1.1. definicié. Az SU(2) x SU(2) csoportot a 4-dimenziés Spin(4) spin csoportnak nevezziik; a két vetités
altal kapott g+ komplex 2-dimenzids reprezentacié pedig Spin(4) két spinor reprezenticidja.

9.1.2. megjegyzés. A fentiekhez hasonléan definidlhaté a Spin(3) 3-dimenzids spin csoport is, mely tehét
(mint SO(3) univerzilis fedése) SU(2)-vel izomorf. Vegyiik azonban észre, hogy ekkor csak egy spinor reprezenticié
adédik. Valéjdban minden n > 3-ra (amikor is 7 (SO(n)) = Z») az n-dimenziés Spin(n) spin csoport (mint
SO(n) univerzélis fedése) definidlhat6, Spin(n)-nek pdros n esetén két, paratlan n esetén egy kanonikus (dn.
spinor) reprezentacidja van.

A tovébbiakban jelélje Pspo(s) — X a TX — X érintényaldbhoz tartozé principalis SO(4)-nyaldbot.

9.1.3. definicié. A Pgpins) — X principdlis Spin(4)-nyaldbot spin struktirdnak hivjuk az X 4-sokaségon,
ha létezik egy olyan Pgpins) — Pso(s) kettOs fedés, mely nyaldbleképezés (azaz fibrumot fibrumba képez) és
fibrumonként a ¢: Spin(4) — SO(4) kettds fedést adja; vagyis ha Pspins) Xy SO(4) = Psos)- A Pspin(a) és
a Qspin(4) SPin struktirdk izomorfak, ha létezik egy olyan f: Psyin4) — @ spin(4) nyaldb-izomorfizmus, mely a
kett6s fedésekkel kommutativ diagramot alkot.

9.1.4. tétel. Az X* irdnyitott Riemann-sokasdgon pontosan akkor létezik spin struktira, ha we(X) = 0. Ekkor
a kilonbozd spin struktirdk terén a H'(X;Zs3) csoport szabadon és tranzitivan hat.
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Bizonyitds. Legyen Xg C Xy C X5 C X3 C X4 = X a 4-sokasig egy cella-felbontdsa. Akaddly-elmélettel
beldthatd, hogy w2(X) = 0 pontosan akkor all fenn, ha a TX|x, megszoritott nyaldb trividlis. (Itt X, a
legfeljebb 2-dimenziés celldk unidja.) Mivel m;(Spin(4)) = 1, egy Pspina) — X nyaldb mindig trividlis X,
felett; a trivialitdst mutatd szelés képe a Pgpin(a) — Pso(s) fedésnél éppen azt adja, hogy Pso(s)|x, is trividlis.
Kovetkezésképp egy spin struktiira létezés magaval vonja wy(X) = 0-t.

Megforditva, ha wa(X) = 0, akkor Pso(4)|x, trividlis, igy a 2-véz felett konnyedén megadhatd a Pspin ()| x, —
Pso(4)| x, kettds fedés. Ahhoz, hogy ezt a fedést a magasabb dimenziés celldk f61é kiterjessziik, az S k=1 5 S0(4)
(k > 3) ragaszt6-leképezéseket (melyek az e, k-cella feletti e x SO(4) trividlis nyaldbot ragasztjdk az alac-
sonyabb celldk felett mar megadott nyaldbhoz) kell egy S*~! — Spin(4) leképezéssé felemelni. Mivel a
p:Spin(4) — SO(4) kettSs fedés egy p.:mr(Spin(4)) — 7 (SO(4)) izomorfizmust indukdl & > 2 esetén, a
fenti felemelés nyilvan megtehetd. Evvel tehdt beldttuk, hogy wa(X) = 0 pontosan akkor &ll fenn, ha X-en
létezik spin struktira. (Ebben az esetben, helyteleniil, X-et spin sokasignak is szokds nevezni — a spin sokasig
elnevezés magdban foglal egy rogzitett spin struktirat is.) A kiilonb6z6 spin struktirdk Pgo(s)|x, kiilonbozo
trivializdcidinak felelnek meg, ezeket pedig H'(X;Z2) paraméterezi, hiszen két spin struktiira két trivializaciot
ad X, felett, melyek egy H!(X;Z2)-beli elemben kiilsnboznek. O

9.1.5. kovetkezmény. Ha X spin, akkor a Qx metszetforma pdros. Ha Qx pdros és X egyszeresen Gsszefiiggd,
akkor X spin. (Létezik azonban olyan nemspin sokasdg, melynek metszetformdja pdros; természetesen ennek a
sokasdgnak nemtrividlis a fundamentdlis csoportja.)

Bizonyitds. Mivel (w2(X),a) = (a,a) (mod2) minden o € Hy(X;Z)-re (5.2.9(b) feladat), wa(X) = 0-bdl
Qx parossdga kovetkezik. Ha m(X) = 1, akkor a H2(X;Z) homoldgia csoportban nincsen torzid, igy ha
(w2(X), @) = 0 minden a-ra, akkor ws(X) = 0. Ha Hy(X;Z)-ben van paros rendli elem, akkor a fenti érvelés
nem helyes — és valdban, létezik olyan nemspin (Z, fundamentélis csoportd) 4-sokasag, melynek metszetforméja
paros. (A fenti bizonyitdsban «a jelolte az egész egyiitthatés homoldgia elem mod 2 redukcidjat is.) O

9.1.6. megjegyzés. A spin struktira fenti leirdsdhoz analég médon lehet egy X sokasig irdnyithatésigat
megadni. Az X sokasdg pontosan akkor irdnyithatd, ha a TX — X érintényaldb az X; 1-véz felett trividlis;
egy irdnyitast pedig T X |x, egy trivializici6ja ad meg. Hasonléan az eddigiekhez, T X |x, — X1 pontosan akkor
trividlis, ha w; (X) = 0, tovabbd X kiilonbozé irdnyitésait H?(X; Z2) paraméterezi. Ebben az értelemben tehat
a spin tulajdonsig az irdnyithatésig dltaldnositdsdnak tekinthet. A spin struktiira fenti definicidja valéjdban
tetszOleges n dimenzids sokasdgokra kiterjeszthet6; a 9.1.4 tételt altalanositva kapjuk, hogy egy X™ irdnyitott
n-dimenzids Riemann-sokasidgon pontosan akkor van spin struktira, ha wo(X) = 0.

9.1.7. feladat. Léssuk be, hogy ha egy FF — M valds vektornyaldbra wi(F) = w2(F) = 0 tejlesiil, akkor
w3(F) = 0. (lymddon tehét a fenti analdgist kovetve az irdnyithatdsdg és a spin tulajdonsdg nem altaldnosithatd.)

Legyen A a Levi-Civita konnexiénak megfeleld Lie(SO(4)) = Lie(Spin(4)) = Lie(SO(3)) ® Lie(SO(3))-
értékili 1-forma Pgo(4)-en, és hizzuk ezt vissza Pspin4)-re. Ekkor tehdt Pg,;,(4)-en kapunk egy A konnexiét,
mely minden asszocidlt nyaldbon, igy specidlisan az S* = Pspin(a) Xz C? 2-dimenziés hermitikus komplex
(vagyis kvaternié vonal) spinor nyaldbokon is egy kovaridns derivaldst indukél. Jeldlje V:T'(S*) — I'(ST®T*X)
ezt a kovaridns derivéaldst. Az adott metrikdval T*X azonosithaté T X-szel, igy V:T'(S*) — T'(S* ® TX).

9.1.8. megjegyzés. A fenti okfejtésben tobbszor is hasznaltuk azt a jolismert tényt, hogy egy konnexié akar
a principélis nyaldbon definidlt Lie-algebra értékii 1-formaként, akdr az asszocidlt vektornyaldbon definialt
kovaridns derivaldsként is megadhaté. A fenti két megadasi mdd kozotti kapcesolatot a parhuzamos eltolds adja
meg.

9.1.9. definicié. (a) A Pgpins) — X spin struktira definici6 szerint egy TX = Pg,in) X, R* izomorfiz-
must jelent. Mdsrészt p definiciéja azt mutatja, hogy Pspin4) x H = ST @y (S7)* = Homy(S*,S57).
Kovetkezésképp egy spin struktira rogzitésévelegy C: TX — Homy(S™,S™) (ill. C*:TX — Hompy(S~,S™))
izomorfizmust kapunk, amit Clifford szorzdsnak neveziink. Konnyen lathatd, hogy erre C*(v)C(v) =
—|v|?Id g+ teljesiil. A fenti leképezésekbdlT(STQTM) — I'(S7) illetve (S~ ®TM) — I'(St) leképezések
nyerhet6k — melyeket tovdabbra is C-vel illteve C*-gal fogunk jel6lni.
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(b) ACoV = @§:T(ST) - I'(S™) kompoziciét az adott spin struktirdhoz tartozé @ Dirac operdtornak
nevezziik.

9.1.10. feladat. Lassuk be, hogy egy X 4-dimenziés sokasigra az S* — X SU(2)-nyaldbok és a C:TX —
Homp(S*,S™) izomorfizmus (mely a C*(v)C(v) = —|v|*’Idg+ azonossdgot is teljesiti) megaddsa egy spin
struktdrat hatéroz meg. (Otlet: Az S* nyaldbokhoz tartozé P+ principalis SU(2)-nyalédbok segitségével egy P
principdlis Spin(4)-nyaldb kaphaté — emlékezziink arra, hogy Spin(4) = SU(2) x SU(2). A C izomorfizmus
éppen azt mutatja, hogy P x, SO(4) = Psp(s), vagyis P egy spin struktiira.)

9.1.11. megjegyzések. (a) A fenti @ Dirac operdtor a Riemann-geometria egyik legtébbet vizsgdlt objek-
tuma. Hasonlé definicidval tetszéleges n dimenzids spin sokasigra a megfelel6 Dirac operator definidlhatd,
melynek sok fontos és érdekes tulajdonsdga van. Beldthaté példdul, hogy Ker @ = {¢ € T'(ST) | @ = 0} és
Coker @ = I'(S™)/(Im @) véges dimenziés vektorterek, ésn = 4 esetén ind @ = dimp Kerd—dim Cokerd =

%O'(X ); vagyis ekkor az operdtor indexe egy egyszerli topoldgiai invaridnssal egyezik meg.

(b) Belathaté tovabba, hogy Ker @ és Coker @ valéjaban kvaternié modulusok, igy komplex dimenzidik
pérosak, vagyis $o(X) = 0 (mod2). Ez pedig bebizonyitja Rokhlin tételét (4.1.5 tétel), mely szerint
egy X spin sokasagra a o(X) szignatiira 16-tal oszthato.

(c) Legyen V*:T'(S*®T*X) — I'(S*) a spinor nyaldbon értelmezett (és a Levi-Civita konnexié altal indukalt)
V kovaridns derivalds L? adjungsltja. Ha s: X — R jeloli az X Riemann-sokasig skalargorbiiletét, akkor
1 e T(St)ra

FPo= V'V + v

teljesiil. Ezt az egyenlSséget Weitzenbdck formuldnak hivjdk; hasonlé teljesiil ¢ € I'(S™) esetén is: @@*¢ =
V*Vé + 1s¢.

(d) Egy M irdnyitott 3-sokasdgra hasonléan definidlhatunk spin struktirét: ez egy olyan Psy(2) — M nyaldb
tehat, melyre Pgy o) Xy SO(3) = Psos) (ahol : SU(2) — SO(3) adja a kettds fedést). Az S spinor nyaldb
és a @ Dirac operator definicidja is analdg a fentiekkel. Mivel m3(SO(3)) = m2(SU(2)) = m2(Spin(3)) = 1,
egy spin struktiira valéjéban trivializéljaa TM — M érintényaldbot. Mésrészt w? (M) = w2 (M) egy M
3-sokasagra, igy egy irdnyitott 3-sokasig mindig elldthaté spin struktiraval, és TM = M x RR3.

(e) A definicié valéjdban barmilyen X sima sokasdgra és F' — X SO(n)-nyaldbra kiterjeszthet8, és beldthaté
hogy F-en pontosan akkor van spin struktira, ha wa(F) = 0; tovabbd hogy a kiilonboz spin struktirdkat
éppen H'(X;Z,) paraméterezi. (A bizonyitds a 9.1.4 tétel bizonyitdsdban megadott gondolatmenet
egyszerli dltaldnositdsdval adhaté meg.)

9.2 Spin® strukturak

s ze2

9.2.1. definicié. Legyen Spin¢(4) = SU(2) x SU(2) x S*/{(—I,—1I,—1)) 7-dimenzids Lie-csoport. A kovetkezd
leképezések a definiciébdl természetesen adédnak: (gy,q ,z) € SU(2) x SU(2) x S'-re legyen a(q;,q ,z) =
[4+,9 2] egy a: Spin(4) x S — Spin®(4) homomorfizmus, plg;,q, 2] = ([g+,9 ], 2%) pedig egy p: Spin°(4) —
S0(4) x ST kettds fedés; a fenti p-t az elsé faktorra valé vetitéssel kapjuk a po: Spin©(4) — SO(4) principélis
S'-nyaldbot; végiil A[gy,q—,2] = 22 egy A: Spin©(4) — S' leképezést (p mésodik faktorra valé vetitését) ad.

9.2.2. feladatok. (a) Lassuk be, hogy U(2) = SU(2) x S*/{(-I,-1)).

(b) Lassuk be, hogy SO(4) felett egyetlen nem tividlis S'-fibrélds 1étezik (és ez éppen a fenti pg). (Otlet:
Vegyiik észre, hogy SO(4) homeomorf az S3 x RIP? szorzattal; szdmitsuk ki H2(SO(4); Z)-t.)
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(c) Bizonyitsuk be, hogy Spin©(4) az {(4,B) | A, B € U(2), det A = det B} csoporttal izomorf. Adjuk meg az
igy nyert p: Spinc(4) — U(2) vetitéseket az eredeti [g4,q, 2] € SU(2) x SU(2) x S*/Z> alakban felirva.
(Otlet: Az (A,B) € U(2) x U(2) elemre és 2> = det(A) komplex szdmra vegyiik a [z7'4,27'B,z] €
Spin®(4) elemet; az igy megadott leképezésrol ldssuk be, hogy csoport-izomorfizmus.)

(d) Tekintsiik SO(4) x S = SO(4) x SO(2) standard bedgyazasat SO(6)-ba. Lassuk be, hogy Spin®(4) —
S0(4) x St az egyetlen olyan kettds fedés, mely a Spin(6) — SO(6) kettds fedés megszoritdsaként 4ll eld.

9.2.3. definicié. Legyen X iranyitott 4-dimenzidés Riemann-sokasig és legyen Pgs: egy komplex vonalnyaldb
(8! struktira-csoporti) principalis nyalédbja. Egy Pspine(s) — X principélis Spin®(4)-nyalabot Pg: -determindnsi
spin® struktirdnak hivunk, ha létezik egy olyan Pgpine(4) = Pso(4)x st nyalab-leképezés, mely fibrumok mentén
éppen a p: Spin°(4) — SO(4) x S! kettds fedés. Tehét Pspine(4) = X egy spin® struktira, ha Pspine(4) X p,
S0(4) = Pso(a), és ekkor determindnsét a Pgpine(s) X S* nyaldb adja.

9.2.4. tétel. Az X /-sokasdgon pontosan akkor létezik Ps: determindnsi spin® struktira, ha ¢1(Ps1) = w2 (X) (mod 2).
Ebben az esetben H'(X;Z5) szabadon és tranzitivan hat a Ps1 determindnsi spin® struktirdk terén.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a Ps: determindnsi spin® struktirdk létezése (a 9.2.2(d) feladat szerint) avval
ekvivalens, hogy a Pso4)xs1 SO(6)-nyaldbon van-e spin struktira. Mivel wa(Pso4)xs1) = w2(X) + c1(Ps1),
a tétel 9.1.11(e) alapjan kovetkezik. O

9.2.5. tétel. Minden {-sokasdgra létezik (valamilyen determindnsi) spin® struktira.

Bizonyitds. Legyen R: H*(X;Z) — H*(X;Zs) a mod 2 redukcié altal generdlt homomorfizmus. A fentiek
szerint csupan azt kell belatni, hogy létezik olyan ¢ € H?(X;Z) elem, melynek mod 2 redukciéja éppen w(X),
vagyis hogy wz(X) € Im R.

) pdrra c(a) = w(R(a)) (mod?2) teljesil minden a €

9.2.6. lemma. Ha a c € H*(X;7Z) és w € H*(X;Z»
Z) torzié elem, melyre w = R(c + ¢p).

Hy(X;7Z) elemre, akkor létezik egy olyan co € H*(X;

Bizonyitds. Feltevésiink szerint w — R(c) € H?(X;Zs) az fo: H3(X;Zs) — Hom(H2(X;Z),Zs) leképezés
(f2(z) = {a — z(a)}) magjiban van. Az univerzilis egyiitthaté formula szerint az Ext(Hy(X;Z),Zs) 2

H?(X;7Zs) EEN Hom(H2(X;Z);Zsy) sorozat egzakt, tehdt létezik egy olyan 8 € Ext(H1(X;Z),Zs) elem,
melyre g2(8) = w — R(c). Ismert, hogy ha G egy csoport és H egy olyan Z-modulus, melyre H = Z/B, akkor
Ext(H,G) = Hom(B,G)/Hom(Z,G). Ebbdl adédan a kézenfekvd Ext(H,(X;Z),Z) — Ext(Hy(X;7Z),Z>)
(a mod 2 redukdlé dltal indukdlt) homomorfizmus raképezés. Kovetkezésképp létezik egy olyan «y elem Ext(H,(X;Z), Z)-
ben, melyre g2(r(y)) = w — R(c). Az univerzilis egyiitthaté formula-beli g: Ext(H,(X;Z),Z) — H?*(X;Z)
leképezéssel R o g = go o r teljesiil a diagramok kommutativitdsa miatt, igy co = g(y) vélasztdssal a lemma
kovetkezik. O

Visszatérve a 9.2.5 tétel bizonyitdsara, csak arra kell emlékezniink, hogy w2 (X)(R(a)) = Qx (e, a) (mod 2)
teljesiil minden o € Hy(X;Z) elemre. Mivel az a ¢: Hs(X; Z) — 7.2 leképezés, melyet az a — @ x(a, a) (mod 2)
formula definidl, egy homomorfizmus, 1étezik egy olyan ¢ € H?(X;Z) hogy ¢(a) = c(a) (mod2) minden
a € Hy(X;Z)-re. Ilymédon az el6z6 lemmat alkalmazva a tétel kovetkezik. O

Az ismertetett csoportazonossigokat és reprezentécikat hasznilva W+ = Pgpine(a) X pt C? U(2)-nyaldbokat
definidlhatunk — ezeket pozitiv ill. negativ spinor nyaldboknak hivjuk. Vegyiik észre, hogy det W+ = det W .
A spin esethez hasonléan, egy Pso(4)xsi-en rogzitett konnexié felhizhaté Pspine(s)-Te, ami a W= asszociélt
nyaldbokon kovaridns derivéldst indukdl. Pso(4)-en természetesen adédik a Levi-Civita konnexid, Pgi-en azon-
ban nincs ilyen természetes valasztds. Jelolje L a det W+ =2 det W~ komplex vonalnyaldbot, Az pedig az L-en
16v6 S'-konnexidk (affin) terét.
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9.2.7. definicié. Egy A € A konnexié és a Levi-Civita konnexié segitségével Pso(4)xs1-en kapunk egy kon-
nexiét, melyet visszahizva Pspine(4)-Te egy konnexiét, ebbdl pedig a V 4:T(W*) - T(W* ® T*X) indukélt
kovaridns derivalast kapjuk. T*X-et T X-szel (a metrika segitségével) azonositva feltehetd, hogy V 4: T(W*) —
I'(W* ® TX). Hasonléan a spin esethez, a spin® struktira definiciéjabél kovetkezik, hogy TX ®r C és
Wt @c (W™)* = Homg(W™,W™) izomorfak; az igy kapott C:TeX — Hom(W*,W~) (ill. C*:TecX —
Hom(W—,Wt)) leképezést Clifford szorzdsnak nevezziik. A korédbbiakhoz hasonléan szdrmaztassunk C-bdl
(ill. C*-bédl) egy (Wt @ TM) —» W) (ill. (W~ ® TM) — I'(W™)) leképezést. A megfeleld fenti
leképezések komponaldsival a @a:T(W*) — T(WT) csavart Dirac operdtort kapjuk. A fenti T*X = TX
azonositést ismét alkalmazva AZX egy 7 hatdsa definidlhaté W = W+ @ W™-on: ¢ € T(W) és ef € A'X
esetén n(3_,; ; aije; A ef)(¥) = 30, ; ;;C"(ei)(C(e;)9). Konnyen ldthats, hogy nfw+ C W*, igy A?CX az
n* = n|w=+ hatdssal a W¥ spinor nyaldbokon hat.

9.2.8. feladatok. (a) A 9.1.10 feladathoz hasondan lissuk be, hogy egy spin® struktirdt a det W+ = det W~
izomorfizmust teljesitd W+ — X U(2)-nyaldbokésa C:TcX — Hom(W+, W) (C*(v)C(v) = —|v|*1dp+-
et teljesitd) homomorfizmus meghatdroz.

(b) Legyen (W*,C) egy adott spin® stuktira; egy tetsz6leges a € H2(X;Z) elemre pedig legyen L, — X az a
komplex vonalnyaldb, melyre c¢;(L,) = a. Lassuk be, hogy az a — (W* ® L,, C ®idr,) megfeleltetés egy
bijekciét ad meg H?(X;7Z) elemei és az X-en 1év6 spin® struktirdk kozott. (Emlékezziink arra, hogy egy
X spin sokaség spin struktirdinak tere H!(X;Zs)-vel paraméterezheté — a megfeleltetés nem kanonikus.
A fentiek szerint a spin® struktiirdk (szintén nem kanonikus médon) H?(X;Z) elemeinek feleltethetSk
meg.) Mi a (W* ® L,,C ®idy,) spin® struktiira determindns nyalédbja?

9.2.9. megjegyzések. (a) Eszrevéve, hogy U(2) = SU(2) x §'/(—1I,—1), tehat U(2) — SO(3) (az egyetlen)
nemtrividlis S'-nyaldb SO(3) felett, Spin°(3) = U(2) definiciéval spin® struktirak az eddigiekkel analég
médon definidlhaték 3-sokasdgokra is. Ekkor W = Py gy X (2 az egyetlen spinor nyaléb; ws (M) = 0 miatt
pedig ¢1(Ps1) = 0 (mod 2) kénnyen megoldhatd.

(b) Vegyiik észre, hogy egy spin struktira a Spin(4) x S — Spin°(4) (ill. Spin(3) x S! — Spinc(3))
leképezéssel természetesen indukdl egy (trividlis determindns nyaldbii) spin® struktirdt.

(c) A spin esethez hasonléan, egy rogzitett spin® struktirdra és A € Az konnexidra fenndll egy 9.1.11(c)
megjegyzéshez hasonld reldcié: ¥ € T(W ™) esetén

Pada = ViV + ysp -+ (Fa)o,

illetve ¢ € T(W ™) esetén @adhdp = V4 Vad + $s¢ +n~ (Fa)¢. (Emlékezziink, hogy V% a V4 kovaridns
derivalds L? adjungaltja; F4 jeloli az A € Ay, konnexié gorbiiletét, mely tehat egy tisztdn képzetes értékii
2-forma.)

(d) A spin esethez hasonléan tetszéleges X sokasdgra és F' SO(n)-nyaldbra definidlhaté spin® struktira, és
annak létezése éppen attol fiigg, wa(F') elédll-e egy egész egyiitthatés masodik kohomoldgia-osztdly mod
2 redukcidjaként.
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10. eloadas

4-sokasagok sima invariansai

Ebben a befejez6 el6addsban a Seiberg-Witten egyenletek és invaridnsok definiciéjat, valamint legalapvetobb
tulajdonsagait foglaljuk Gssze. Az &llitdsok bizonyitdsa meglehetésen hosszadalmas el6késziileteket igényelne,
igy azokra inkdbb hivatkozni fogunk. Az elmélet részletes targyaldsa a kovetkezd konyvekben taldlhaté meg:
[S], [KKM], [DK], illetve a hasonl6 témakért targyald [SSz].

10.1 Seiberg-Witten egyenletek

A Seiberg-Witten egyenletek és invaridnsok definidldsdhoz a kovetkez6 néhdny definiciéra van még sziikségiink.
Legyen X adott 4-dimenziés Riemann-sokaséag; definidljuk a *: A2X — A2X Hodge *-operatort a kovetkezd
formuldval: legyen *(e; A e;) = ex, A e; ha {e;, ej, ek, €} ortonormdlt irdnyitott bézisa T, X-nek, és terjessziik ki
a definiciét linedrisan A%2X -re. Konnyen beldthat6, hogy *2 = idyz x.

10.1.1. definicié. Legyen QF(X) = {w € Q0%(X) = T'(A%(X)) | *w = +w}. Mivel #?> = idjy2x, konnyen
lathaté, hogy 0*(X) = QF(X) @ @ (X) —w® = Lwtww)raw = v +w™ és w* € OF(X). Az QF(X)
vektortér elemeit ondudlis, 2~ (X) elemeit pedig anti-ondudlis (ASD) 2-formaknak nevezziik. Vegyiik észre,
hogy a *-operétor (és igy az QF(X) alterek) fiiggnek az X-en vélasztott metrikatol.

10.1.2. feladat. Léssuk be, hogy n* (A(:E) = 0, vagyis az 6ndudlis (ill. ASD) formék trividlisan hatnak W —-on
(ill. W*-on).

Belathaté az is, hogy n+(AE) C End(W ™) éppen a nyomnélkiili endomorfizmusok Endg (W ) terével egyezik
meg, igy (dimenzié okokbdl) T egy AE — Endo(WT) izomorfizmust ad; ezen izomorfizmus inverzét jelolje
7: Endg(WT) — AZE. Egy v € T'(W™) pozitiv spinor a (¥ ®4*)(a) = (¢, a)y formulaval egy yQ9* € End(WT)
endomorfizmust definidl, melyre (¢ ® ¥*)o = ¢ ® ¥* — 1 Tr(¢) ® ¥*)idy+ mar Endo(W™)-beli lesz. (Ilymédon
tehdt (¥ ® ¢¥*)o(a) = (¥, )y — 3[¢¥|%.) Jeldlje o(v) € iAt C AL a (¥ ® ¢*)o nulla nyomi endomorfizmus
7-nal vett képét.

Legyen tehdt X irdnyitott 4-dimenzids Riemann-sokasdg €s Pspinc(s) — X egy rogzitett spin® struktira.
Jelolje L — X a spin® struktira determindns nyaldbjit, A € Ap a determindns nyaldb egy konnexiGjat,
1 € T(WT) pedig egy pozitiv spinort. A

Jap =0, Fi=0()

egyenleteket Seiberg- Witten egyenleteknek nevezziik; ezekben az egyenletekben az (4,v) € A x T'(W™) péar
az ismeretlen. Mésként, a Seiberg-Witten egyenletek megoldésait az F(4, 1) = (Jah, Fi — o(¥)) e T(W ™) x
Q1 (X) fiiggvény nullhelyei adjak.

10.1.3. megjegyzés. A fenti egyenleteket Seiberg és Witten — fizikai megfontoldsok alapjan — a sokkal
kézenfekvibb (SU (2)-konnexidkra felirt) Fi = 0 egyenletbdl szérmaztatta. Errdl a fizikai hattérrol 14sd [Wi].
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10.1.4. lemma. A G = Map(X, S') csoport természetes hatdsa az AL, xT(W) és a T(W ™) xiQT(X) tereken
F-et G-ekvivaridnssd teszi. Kovetkezésképp ha F(A,v) =0, akkor F(g*(4,v¢)) = 0 minden g € G-re. O

A G csoportot szokds mérce-csoportnak (gauge csoport) nevezni. Az Aj x T(WT) tér G-vel vett faktorat
By -lel jeldljik.

10.1.5. megjegyzés. A G csoport dltaldban szabadon hat Az xT'(W*)-en. Konnyen beldthatd, hogy Stab(4,y) #
1 pontosan akkor ha 9 = 0; ekkor Stab(a,y) = {f € G | f X-b6l S'-be mutaté konstans leképezés} = S*.
Ilymédon By, a ¢ = 0 pontok képeit leszamitva egy “sokasdg”. (A Bp tér a 1) = 0 pontok képeit leszdmitva
egy (végtelen dimenzi6s) Banach-sokasdgga tehetd, lasd még a 10.3 fejezetet.) Az (A4,0) € B alaki parokat
reducibilis paroknak nevezik.

10.1.6. definicié. Legyen B} a reducibilis parok komplementuma, vagyis B = {(4,¢) € A x T(W) | ¢
nem azonosan nulla}/G. A Bj teret konfigurdcids térnek hivjuk. Mivel G a B} téren szabadon hat, az AL x
(C(WT) — {0}) — Bj faktorizalé leképezés egy principalis G-nyaldbot ad meg. G fenti, (W ™) x iQT(X)-
en valé reprezenticidja igy egy € = (D(WT) — {0} x AL) xg (T(W™) x iQ+(X)) — B; vektornyaldbot, az
F: AL x (D(W) — {0}) = T(W™) x iQt(X) G-ekvivaridns fiiggvény pedig egy F € T'(£) szelést definidl. Az
f_l(O) C Bj nullhelyek halmazt a P spin® struktirdhoz (és g metrikdhoz) tartozé M,y(P) modulustérnek
hivjuk.

10.1.7. tétel. Azon metrikdk tere, melyekre Ff = 0 megoldhaté (vagyis a Seiberg-Witten egyenleteknek van
reducibilis megolddsa) az Gsszes metrikdk terében egy bl (X)-kodimenzids alteret alkot. O

10.1.8. megjegyzés. A fentiekhez hasonléan definidlhaté a Seiberg-Witten modulustér B részeként mint
F~10)/G; b5 (X) > 0 esetén azonban (generikus metrikat valasztva) a két definici6 a 10.1.7 tétel értelmében
megegyezik. A tovébbiakban gy a 10.1.6 definiciéban adott meghatédrozést fogjuk alkalmazni. bf (X) > 1 tel-
jestilése esetén valGjdban metrikdk (alkalmas) 1-paraméteres seregét vélasztva az ezekkel paraméterezett mod-
ulustér-sereg is B} része marad. Mivel a késObbiekben ez a tulajdonsig fontos lesz, a tovdbbiakban mindig
feltessziik majd, hogy b5 (X) > 1.

A 10.3 fejezetben megmutatjuk, hogy az M modulustér egy irdnyitott, kompakt (tehit véges dimenziés)
sokaség, melynek dimenzi6jst a d = (c3(W+) — (30(X) + 2x(X)) formula adja meg. Ezen tulajdonsdgokat
feltéve a SWx:Spin®(X) — Z fiiggvény mér konnyen definidlhaté. (Ebben az Osszefiiggésben Spinc(X) jeloli
X spin® struktirdinak terét; a 9.2.8(b) feladat értelmében ez a halmaz (nem kanonikus médon) a H?(X;Z)
csoporttal azonosithatd.)

10.1.9. tétel. A B} konfigurdcids tér CP™ -nel homotdp ekvivalens. Kovetkezésképp kohomoldgia-gyiirijére
H*(B}; Z) = Z[u] dll fenn, ahol u € H*(B};7Z) 2-dimenzids generdtor. |

Legyen tehdt P = Pgpin-(4) egy rogzitett spin® struktira X-en, és vegyiik a hozzédtartozé6 M,(P) C B
modulusteret. Mivel M, (P) egy kompakt, irdnyitott és zart sokasag. igy fundamentdlis osztalya egy [My(P)] €
H,4(B3; Z) homolégia osztélyt definidl. Amennyiben d paros, legyen SWx (P) = (u?,[M,y(P)]) € Z. Paratlan
d esetén [M,(P)] automatikusan 0, igy ekkor nem tudunk értelmes invaridnst definidlni.

10.1.10. feladat. Bizonyitsuk be, hogy d = 1 + bf — b; (mod2), tehdt az egyszeresen Osszefiiggé esetben d
pontosan akkor paros, ha b pératlan.

10.1.11. tétel. A fent definidlt SWx (P) € Z szdm b3 (X) > 1 esetén nem fiigg az X -en rogzitett metrikdtdl,
igy az SWx:Spin®(X) — Z flggvény egy diffeomorfizmus invaridns. O

10.1.12. megjegyzés. Emlékezziink vissza arra, hogy 71 (X) = 1 esetén a determindns vonalnyaldb meghatédrozza
a spin® struktirdt, igy ebben az esetben SWx:H?(X;Z) — Z definidlhaté: ha K € H?(X;Z)-re K =
wz(X) (mod 2), akkor a Pk, K &ltal meghatdrozott spin® struktiraval legyen SWx(K) = SWx(Pk); legyen
SWx(K) = 0 egyébként. A fenti tétel ebben az esetben tgy értendd, hogy egy f: X1 — X, irdnyitdstartd
diffeomorfizmusra SWx, (K) = £SWx, (f*K). (A * eldjelre kés6bb még visszatériink.)
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10.2 Tételek Seiberg-Witten invariansokra

A kovetkezdkben a fent definidlt SWx fliggvény néhdny nevezetes tulajdonsagat soroljuk fel — bizonyitds nélkiil.
(Egy (X,w) pért szimplektikus sokasdgnak neveziink, ha w egy zdrt, nem-elfajulé 2-forma az X sokasagon.)

10.2.1. tétel. (Taubes, [T1]) Ha (X,w) egy zdrt, szimplektikus 4-sokasdg, akkor SWx(*c1(X,w)) = +£1.
Specidlisan, ha X egy Kdihler sokasdg, akkor SWx (£c1(X)) = £1. O

10.2.2. tétel. Legyen X olyan 4-sokasdg, melyre by (X) > 1 teljesiil.
(a) Ha X = X #Xs ésb5(X;) >0 (i =1,2), akkor SWx = 0.
(b) Ha X -en létezik pozitiv skaldrgorbileti metrika, akkor SWx = 0.

(c) Ha X felbonthaté X = X; Ux X2 alakban tgy, hogy by (X;) > 0 (i = 1,2), és az N 3-sokasdgon létezik
pozitiv skaldrgorbiiletd metrika, akkor SWx = 0. O

A kovetkez6 tétel kapcsolatot mutat egy sokasdg és felfijtjanak Seiberg-Witten invaridnsai k6zott.

10.2.3. tétel. Tegyiik fel, hogy X egyszeresen Gsszefiiggé és by (X) > 1; legyen tovdbbd K € H?(X;Z). Ekkor

SWx(K) = +SW, #@(K + E). (A formuldban E jeldli a felfijds kivételes divizora dltal definidlt homoldgia-
elem — mely Ho(CP?;7Z) < Ho(X #CP2;Z) generdtora — Poincaré dudlisdt.) O

Egy K € H?(X;7Z) kohomolégia-osztaly az X sima 4-sokaséag Seiberg- Witten bdzisosztdlya, ha SWx (K) # 0.
Az X sokasig bazisosztdlyainak halmazat Basx jeloli; vagyis Basx = {K € H?(X;Z) | SWx(K) # 0}.
Belathato, hogy egy X sokasdgnak csak véges sok bazisosztdlya van, és K pontosan akkor bazisosztaly, amikor
—K. Végiil egy fontos kapcsolatot mutatunk egy 4-sokasdg Seiberg-Witten invaridnsai és bedgyazott feliletei
kozott.

10.2.4. tétel. ([OSz]) Tegyiik fel, hogy K € Basx-re K> = 30(X) + 2x(X). Legyen ¥ C X bedgyazott
feliilet (bf (X) > 1), és tegyiik fel, hogy [Z] # 0, valamint ha [Z]2 < 0, akkor g(X) > 0 dll fenn. Ekkor
29(X) — 2 > [2]2 + |K([Z])| minden K bdzisosztdlyra teljesiil. |

10.2.5. megjegyzés. Egy olyan X sokasagot, melyre K € Basx esetén K? = 30(X)+2x(X) teljesiil, egyszeri
tipustinak hivjuk. Minden jelenleg ismert egyszeresen Osszefiiggd, bd (X) > 1-et teljesitd 4-sokasdg egyszerii
tipusd. Fontos kérdés, hogy léteznek-e nem egyszeresen Gsszefiiggd 4-sokasdgok. Ismert példdul, hogy minden
szimplektikus (igy specidlisan minden Kéahler) 4-sokasig egyszerii tipusd.

10.2.6. feladatok. (a) Lassuk be, hogy ha S C X beédgyazott gémb ondtmetszése pozitiv és bf (X) > 1,
akkor SWx = 0. Specidlisan egy szimplektikus sokasig (melyre b} (X) > 1 is teljesiil) nem tartalmazhat
bedgyazott pozitiv négyzetli gobmbast.

(b) Ldéssuk be, hogy ha C' C S 0sszefiiggd sima komplex gorbe egy S komplex feliiletben, és ¥ simén bedgyazott
Riemann-feliiletre [C] = [E] € Hy(S;Z) teljesiil, akkor ¢g(C) < g(X). Mdsszdéval komplex gorbék mini-
malizédljék a génuszt homolGgiaosztalyukban. (Ezt az llitast szokds Thom sejtésnek hivni.)

A fenti tételek kovetkezményeként beladthatd, hogy SW3(C1P’2 4#20CP? = 0. Legyen tovabba X az 5 eléaddsban

megismert K 3-feliilet. Az 5.3.6 édllitdsban Ho(X;Z) egy olyan bazisat taldltuk meg, melyre a fenti 10.2.4 tételt
alkalmazva konnyen lathaté, hogy 0 € H?(X;Z) az X 4-sokasig egyetlen szébajové bazisosztdlya. A 10.2.1
tétel szerint (mivel X egy komplex feliilet, melyre c;(X) = 0) azt kapjuk, hogy Basx = {0}; a 10.2.3 tétel
szerint igy Bas 4CP? = {£E}. Mivel az SW Seiberg-Witten fiiggvény egy diffeomorfizmus-invaridns, valamint

QX#W = Qz@?’%zo@ = 3(1) @ 20{—1), a kovetkez6 adddik (lasd még a 8.3.5 tételt):

10.2.7. kovetkezmény. Az X#CP? felfijt K3-feliilet és a 3CP2#20CP2 Gsszefiiggs Gsszeg homeomorf, nem-
diffeomorf (egyszeresen Gsszefiiggd) 4-sokasdgokra adnak példdt. O
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10.3 A modulustérrol

Emlékezziink vissza arra, hogy az My(P) modulusteret az £ — B} nyaldb egy F € T'(£) szelésének null-
helyeiként definidltuk. A kovetkezOkben a modulustér simasagat és kompaktsagat add tétel bizonyitasdnak
vazlatat szeretnénk megadni. Amennyiben B} és £ véges dimenziés lenne, pusztan azt kellene elérniink, hogy
F transzverzalis legyen a nyaldb nulla-szelésére; hiszen ekkor (feltéve még hogy B} kompakt és sima, valamint
hogy £ egy n-dimenzids nyaldb) standard érvelés mutatna azt, hogy f_l(O) egy (dim B} — n)-dimenziés kom-
pakt sokasdg. (Az irdnyitds kérdését egyenldre ne feszegessiik.) Esetiinkben azonban B} nem kompakt és nem
véges dimenzids, valamint £ is végtelen dimenzids nyaldb. Ezdltal a szokdsos érvelés kicsit megnehezedik.

Legyen Pert(X) = {(9,7n) | g metrika X-en, n g-6ndudlis 2-forma} a perturbdcick tere. Az £ x Pert(X) —
B% xPert(X) nyalabnak egy F szelését definidlhatjuk a kovetkezd T'(W ) x Ar x Pert(X) — T(W ) xiQ+ (X) x
Pert(X) fuggvénnyel:

(d)aAa 9, 77) = (aA¢)FX - U(¢) - iTI, 9, 77)'

Célunk megmutatni azt, hogy az igy kapott F szelés mér transzverzalis a megfelels nullaszelésre. Véges di-
menzidban pusztdn a szelés linearizaltjardl kell megmutatni, hogy rdképezés a tipikus fibrumra (gondoljunk a
szelésre, mint egy fenti ekvivarians fiiggvényre); ebbdl az implicit fliggvénytétel mar adnd az eredményt. Az im-
plicit fiiggvénytételhez hasonld tétel igaz Banach terek kozotti leképezésekre is — a fenti terek azonban (mivel
nyaldbok C*°-szelései) nem alkotnak Banach tereket. Az analizis egy standard eszkoézével (az tn. Szoboljev
teljessé tétellel) azonban a fenti terek Banach terekké tehetdk, igy a kovetkezd lathaté be:

10.3.1. tétel. Tereinket (és a G csoportot) alkalmasan teljessé téve, €s az F szelést ezekre a terekre kiterjesztve
egy, a nulla szelésre transzverzdlis szelést kapunk. Kovetkezésképp F~1(0) egy sima (végtelen dimenzidés) Banach
sokasdg. O

F~1(0)-t szoktdk a paraméterezett modulustérnek nevezni, hiszen ez a tér az sszes modulustér uniéja
minden lehetséges g és i értékre.
10.3.2. megjegyzés. Eléfordulhatna, hogy a tejessé tett térben az F1(0) megolddsok “tGbben vannak” mint
az eredeti C'°°-szelésekre értelmezett megolddsok. Vagyis elvben el6forulhat, hogy egy, csak a teljessé tétellel
a térbe keriil6 elem is megoldja az egyenleteket. Bebizonyithatd azonban, hogy barhogy is tessziik teljessé a
tereket, a kapott F~1(0)-beli elemek mind C'*°-megoldésok lesznek, igy ez a jelenség nem fordul el§.

Legyen tehit F~1(0) — Pert(X) a perturbacids térre valé vetités. A Sard lemma végtelen dimenziés
altaldnositdsa (melyet Sard-Smale tételnek szokés nevezni) a kovetkez6t adja:

10.3.3. tétel. A Pert(X) tér majdnem minden pontja reguldris értéke m-mek, vagyis egy generikus (g,m)
vdlasztds esetén a 7 1(g,n) = M7 C F~1(0) modulustér egy sima sokasdg. O

A kompaktsdg, irdnyithatésdg és a dimenzié kiszdmitdsirdl pusztdn a kovetkezd rovid megjegyzésekre
szoritkozunk. A kompaktsig a Weitzenbock formula egy kovetkezménye; ebbdl ugyanis belathatd, hogy egy
megoldds norméja a sokasdgtol fiiggd korlat alatt marad, igy az Arzela-Ascoli tétel alkalmazdsdval a kompaktsig
bizonyitasa egyszerti.

10.3.4. feladat. A 9.2.9(c) megjegyzésben megismert Weitzenb6ck formula segitségével 1dssuk be, hogy (4,) €
M, (P) esetén |¢(z)|? < max(0,—sx), ahol sx a g metrika s(z) skaldrgorbiilete (—1)-szeresének maximuma.
(Otlet: Tegyiik fel, hogy zo € X-ben |¢)(z)|-nek maximuma van. @49 = 0 miatt (V*V 4, 4) + 15(y, ) +
(nt(Fa)y,v) = 0, igy a mdsodik Seiberg-Witten egyenlet valamint z, vélasztdsa miatt s(zo)|¥(zo)|?+|1¥(zo)[* <
0, amibdl a megoldds mar kovetkezik.)

A modulustér dimenzidjit az Atiyah-Singer indextétel alkalmazdsdval lehet kiszdmitani. Az irdnyithatisig
bebizonyitdsa meglehetésen bonyolult, és az deriil ki, hogy H°(X;R) & HT(X;R) egy irdnyitdsat (amit X
homoldgia-irdnyitdsdnaek neveziink) rogzitve kapunk csak az M, (P) modulustéren irdnyitast. Ez a magyarazata
a =+ eldjelnek 10.1.12 megjegyzésben: bar f tartja X; és X, irdnyitasat, esetleg megfordithatja a rogzitett
homoldgia-irdnyitdsokat. Lassuk még be, hogy az [M]] € Hy(B}; Z) fundamentélis osztaly nem fiigg a vélasztott
g metrikatol és i perturbalé 2-formatdl.
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10.3.5. tétel. Ha bl (X) > 1, akkor a (go,m0) €s (91,m) pdrok Hy(B%;7)-ben homoldg osztdlyokat definidlnak.
Bizonyitds. Mivel b (X) > 1, létezik egy olyan +;:[0,1] — Pert(X), (go,n0)-t (g1, m)-gyel Ssszeksts 1t, mely

nem tartalmaz reducibilis megoldésokat. Az 1t inverz képe tehdt B7-beli modulusterekbdl alkotott M7 és M7
kozotti kobordizmus lesz, ami bizonyitja a tételt. O
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