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Eloszd

A 80-as évek eleje donté attorést hozott a 4-dimezids sokasdgok elméletében. Mig M. Freedman 1982-
ben megjelent cikke [F] elegdns lezardsit adta a topologikus 4-sokasdgok elméletének, S. Donaldson 1983-
ban publikdlt miive [D2] egy egész, sima 4-sokasdgokkal foglalkozé elmélet kiindul6pontjdnak bizonyult. A
két munka, béar szinte egyidoben sziiletett és nagyon koézeli kérdéskoroket vizsgdl, nem sok hasonldsiggal bir.
Freedman klasszikus topoldgiai eszkozokkel bizonyitotta tételét — errdél azonban a tétel kimonddsan tul a
tovabbiakban nem fogunk sz6t ejteni.

Donaldson 83-as cikkének, és a kés6bb ebbdl kin6vo elméletnek az alapja azonban meglepé médon a fizikabdl
érkezett. Az 50-es években fizikusok tettek fel kérdéseket egy bizonyos egyenletnek, az tgynevezett Yang-
Mills egyenletnek specidlis megolddsaira (az instantonokra) vonatkozdan (a Yang-Mills egyenletet az “erds
kolcsonhatds” leirdsira vezették be). Miutdn az instantonok elméletének analitikus kérdéseit megoldottak (itt
elsésorban Atiyah, Hitchin, Singer illetve Taubes és Uhlenbeck neve érdemel emlitést), Donaldson alkalmazta
ezt az 1j eszk6zt 4-dimenzids sokasdgok sima struktirdjanak vizsgdlatdara. Els6 eredményeként azt latta be,
hogy bizonyos topologikus 4-sokasdgok nem lathatdk el sima struktirdval. Ennek kévetkezményeként lathatéd
be egy nagyon meglepd, és jellegzetesen 4-dimenzids jelenség: 1éteznek egzotikus R*-ek. A kutatdsoknak Don-
aldson 1990-es cikke [D1] adott djabb lendiiletet, melyben ASD konnexidk (az instantonokat id6koézben anti-
instantonok, ASD konnexidk valtottak fel) segitségével egy 1j, az eddigieknél érzékenyebb invaridnsit definidlta
sima 4-dimenziés sokasadgoknak.

Jegyzetiinkben ennek az elméletnek az alapjaival szeretnénk az olvasét megismertetni. Mivel az anyag tobb
teriilet — analizis, differencidlgeometria és topolégia — hatdran helyezkedik el, a rovidség és attekinthetGség
kedvéért kénytelenek voltunk a technikai nehézségek targyaldsat kihagyni. Ez a munka tehdt a téma irdnt
érdekl6d6 kutatoknak és didkoknak nydjthat segitséget, keltheti fel — reményeink szerint — figyelmiiket. Annak,
aki ezek utan jobban el szeretne mélyedni a témdaban, Donaldson és Kronheimer 1990-ben megjelent hosszabb
1élegzetii konyvét [DK] ajanljuk figyelmébe.

A jegyzet megértéséhez feltétleniil sziikségesek bizonyos algebrai topolégiai és differencidlgeometriai alapis-
meretek. Elébbiek nagy része Milnor és Stasheff kényvében [MS], utébbiak (roviden osszefoglalva) a 2. fe-
jezetben taldlhaték meg. Az analitikus problémakat (melyek a 3., 4. és 5. fejezetben ismertetett anyaghoz
kapcsolédnak) csak érintSlegesen térgyaljuk. Nagyon sok allitast kozliink bizonyitas nélkiil, ezek bizonyitdsa
altaldban Donaldson és Kronheimer konyvében taldlhaté meg. Reméljiik, hogy az elméletnek ez az ardnylag
rovid osszefoglaldsa j6 eldiskoldnak bizonyul majd a “nagy kényv”, [DK] elolvasisihoz.

Stipsicz Andras és Szabd Zoltan
1993.



Jelen jegyzet — mint azt a fenti el6sz6 is mutatja — 1993-ban irédott. Az 1994-es esztendd valGsdgos for-
radalmat hozott a 4-dimenzids topolégidban és gauge-elméletben. Seiberg és Witten — fizikai megfontoldsokon
alapulé — elmélete szerint a jegyzetiinkben targyalt Donaldson-invaridnsok egyszeriibben is megkaphatdk. Egy,
az FI = 0 egyenlethez hasonlé differencidlegyenlet megolddsainak terét a 7. fejezetben ismertetett mdédszerhez
hasonléan kiértékelve kaphaték meg a Seiberg-Witten invaridnsok. Meglep6 médon azonban az 4j egyenlet-
tel kapott modulusterek mindig kompaktak, igy jénéhdny (a jegyzetben csak vizlatosan emlitett) technikai
probléma Seiberg-Witten invaridnsokra nem 1ép fel. Ez a kompaktsig radikalisan leegyszeriisitette és felgy-
orsitotta az invaridnsok kiszamitasat, és 1j topoldgiai tételeket eredményezett.

Az évek miltdval azonban nem deriilt ki az, hogy az eredeti (az Fj{ = 0 ASD egyenlettel megadott) mod-
ulustér nem-kompaktsiga pusztan technikai komplikdcidkat okoz, vagy esetleg tovabbi fontos — a 4-dimenzids
sokasdg differencidltopolégidjara vonatkozé — informéciét hordoz. Ezenkivil a fizikusok szemében az in-
stantonok tanulményozéasa tovabbra is érdekes maradt. Ezen okok alapjan dontéttiink ugy a jegyzet megirdsa
utan 6t évvel, hogy talan mégis érdemes lenne megjelentetni.

Stipsicz Andrés és Szabé Zoltan
1998.
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1. fejezet

Bevezeto

1.1 Négynél alacsonyabb dimenzidk

Miel6tt ratérnénk a 4-dimenziés sokasagok osztalyozasaban elért eredmények és a felhasznalt technikak targyaldsara,
idézziik fel roviden a més (tehdt nem 4) dimenzids sokasdgok elméletében bebizonyitott legfontosabb tételeket.
El6szor is tisztaznunk kell, mit értiink “sokasdgok osztalyozasa” alatt.

1.1.1. definicié. (a) Egy M 0sszefiiggd, Hausdorff, megszdmlalhat6 bazisd topologikus tér n-dimenzids topologikus
sokasdg, ha minden pontjinak van R™ egy nyilt részével homeomorf kornyezete. Ezen {Uy, @u}aca (ahol
tehdt U, C M nyilt és pu: Uy — V, C R® homeomorfizmus) kornyezetek halmaza a topologikus sokasag
atlasza. {Uqy, Yo taca (A" C A) egy részatlasz ha UgcaUy = M.

(b) Legyen r nem-negativ egész. Egy M n-dimenziés topologikus sokasdgon C"-struktirdnak neveziink egy
olyan {U,, ¢otaca (A" C A) részatlaszt, melyre o, € A’ esetén p, o goEl:Va NVg = VonNVs r-
szer differencidlhaté. M sima (C°°) ha létezik olyan részatlasz, melyre a ¢, o <p51 dtmeneti fiigguények
végtelenszer derivilhatdk (simdk).

(c¢) Egy f:M — N CT-sokaségok kozotti fiiggvény a p € M pontban r-szer differenciglhaté, ha p € UM C
M, f(p) € U) C N térképekre a g o f o o, : VM — V¥ C R* fiiggvény ¢, " (p)-ben r-szer differ-
encidlhaté. Az f fiiggvény C”, ha minden p € M pontban r-szer differencidlhatd, és C"-izomorfizmus, ha
bijekcié és inverze is C"-leképezés (r = 1,2, ..., 00).

A tovébbiakban tegyiik fel, hogy M kompakt, Osszefiiggd, irdnyitott C"-sokasig. Bér r tetszOleges nem-
negativ egész lehet, a kovetkez6 tétel azt mutatja, hogy az r = 0 (topologikus) illetve az r = oo (sima) esetek
az igazan érdekesek.

1.1.2. tétel. Legyen M tetszbleges (kompakt) C"-sokasdg (1 < r < o0). Ekkor M C7-atlaszdnak létezik C*
részatlasza, és ez eqy — diffeomorfizmus erejéig — egyértelmii sima struktirdt definidl M -en. O

Az 1 < r feltétel nagyon fontos, a tétel topologikus sokasdgokra — mint 1atni fogjuk — nem igaz. Egy olyan
listat szeretnénk tehat Gsszedllitani, amely felsorolja az 6sszes topologikus sokasdgot, és mindegyikre jelzi, hogy
azon van-e sima struktira. Természetesen azt is szeretnénk tudni, hogy ha egy topologikus sokasigon vannak
sima, struktdrdk, mennyi koziiliik a nem-diffeomorf. Ezt a felsorolast értjiik osztdlyozas alatt. Vegyiik elGszor
szemiigyre a 4-nél kisebb dimenziés sokasdgokat!

dim M=1: Ekkor az egyetlen (kompakt sszefiiggd) topologikus sokaség az S* = {z € C | |z| = 1} kérvonal,
amin — diffeomorfizmus erejéig — egyetlen sima struktira van.

dim M=2: Az irdnyitott, kompakt, Osszefiiggd feliiletek elmélete jol ismert; akar a w1 (M) fundamentalis
csoport, akar a Hy(M;7Z) homolbgia-csoport, akar a x(M) Euler-karakterisztika meghatdrozza a topologikus
sokasag osztalyat, és minden topologikus 2-sokasag egyetlen sima struktirat hordoz.

dim M=3:



1.1.3. tétel. Egy 3-dimenzios topologikus sokasdg diffeomorfizmus erejéig pontosan egy sima strukturdt hordoz.

|

A topologikus 3-sokasdgok elmélete azonban még nincs lezdrva. A teriilet legfontosabb kérdése a kovetkezd,
Poincaré-t6l szarmazo sejtés.

1.1.4. sejtés. Egy M 3-dimenzids kompakt eqyszeresen 6sszefiiggd sokasdg homeomorf az S® 3-dimenzids gombfeliilettel.

Mivel a 3-dimenzids sokasidgok elmélete jegyzetiink anyagdhoz szorosan nem kapcsolédik, igy csak megemlitjiik,
hogy bar az osztdlyozas még nem késziilt el, a valasz — Thurston nevezetes geometrizalhat4sagi sejtése nyoman
— legalédbb sejtés formajaban megvan.

Ha a dim M >4 eseteket akarjuk megvizsgdlni, Gjabb feltételt kell szabnunk sokasdgunkra a kovetkezo
konnyen belathaté tény miatt.

1.1.5. allitas. Legyen G tetszdleges végesen prezentdlt csoport és n > 4. FEkkor létezik olyan M n-dimenzids
kompakt Gsszefiiggd irdnyitott sokasdg, melynek fundamentdlis csoportja G-vel izomorf. O

Mivel pedig a csoport-izomorfizmus eldontése nagyon nehéz feladat (nem algoritmizdlhatd), nem vérhaté a
sokasdgok felsoroldsa sem. A tovabbiakban tegyiik fel tehat eddigi feltevéseink mellé azt is, hogy M egyszeresen
Osszefiiggl.

1.2 Egzotikus struktiarak

Az els§ példat homeomorf de nem diffeomorf sokasidgokra Milnor adta [M2].

1.2.1. tétel. Létezik egy olyan M 7-dimenzids sima sokasdg, mely homeomorf de nem diffeomorf az S7 7-
dimenzids gombfeliilettel. O

Mielétt tovabbmennénk, réviden tekintsiik 4t Milnor konstrukciéjat! Vegyiik az S* feletti principalis SO(4)-
nyaldbokat. Ezek [S2,S0(4)] = m3(SO(4)) = Z & Z elemeivel jellemezhetdk (a fenti S° az S* “egyenlitéje”). Ez
a két egész nem mds, mint az SO(4)-nyaldb e € H*(S*;Z) = 7 Euler-osztédlya és p; € H*(S*;Z) Pontrjagin-
osztélya. Ismert [DW], hogy pontosan azokhoz az (e,p1) € Z @ Z péarokhoz tartozik — izomorfizmus erejéig
egyértelmti — SO(4)-nyaldb, melyekre p; = 2e (mod 4). Vegyiik a P ,,) — S* principalis SO(4)-nyaldbhoz
tartozé E — S* négydimenziés vektornyaldb egységnyi hosszi vektorait, legyen ez a tér

E(e,p1) ={ve E| ||| =1}

E(e,p1) — S* tehat egy S° fibrumi fibrdlds. E fibralds homotopikus egzakt sorozatat felirva azonnal kapjuk,
hogy E(e,p1) 2-0sszefiiggb tér (azaz w1 (E(e,p1)) = m2(E(e,p1)) = 0). A Hurewicz tételbdl és Poincaré du-
alitési tételébol kovetkezik, hogy H;(E(e,p1); Z) = 0 ha i = 1,2,5,6. Tudjuk tovabbd, hogy Ho(E(e, p1); Z) =
H;(E(e,p1); Z) =2 Z. Felirva a fibrdlas Gysin-sorozatit,

Hy(S*)-25Hs(S%) — Ha(E(e,p1)) — Ha(S%) =0

adédik, ahol 9: Hy(S*) — H3(S?) a nyaldb e = e(E)[S*] Euler-karakterisztikdjival valé szorzds. Tehdt ha e =
+1, akkor 8 izomorfizmus, vagyis Hz(E(£1, p;)) = 0. Igy E(£1, p1) homoldgisja megegyezik S7 homoldgisjaval.
Morse-elméleti eszkdzokkel beldthaté, hogy E(+£1,p;) homeomorf S7-tel [M1], [MS]. Legyen W = W(£1,p;) =
{v e E||v| <1}, tehdt OW = E(+1,p;). Szdmolds mutatja, hogy

1.2.2. lemma. p; (W) € Hy(W;Z) = Z egyenld p1-gyel; W szignatirdjdra pedig o(W) = 1. O

Abbdl a feltevésbdl, hogy E(+1,p;) és S7 diffeomorfak, p;-re fogunk feltételt kapni. Tegyiik fel tehat, hogy
E(+£1,p,) és ST diffeomorfak. Ekkor W-hez OW = E(+1,p;) mentén egy D® = {v € R® | ||v|| < 1} 8-dimenzids
golyét ragaszthatunk, ezdltal egy V = W Usw D® zért 8-dimenzids sokasag definidlhaté.



1.2.3. tétel. (Hirzebruch Szignatidra-tétele 8-dimenziés sokasdgokra) Egy sima, kompakt, zdrt, irdnyitott 8-
dimenzios M sokasdgra

2
o(u) = 211,

45
ahol pi"* = (p;* (T M), [M]). O
Ezt a tételt V-re alkalmazva . ,
_ (P2 —Pq
1=0(V)= T
-5t kapunk, vagyis p> =4 (mod 7). Igy megkaptuk a kivént feltételt p;-re:

1.2.4. tétel. Ha p; = 2 (mod 4) és p? nem kongruens 4-gyel (modulé 7) — példdul p, = 6 — a kapott
E(+£1,p1) 7-dimenzids sokasdg homeomorf, de nem diffeomorf S”-tel. O

Milnor fenti példdja tehdt azt mutatja, hogy egy topologikus sokasdgon nem varhaté egyértelmii sima
struktira. Négynél magasabb dimenziéban azonban igaz a kdvetkezo6 tétel:

1.2.5. tétel. (Sullivan) Legyen M rdgzitett n-dimenzids topologikus sokasdg, n > 5. FEkkor létezik X1, ..., X
M-mel homeomorf, pdronként nem-diffeomorf sima sokasdg, hogy minden M -mel homeomorf Y sima sokasdgra
taldlhatd i, melyre X; diffeomorf Y -nal. Vagyis ha n > 5, akkor eqy kompakt egyszeresen dsszefiiggd iranyitott
n-dimenzids topologikus sokasdgon legfeljebb véges sok kilonbézd sima struktira létezik. (A fentit esetleg 0 is
lehet, ekkor M nem ldthatd el sima struktirdval.) O

A kiilonbozé sima struktirdk szdma is meghatdrozhat6. Példdul (Milnor-Kervaire), ha az S™ topologikus
sokasdgon 1év6 sima struktirdk szamat k(n) jelsli, akkor

k(6) = 1, k(7) = 28, k(8) =2, k(9) =8, ... ,k(16) =1, ... ,k(19) = 1096523, ...

Az 1.2.5 tétel és a fenti szdmolds homotépia-elméleti eredményeket, illetve a kovetkezd alapvetd fontossdgu
tételt hasznalja:

1.2.6. tétel. (h-kobordizmus-tétel, [Sm]) Legyen W kompakt egyszeresen dsszefiggd n-dimenzids peremes sokasdg,
OW = My M, vagyis W egy kobordizmus My és My kiézitt. Tegyiik fel, hogy az M; C W bedgyazds homo-
topikus ekvivalencia (i = 0,1) ésn > 6. FEkkor W = My x I (homeomorfak ha W topologikus sokasdy,
diffeomorfak ha sima). Specidlisan My és My izomorfak a megfeleld kategdridban. O

Ennek a tételnek a bizonyitsa erésen haszndlja az n > 6 feltételt. 1982-ben M. Freedman [F] megmutatta,
hogy topologikus sokasdgokra a tétel igaz n = 5 esetén is. S. Donaldson pedig ellenpéldat talalt a h-kobordizmus-
tételre a sima kategéridban, vagyis egy (sima) W h-kobordizmusrél megmutatta, hogy az (simén) nem direkt
szorzat.

Miel6tt tovabbmennénk, Freedman és Donaldson munkédssiagdnak egyik legmeghdkkentébb kovetkezményét
szeretnénk idézni, nevezetesen egzotikus R*-ek 1étezését.

1.2.7. tétel. Létezik sima 4-sokasdgoknak egy {Aa},cr> csalddja, hogy a csaldd minden eleme homeomorf
R*-gyel, de a kiilonboz6 a-khoz tartozd Aq-k pdronként nem-diffeomorfak. O

Megjegyezziik, hogy n # 4-re nem léteznek egzotikus R”-ek:

1.2.8. tétel. Tegyiik fel, hogy az X sima n-dimenzids sokasdg homeomorf R™-nel és n # 4. Ekkor X és R™
diffeomorfak. O



1.3 4-dimenzids sokasagok

Térjiink most rd a kompakt, egyszeresen Gsszefiiggd irdnyitott 4-sokasdgok targyaldsdra. Mivel m (M) = 1, igy
Hi(M;Z) = H¥(M;Z) = 0 és HY(M;Z) = H3(M;Z) = 0. Azt is tudjuk, hogy Ho(M;Z) = HO(M;Z) = Z
és HY(M;Z) = Hy(M;Z) = Z (az izomorfizmust az iranyitds adja meg). H2(M;Z) = Hy(M;Z) szabad Abel-
csoport, melynek dimenziéja b (M mdsodik Betti-szdma). Figyelembe véve H*(M; Z) gylirli-struktirdjit, egy
U:H2(M;Z) x H2(M;Z) — H*(M;Z) leképezést kapunk, ami a

q(a,b) = (aUb,[M]) € Z

szimmetrikus bilinedris formét adja meg ([M] az M irdnyitott sokasig fundamentilis osztilya). A Poincaré-
dualitds miatt ez egy nem-elfajulé forma. Ha M sima sokasdg (a fenti definicié csak azt haszndlja ki, hogy
M topologikus sokasag), ¢ méasként is definidlhaté. Jelolje PD(a) € Ho(M;Z) az a € H2(M;Z) kohomoldgia-
elem Poincaré-dudlisit, X, pedig egy PD(a)-t reprezentdlé M-be dgyazott kétdimenzids feliiletet. X, és Xp
vélaszthaté gy, hogy egymdst transzverzalisan messék. Beldthatd, hogy g(a,b) = #X, NIy (a transzverzalitds
miatt X, NXp véges sok pontbdl 4ll, amikhez az irdnyitas el6jeleket rendel, ezen +1-ek sszegét jeloli #X, NXp).
Ezen azonossig miatt ¢g-t az M sokasag metszetformdjdnak hivjuk.
A tovabbiak el6tt roviden tekintsiik 4t a nem-elfajulé szimmetrikus bilineédris formdk osztalyozasat.

e A g bilinedris forma rk(q) rangja annak az A szabad Abel-csoportnak a rangja, melyen g értelmezve van.
(Egy metszetformdra ez by = dim H2(M;Z).)

e ¢ szignatirdjanak definidldsdhoz emlékezniink kell arra, hogy habédr ¢ nem feltétleniil diagonalizdlhaté A
felett, a megfeleld A ® R val6s vektortéren ¢ mér diagondlis alakra hozhatd, a {64tléban +1-ekkel (ez a ¢
szimmetrikus forma Sylvester-féle normdlalakja). Ha k darab +1 és | darab —1 4ll a diagonalizalt forma
féatléjaban (vagyis gp =2 k(1) @ I{—1)), akkor ¢ szignatirdja, sign(q) =k — L.

e A harmadik invaridns nem tiinik érdekesnek, de a klasszifikiciés tételben fontos szerepe van. A ¢ szim-
metrikus bilinedris forma pdros, ha minden a € A esetén g(a, a) € Z péros, egyébként q pdratlan.

A egy bazisdnak kijelolésével ¢ egy mdtrixszal reprezentdlhaté. Mivel ¢ nem-elfajuld, ennek a métrixnak a
determindnsa +1.

1.3.1. tétel. ((HM])

(a) Rdgzitett m-re az m rangi A Abel-csoporton véges sok nem-ekvivalens definit (tehdt rk(q) = |sign(q)|
egyenldséget teljesitd) szimmetrikus nem-elfajuld bilinedris forma létezik. (Ez a véges szdm azonban nagyon
nagy lehet, példdul m = 40-re kb. 10°°.)

(b) Ha q indefinit, pdratlan és n+m = rk(q), n—m = sign(q), akkor q ekvivalens az n{l) ®m(—1) mdtrizszal
megadott metszetformduval.

(c¢) Ha q indefinit és pdros, akkor sign(q) oszthatd nyolccal. 81 = sign(q) és k = rk(q) jeloléssel q az IEg ®
%H matrizszal reprezentdlt metszetformdval ekvivalens, ahol

0 1
= (Vo)

2 0 -1 0 0 0 0 0
0 2 0 -1 0 0 0 0

-1 0 2 -1 0 0 0 O

g_|] 0 -1 -12 -10 0 0
8~ 0 0 0 -1 2 -1 0 0
0 0 0 0 -1 2 -1 0

0 0 0 0 o0 -1 2 -1

0 0 0 0 0 0 -1 2




a

Tehdt egy indefinit metszetformdt a rangja, szignatiraja és paritdsa meghatédrozza.

1.3.2. megjegyzés. Ha sign(q) < 0, tehat | < 0, akkor [Eg dgy értendd, hogy a (—FEs) mdtrixot vessziik
(—1)-szer. Vegyiik észre, hogy —H és H ekvivalensek, és példdul Eg & (—Es) = 8H.

Fenti el6késziiletek utdn kimondhatjuk M. Freedman nevezetes tételét, mely egyszeresen Gsszefiiggd, kom-
pakt, irdnyitott topologikus négysokasagok teljes osztalyozasat adja.

1.3.3. tétel. ([F]) Legyen q nem-elfajuld szimmetrikus bilinedris forma.

a) Ha q pdros, akkor létezik olyan M egyszeresen dsszefiiggd, kompakt, irdnyitott topologikus 4-sokasdg,
melynek metszetformdja q. Bdrmely két ilyen sokasdg homeomorf.

b) Ha q pdratlan, akkor léteznek My, My egyszeresen osszefliggd, kompakt, irdnyitott négysokasdgok, melyeknek
metszetformdja q; My és My nem homeomorfak, de bdrmely mds q metszetformdji 4-sokasdg M -gyel vagy M-
vel homeomorf. My és My kozil pontosan az egyikre lehet az M; x S* 5-dimenzids topologikus sokasdgot sima
struktirdval elldtni, igy My és Ms kézil legfeljebb az egyiken van sima struktira. O

Eltekintve tehdt a paratlan esetbeli kettOsségtol, a metszetformak a topologikus 4-sokasdgokat teljesen leirjik.
A kovetkez6 harom kérdésre szeretnénk tehdt — legaldbb részben — valaszt kapni:

(1) Mely metszetformdk realizdlhatdk sima sokasdggal?

(2) Egy sima sokasiggal realizilhat6 metszetforma hdny paronként nem-diffeomorf sima 4-sokasdgnak a met-
szetformaja?

(3) Egy sima sokasiggal realizdlhaté metszetformdra soroljuk fel az Gsszes azt realizdlé sima sokasagot.

A kovetkez6, Rohlintdl szdrmazé tétel adott elészor részleges valaszt az elsé kérdésre:
1.3.4. tétel. ([R]) Ha M sima spin 4-sokasdg, akkor sign(qnar) oszthatd tizenhattal. O

1.3.5. megjegyzés. Egy M egyszeresen Osszefiiggd 4-sokasdg pontosan akkor spin (azaz wa(TM) = 0) ha qur
metszetforméja péaros.

Tehat példaul a (2k+1) Eg®l H-val ekvivalens metszetformak nem realizalhatéak sima sokasdggal. Donaldson
munkassdga hozott djabb dttorést az 1) kérdés megvélaszolasdban.

1.3.6. tétel. ([D2]) Legyen M olyan sima egyszeresen Gsszefiiggd, kompakt, irdnyitott 4-sokasdg, melynek gnr
metszetformdja definit. Ekkor qpr 7. felett diagonalizdlhatd, vagyis ekvivalens +I-vel (I a megfeleld dimenzidji
egység-mdtrizot jeloli). O

1.3.7. tétel. ([D3])

a) Ha az M sima, egyszeresen Gsszefiiggd, kompakt, irdnyitott 4-sokasdg metszetformdja 2kEg & H, akkor
k=0.

b) Ha az M egyszeresen dsszefiiggd, kompakt, irdnyitott 4-sokasdg metszetformdja 2kEs ® 2H, akkor k = 0.
O

Konnyen meggondolhatd, hogy a szébajové definit (+I), illetve a pdratlan indefinit metszetformdk re-
alizdlhatok is sima sokasdggal (lasd a 8. fejezetet). Tehat definit és paratlan indefinit metszetformdk esetében
az 1) kérdésre a vélasz ismert. A 8. fejezetben azt is 1atni fogjuk, hogy H és 2(—FEg) @ 3H is realizdlhaté sima
sokasdggal. Ebbdl egyszeriien adédik, hogy 2k(—Eg) @ (3k + 1) H is realizdlhaté (k, ! pozitiv egészek). Néhdny
paros metszetforma sima realiziciéjanak kérdése azonban még nyitott.

Miésodik kérdésiinkre szintén csak részleges vilaszt tudunk adni. Ez a vélasz jelent6sen kiilonbozik a
magasabb dimenziékban megszokott eredményektdl. Mivel — egy Walltdl szarmazd tétel szerint — izomorf
metszetformdju 4-sokasigok h-kobordansak, a kovetkezd tétel azt mutatja, hogy a h-kobordizmus-tétel 4-
dimenziéban nem teljesiil.



1.3.8. tétel. Az aldbbi metszetformdkat végtelen sok nem-diffeomorf sima sokasdg realizdlja:
o 2n(—FEg) ® (4n— 1)H (n > 1 egész).
e 2k—1){1)® N(-1) (k>16és N >10k—1). O

A harmadik kérdésre még sejtés forméjdban sem ismert semmilyen vélasz.

Jegyzetiink 2. fejezetében vazlatosan felidézziik azokat a differencidlgeometriai alapfogalmakat, melyekre
a késébbiekben sziikségiink lesz. A 3. és 4. fejezet az ASD konnexiék modulusterével foglalkozik. Az 5.
fejezetet az egyik legfontosabb segédeszkoz, a ragasztdsi konstrukcié ismertetésének szenteljiik. A modulustérrol
Osszegylijtott informécick mar lehetévé teszik azt, hogy a 6. fejezetben (vdzlatosan) beldssuk Donaldson egyik
nemlétezési tételét (1.3.6 tétel). A Donaldson-invaridns és a Donaldson-polinom definici¢jdnak ismertetése (7.
fejezet) utdn a 8. fejezetben példdkat mutatunk az eddig megismert invaridnsok kiszdmitisira. A 9. és a
10. fejezetben pedig a Donaldson-polinom két alapvet6 tulajdonsdgaval, majd a polinom kiszdmitdsiban elért
eredményekkel ismerkediink meg.

10



2. fejezet

Egy kis differencidlgeometria

2.1 A konnexié definicigja

Ebben a fejezetben réviden felidézziik a differencidlgeometria néhdny olyan alapfogalmat, melyeket a késGbbiekben
hasznalni fogunk.

Legyen P — M adott principalis G-nyaldb (a tovabbiakban mindig feltessziik, hogy G=SU(2) vagy SO(3)),
E — M pedig a hozz4 asszocidlt vektornyaldb. A kovetkez6kben a konnexié fogalmdanak két egymdssal ek-
vivalens definiciéjat fogjuk megadni. Jelslje Q(M; E) a I'(M; A'M ® E) nyaldb-értékii i-formak terét. (Egy
m: E — M nyaldbra I'(M; E) a tovédbbiakban az {s: M — E | s egy C°°-leképezés, és m o s = idp} szelések
terét jeloli.)

2.1.1. definicié. Egy V:Q%(M;E) — QY(M;E) linearis operatort konneriénak neveziink, ha f € C®(M)
esetén

V(f-s)=df-s+ f-V(s) (s€QM;E)).

V-t szokas kovaridns derivdldsnak is nevezni. Sok esetben hasznosabb a konnexidkat mas szemszogb6l, sokkal
inkabb geometriai objektumokként kezelni. Ehhez azonban némi el6készitésre van sziikségiink.

Mivel 7: P — M principélis G-nyaldb, (definicé szerint) G szabadon hat (jobbrdl) P-n és P/G = M. Ez a G-
hatés egy ¢, izomorfizmust definidl Ker drp, < T, P (a fibrum érintStere avagy fliggéleges vektorok) és a Lie(G)
Lie-algebra k6zott: egy n € Lie(G) elemet {g;} 1-paraméteres részcsoporttal reprezentilva ¢p(%(p- 9t)|t=0) =7
egy

¢p: Ker dm, — Lie(G)
izomorfizmust ad meg. Idézziik emlékezetiinkbe, hogy G hat

e P-n (jobbrdl),

e TP-n (g € G-redg = g*:TP — TP),

e Lie(G)-n pedig az adjungalt hatéssal (egy {g:} 1-paraméteres részcsoport képe {g~'g;g} 1-paraméteres
részcsoport lesz).

2.1.2. definicié. Egy w P-n definialt Lie(G)-értékii 1-forma (tehat Q!(P; Lie(G)) egy eleme) konnexid, ha:
(1) w|ker dr, = ¢p, és (I) g € G esetén wpy(g*v) = g 'w,(v)g € Lie(G).

El6szor is kapcsolatot szeretnénk taldlni a két definicié kozott. Beldtjuk, hogy V vagy w megaddsa ekvivalens
egy olyan szabdly rogzitésével, mely lehetévé teszi M feletti vektorok (M-beli) gérbe menti parhuzamos eltoldsét.
Ezéltal — a parhuzamos eltolds kozbeiktatdsdval — V egyértelmiien meghatéroz egy w € Q(P; Lie(G)) 1-
format és forditva.

Egy V kovaridns derivaldst rogzitve a kovetkez6 mdédon definidlhatjuk az sq € E,,, vektor v:[0,1] —
M (y(0) = mg) gorbe menti eltoltjat: Elbszor is V:T'(E) — ['(E) ® I'(T* M) helyett V-t tekinthetjiik egy
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T'(E)®T(TM) — I'(E) operatornak. Kiterjesztve a 4 ~-menti vektormezdt egy X € T'(T'M) elemmé, keressiik
meg azt az s € I'(E) szelést, melyre V(s, X) = 0 és s(mo) = so. Az s5(y(1)) € E,(1) elemet fogjuk az so € E,(q)
vektor v menti parhuzamos eltoltjanak nevezni. Természetesen, ha adott egy parhuzamos eltolasi szabaly,
vagyis minden gorbére rogzitve van egy E. ) — E,(1) izomorfizmus, V-t konnyen definidlhatjuk: s € T'(E) és
X € T(TM) esetén az m € M pontban X (m)-et reprezentéljuk egy v: (—¢,e) = M ~v(0) = m, ¥(0) = X (m)
gorbével, majd az s(y(t)) € E., () vektorokat toljuk pdrhuzamosan az E.,(g) fibrumba. Ezéltal E, )-ban kapunk
egy 8; gorbét, ennek t = 0-ban vett derivaltjat fogjuk a V (s, X) szelés m € M pontbeli értékeként definidlni. A
fenti gondolatmenet tehdt azt mutatja, hogy egy kovaridns derivalds egyértelmiien meghatdroz egy parhuzamos
eltoldsi szabalyt és forditva. Lassuk mi a kapcsolat a konnexié 1-forma (w), és a parhuzamos eltolds kozott! Az
w € QY(P; Lie(G)) 1-forma egy {Ker w,} altérmezdt (disztribiciét) definidl P-n, melyrdl konnyti 14tni, hogy
a {Ker dm,} fliggbleges vektorok egy direkt kiegészitbje, vagyis Ker w, ® Ker dn, = T,P. Ezért Ker w,
elemeit az w konnexié vizszintes vektorainak is nevezik. Egy v:[0,1] —» M gorbe felemeltjének nevezziik azt a
I':]0,1] — P gorbét, melyre m oI’ = v (m a P — M nyaldb projekcidja). Koénnyii meggondolds mutatja, hogy
T'(0) € Py(o) rogzitésével egyetlen olyan I felemelése létezik y-nak, melyre

['(t) = dl(t) € Ker w,

vagyis a felemelt I' gorbe érintdi vizszintesek. A T'(0) — T'(1) fiiggvény egy Pyq) — Py(1) izomorfizmust
ad meg, ami az asszocidlt vektornyaldbon éppen egy parhuzamos eltoldsi szabdlyt jelent. Visszafelé egyszerii
gondolatmenet mutatja, hogy a parhuzamos eltoldsi szabaly kijel6li a vizszintes vektorokat (Ker w elemeit),
hiszen a parhuzamos eltolasi szabily megadja a I' “vizszintes” felemeléseket, ezek érintbit véve kapjuk Ker w
elemeit. Mivel Ker dm-n egy w konnexié 1-forma (a 2.1.2 definicié (I) pontja értelmében) rogzitett, Ker w
megadédsdval mar az w 1-forma is definidlt. Megmutattuk tehdt, hogy a konnexié két definicidja (V és w)
ekvivalens. Ezentil egy konnexi6t A-val fogunk jel6lni, és mindig az elény6sebb realizicidjat (kovaridns derivalds
vagy 1-forma) fogjuk hasznlni.

A tovébbiak el6tt néhény jel6lést rogzitiink. Jeldlje Ap a P — M nyaldbon 16v konnexidk terét. Mindkét
definiciébdl 14tszik, hogy A1, A2 € Ap esetén A; + A nem konnexié. wi,ws konnexié 1-formdkra azonban
w1 — wo kiilonbség Ker dm-n eltlinik, igy w; — wy egy M-en 1év6 1-forma P-re vald visszahdzasaval egyenlo. A
P-hez az adjungdlt hatdssal asszocidlt Lie(G) fibrumi nyaldbot adP-vel jelolve a kovetkezd allitds teljesiil:

2.1.3. 4llitas. wy,ws € Ap-re pontosan egy olyan n € Q' (M;adP) elem létezik, melyre w; — ws = 7*1. O

Tehat bér w € Ap értékét a trividlis P x Lie(G) nyaldbban veszi fel, n mar adP-értékli 1-forma lesz M-
en. Vagyis Ap egy Q! (M;adP)-re nézve affin végtelen dimenzids tér. Legyen Gp az a csoport, melynek elemei
olyan g: P — P nyaldb-automorfizmusok, melyek a bazison az identitdst indukaljik, vagyis g(Py,) = P,, minden
m € M-re. A Gp csoportot szokds mérce-csoportnak (gauge group) nevezni.

2.1.4. megjegyzések. e Rovid megfontolds mutatja, hogy Gp elemei annak az AdP — M G-fibrumi
nyaldbnak a szeléseivel azonosithatdk, melyet igy kapunk, hogy P — M-hez a konjugilt hatdssal G-t
asszocidljuk (vagyis AdP = P xg G, ahol g € G a h € G elemen a h — g~'hg konjugalt hatdssal hat).
AdP tehat egy G-fibrumi de nem principalis nyaldb! A P — M nyaldbhoz tehdt az Ad-hatdssal G-t
asszocidlva az AdP — M, az ad-hatédssal Lie(G)-t asszocidlva pedig az adP — M nyaldbot kapjuk.

e A fenti definiciébél jél lathaté, hogy Q°(M; AdP) = T'(M; AdP) csoport-struktiraval, Q°(M;adP) =
['(M;adP) pedig Lie-algebra struktirdval rendelkezik, és természetesen a Gp = Q°(M; AdP) csoport
Lie-algebraja éppen Q°(M;adP) lesz.

e Mivel G =SO(3) (illetve G =SU(2)) esetén a Lie(G) Lie-algebra részalgebréja R? (illetve C?) endomorfizmus-
algebrajanak, ha EndE — M jeloli az E — M nyaldb endomorfizmusainak nyaldbjit, akkor

Q°(M;adP) < Q°(M; EndE)

4ll fenn.
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Mint lattuk, a P — M nyaldbon 1évé A konnexiéhoz a P-hez asszocidlt E — M vektornyaldbon egy
V 4 kovaridns derivdldsi operdtor tartozik. (Itt £ — M-et a G csoport természetes — SO(3) esetén a 3-
dimenzids valés, SU(2) esetén a 2-dimenziés komplex — reprezentacidjat hasznalva kapjuk meg P — M-bdl.)
Természetesen minden asszocidlt vektornyaldbon definidlhaté az A konnexidhoz tartozé kovaridns derivaldsi
operator. Ezek koziil szdmunkra a tovdbbiakban a da-val jelzett, adP — M szelésein hatd operdtor lesz
kiil6nosen fontos.

2.1.5. feladat. Lassuk be, hogy a da:Q°(M;adP) — Q'(M;adP) oparétor egy w € Q°(M;adP) elemen a
kévetkezd médon hat: egy s € Q°(M; E) = I'(E) szelésre

(daw)(s) = Va(w(s)) —w(Va(s))-

(Ne feledjiik, hogy az w € Q°(M;adP) < Q°(M; EndE) elem hat az E — M nyaldbon, és igy az Q!(M; E)
tereken is.)

Gp a visszahtizdssal természetesen hat az Ap téren. A Bp = Ap/Gp faktortérnek a késSbbiekben nagyon
fontos szerep jut majd.

2.2 Gorbilet

Egy adott V konnexié Fy gorbiiletét a kovetkezd médon adhatjuk meg. A I'(M;E ® A*M) = Q(M; E) teret
roviden Q¢(E)-vel jelolve legyen V(): QY(E) — Q?(E) az a linesris operator, melyre

V(s -w) = V(s)w—s-dw (w 1-forma, s € ['(E)).

Ez a Leibnitz-tipusi szabéaly egyértelmiien definidlja V(V)-t V ismeretében (hasonlé médon tetszbleges i-re
kiterjesztve a definiciét V(?: Q4 (E) — Qit1(E) operitort kaphatunk). Bar V nem C(M)-linedris — hiszen
V(fs) # f-V(s) (f € C®(M),s € T(E)) —, konnyii szdmolds mutatja, hogy V() o V:T'(E) — I'(E ® A2M)
maér igen. Méasszéval a V(1) o V operdtor s € T'(E) elemen felvett értéke az m € M pontban csak az s(m) € E,,
értéktol, nem pedig s-nek az m pont egy kornyezetén vald viselkedésétdl figg. Ez azt jelenti, hogy 1étezik egy
olyan Fy: E — E ® A2 M nyalébleképezés, melyre

VW o V(s)(m) = Fy(s(m));

ezt a leképezést gorbiiletnek nevezziik. Fy tehdt a Hom(E,E ® A2M) nyaléb egy szelése. Hom(E,E ® A2M)
természetesen izomorf az E® A2M ® E* nyaldbbal, és konnyen beldthaté, hogy adP = E® E*. Végeredményben
teh4t a V konnexié Fy gorbiilete T'(adP ® A2M) = Q2?(M; adP) egy eleme.

Mivel a konnexi6énak is két (egymédssal ekvivalens) definici6jat adtuk, a teljesség kedvéért megadjuk az F
gorbiiletet arra az esetre is, amikor a konnexiét egy w € Q'(P; Lie(G)) 1-forma reprezentélja.

Tekintsiik az F, = dw + w A w € Q?(P; Lie(G)) Lie-algebra értékii 2-form4t. w A w egy kis magyarazatot
igényel: w(7) Lie-algebra elemet reprezentalhatjuk egy métrixszal, melyben a méatrix-elemek szdmértéki 1-
formék (7 € T, P egy p € P pontban). w(71) Aw(m) legyen a két matrix kommutdtora gy, hogy az 1-formékat
az ék-szorzdssal (A) szorozzuk Ossze.

2.2.1. allitas. Az F,, 2-forma megszoritdsa a m: P — M fibrdlds fibrumainak érintéterére azonosan nulla, sét
p € P ésti,m € TpP esetén ha legaldbb az egyik 7; érinti a fibrumot (7; € Ker drp), akkor F,(m1,72) =0. O

Ez mésszéval azt jelenti, hogy létezik egy olyan F,, € Q%(M;adP) 2-forma, melyre 7*F,, = F,,. Az igy kapott
F,, lesz a gorbiileti ketté-forma, mely megegyezik az el6zé definicié Fy € Q2(M;adP) szelésével.

2.2.2. megjegyzések. e Vegyiik észre, hogy bar F,, € Q2?(P; Lie(G)) a trividlis P x Lie(G) nyaldbban
veszi fel értékeit, F,, mar — a nem feltétleniil trividlis — adP nyaldbba mutat.

e Jeldlje V, az (M, g) Riemann-sokasig Levi-Civita konnexiéjat. Ekkor pontosan Fy(m) = 0 esetén
taldlhaté m € M koériil olyan lok4lis {z1, ..., o, } koordindta-rendszer, melyre g = Y dz?, vagyis m koriil
M olyan, mint R” a kanonikus metrikdval. Ez az észrevétel indokolja a gorbiilet fenti definicidjét.
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2.2.3. definicié. Egy A konnexi6t laposnak (flat) neveziink, ha F4=0.

Megmutatjuk, hogy rogzitett sokasag feletti nyaldbon megadhaté lapos konnexidk a sokasdg fundamentalis
csoportjanak reprezentacidival azonosithaték. E kapcsolat megadasa elott azonban sziikségiink van a kévetkezo
definicidra.

2.2.4. definicié. Egy A konnexiéra a v:[0,1] — M, v(0) = v(1) = mo hurok menti padrhuzamos eltoldssal
kapott g: E,,, — Ep, linedris transzforméciét, vagyis Hol,(A) € Aut(E,,,) elemet az A konnexié v menti
holonémidjdnak nevezziikk. Bér Aut(E,,) = G (G a nyaldb struktdra-csoportja), ez az izomorfizmus csak
konjugalas erejéig meghatdrozott, igy Hol,(A) a G csoportnak egy konjugélds erejéig meghatarozott eleme.

Ha az A konnexi6 gorbiilete 0, vagyis A lapos, homotép gorbékre A holonémidja azonos lesz, tehat A egy
¢:m (M, mg) — Aut(E,,,) homomorfizmust definidl, ami egy — konjugalés erejéig egyértelmii — ¢: 11 (M) — G
reprezentdciét ad meg. Jeloljik a tovabbiakban Rg(M)-mel a Hom(wi (M), G) teret, xa(M)-mel pedig ennek
Hom(m(M),G)/adG faktorit (G konjugdldssal hat a homomorfizmusok terén, ezt a hatdst jeloltik adG-vel).
A fentiek szerint a holonémia egy lapos konnexiéhoz xg (M) egy elemét rendeli. A P — M nyaldbon 1év4 lapos
konnexidk és a fundamentdlis csoport reprezenticidi kozotti kapcesolat megértéséhez a kovetkezo konstrukceidval
kell megismerkedniink. Adott p: (M) — G reprezentédciéhoz egy R, — M principélis G-nyaldb és A lapos
konnexi6 asszocidlhaté a kdvetkezé médon: legyen M — M az M univerzalis fedése, ami tehdt egy principélis
m1(M)-nyaldb. A p reprezenticié segitégével ehhez egy R, — M principdlis G-nyaldbot asszocidlhatunk:

Rp =M Xy (M) G= M x G/g,

ahol (m-v,9) = (m,p(y)g9) (m € M, g € G, v € m(M)). R, teh4t nem mds mint az M feletti trivislis
G-nyalsb faktora a y(m,g) = (my,p(y 1)g) m (M)-hatdssal. Véve M x G-n a trividlis konnexiét, a fenti
faktorizdlds egy A konnexi6t definidl R, — M-en. Mivel A lokélisan olyan, mint a trividlis konnexié M-en,
F4 = 0 teljesiil, vagyis A lapos. Azt is konnyti beldtni, hogy valdjdban minden lapos konnexié megkaphaté evvel
a konstrukciéval. Legyen tehdt xg(M,P) = {p € Ra(M) | R, = P}/adG, Fp ={A € Ap | Fa = 0}/Gp;
ekkor

2.2.5. allitas. A H:Fp — xa(M,P) holondmia-fiigguény bijekciét ad meg a P-n lévé lapos konnexick és
w1 (M) azon p reprezentdcidi kozott, melyekre R, = P. O

Az eddig definiélt terek — Ap, Bp, Fp — nem nydjtanak informéciét M sima struktirijdra vonatkozdan.
Ap végtelen dimenzids affin tér, Fp a w1 (M) ismeretében meghatirozhatd, és Bp-rdl is belathatd, hogy M-nek
csak a homotdpia-tipusatdl fiigg. Egy 1j — ezittal egy Riemann-metrikatdl fiiggé — operdtor bevezetésével a
helyzet gyokeresen megvaltozik.

2.3 A modulustér

Legyen V™ n-dimenziés irdnyitott vektortér, { , ) pozitiv definit skaldris szorzas V-n, AV pedig V i-edik kiilsé
hatvénya. Ha {21, ..., 2,} V-nek egy ortonormalt irdnyitott bazisa, akkor definicid szerint {dz;, A...Adz;; | j1 <
... < ji} A'V*-nak legyen egy ortonormélt bazisa. (A fenti elemek nyilvan bézist alkotnak — az ortonormaltsig
feltevésével A'V*-on egy metrikat is kapunk.)

2.3.1. definicié. A *: A'V* — A"~*V* Hodge-féle csillag-operatort a kévetkezé médon definidljuk:
*(dle JARSAY d:vj,.) =dzj , N... Ndzx;,

ugy, hogy {j1,.--Jn} az {1,...,n}-nek paros permuticiéja. A bdzisrdl linedrisan kiterjesztve kapjuk meg a
*: A'V* = APV * leképezést.

Fibrumonként definidlva ilymédon egy *: T'(A*M) — T(A™ ¢ M) operatort kapunk, ami természetesen fiiggeni
fog az M-en rogzitett Riemann-metrikdt6l. Sokszor fogunk nyaldb-értékii formakkal dolgozni, * definicidja ezekre
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is természetes mddon kiterjesztheté. Ha dim M = 4, vagyis 4-dimenzids sima sokasagrél van szd, és ¢ = 2, akkor
*x:T(A2M) — T'(A2M), és adP-értékii formdkra val természetes kiterjesztéssel

*:Q%(M; adP) - Q*(M;adP).

Konnyti szamolds mutatja, hogy a fenti specidlis esetben x> =Id. Ezért az Q2(M;adP) 2-formak tere felbomlik
a * operator +1 és —1 sajatértékhez tartozo sajatalterének direkt Gsszegére:

Q*(M;adP) = Q% (M;adP) ® Q> (M;adP).

(s € O?(M;adP)-re az st = 252 és 5= = 22*5 elemek olyanok, hogy *sT = s, xs~ = —s~ éss=sT +57.)
Emlékezziink vissza arra, hogy egy A konnexié F4 gorbiilete éppen az Q2(M;adP) vektortér egy eleme.

2.3.2. definicié. Egy A konnexié anti-6ndudlis (az angol anti-self-dual szébél ASD), ha F4 € Q2 (M;adP)
(vagyis *Fa4 = —F4, vagy masképp Fa = Ff + F; felirassal Ff = 0). Az A konnexié 6ndulis (SD), ha
Fa € Q2 (M;adP).

Tehat egy konnexié ASD tulajdonsédga fiigg a x-operdtortdl, amit pedig a vélasztott g metrika definidl. Ha
a g metrikatdl vald fliggést hangsilyozni akarjuk, g-ASD konnexi6krdl beszéliink.

2.3.3. definicié. e A P — M nyaldbon értelmezett g-ASD konnexick terét (vagyis {A € Ap | A g-ASD
konnexié}-t) jelolje ASDp(g)-

e Az Murp(g9) = ASDp(g)/Gp faktorteret a P — M nyaldbon 1év6 g-ASD konnexiék modulusterének
nevezziik. (Itt impliciten felhasznaljuk azt a tényt, hogy az ASD tulajdonsdg mérce-invaridns, vagyis Gp
hat az ASDp(g) téren.)

Miutén az ASD tulajdonsig és az ASD konnexiék modulustere a tovdbbiakban kozponti jelentdségii lesz,
a definicié utdn alljunk meg egy pillanatra. A konnexié és a gorbiilet fogalma ugyan tetszéleges dimenzidji
sokasdgra értelmezhetd, az ASD tulajdonsdg azonban csak 4-dimenziés sokasdgok feletti konnexidkra értelmes.
Létni fogjuk, hogy a Bp tér az M sima sokasdg homotépia-tipusdbdl mér meghatdrozhaté (lasd pl. a 7.2.4.
tételt), mi viszont M sima struktirdjat szeretnénk vizsgélni. A késébbiekben ki fog deriilni, hogy az Mr,p(g) C
Bp részhalmaz mér a sima struktdrdrdl is hordoz magdban informéciét. M, p(g) definiciéja ugyan egy
Riemann-metrika rogzitését is megkoveteli, ez azonban nem olyan lényeges; mint Bp-beli “homolégia-elem”
Mu,p(g) nem fog a g metrikatdl fiiggeni.

Természetesen ahhoz, hogy Mz p(g)-t Bp-beli homolégia-elemként tudjuk szemlélni, néhény tovébbi tula-
jdonségot kell belstnunk réla. A 3. fejezetben targyalt struktira-tétel szerint b}, > 0 esetén majdnem minden
metrikdra Mus,p(g) C Bp sima véges dimenzids sokasig lesz (a bj,f = 0 esetet kiilon kell tdrgyalnunk, ennek
nagy hasznat vesszilk majd a 6. fejezetben). Ahhoz, hogy Mr p(g) homoldgia-elemként legyen felfoghatd,
be kell 1atnunk hogy kompakt, és egy irdnyitdst kell rajta rogzitenlink. Az irdnyitds kérdésére — nagyon
érint6legesen — a 7. fejezetben fogunk kitérni, a kompaktsig vizsgilatdra pedig a 4. fejezetben keriil majd sor.
Létni fogjuk, hogy Ms,p(g) ltaldban nem kompakt, de mivel b}, > 0 esetén sokasig, H*(Bp;Q) kompakt
a 7.1 fejezetben fogjuk megadni) az eddigi leghatékonyabb eszkéznek bizonyult 4-dimenziés sokasdgok sima
strukturdjinak vizsgalatdban. Ennek a fliggvénynek (a Donaldson-polinomnak) néhdny érdekes tulajdonsigédval
fogunk a 8., 9. és a 10. fejezetben megismerkedni. Miel6tt azonban tovibbmennénk, ejtsiink néhany szét prin-
cipalis G-nyaldbokrdl.

2.4 SU(2)- és SO(3)-nyalabok
Az egyszerliség kedvéért feltettiik, hogy G =SU(2) vagy SO(3). Emlékeztetdiil
SU(2) = {4 2 x 2-es komplex matrix | AAT = AA* = I és detA =1},
SO(3) = {4 3 x 3-as valés miétrix | AAT =T és detA = 1}.

Topologikusan SU(2) az S3 = {z € R* | ||z|| = 1} 3-dimenziés gémbfeliilettel azonosithats, SO(3) pedig az RP*
projektiv térrel. A {+I} C SU(2) normalosztéval faktorizalva kapjuk az SU(2)/{£I} —-SO(3) izomorfizmust.
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2.4.1. tétel. ([DW])

(a) Egy M j-dimenzids sokasdgra a P — M principdlis SU(2)-nyaldb egyetlen invaridnsa P mdsodik Chern-
osztilya (co(P) € HY(M;7Z) = 7.); vagyis P; és Py pontosan akkor izomorfak, ha ca(P1) = ca(Ps); valamint
tetszéleges a € HA(M; Z)-re létezik olyan P, — M, melyre c3(Py) = a.

(b) Ismét egy 4-dimenzids M sokasdg feletti P — M principdlis SO(3)-nyaldbra pi(P) € H*(M;Z) elsé
Pontrjagin-osztdly és wo(P) € H2(M; Z5) mdsodik Stiefel- Whitney osztdly teljes invaridns rendszer, vagyis
Py, és P> pontosan akkor izomorfak, ha p1(P1) = p1(Ps) és wa(P1) = wa(P2). Egy P — M nyaldb ezen
két invaridnsdra mindig fenndll, hogy w3(P) = pi(P) (mod 4); és minden olyan (p,w) € H*(M;Z) x
H2(M; Z5) pdrra, melyre w? = p (mod 4) teljesiil, létezik egy olyan P, — M SO(8)-nyaldb, melyre
P1(Ppw) =p és wa(Ppy) = w. O

2.4.2. megjegyzés. A w3(P) = p1(P) (mod 4) rel4cié némi magyarazatot igényel; w2 (P) a ws(P) € H2(M; Z2)
kohomoldgia-osztdlynak nem a csészeszorzassal vett négyzete — az ugyanis a H*(M; Z,) csoportnak lenne el-
eme —, hanem w» (P) Pontrjagin-négyzete, amit a kovetkez6 médon definidlhatunk egy egyszeresen Gsszefiiggd
4-sokasigra: létezik (végtelen sok) olyan ¢ € H2(M;Z), melynek mod 2 redukciéja éppen w2(P) (ez kénnyen
beldthaté egyszeresen osszefiiggd M-re). A ¢> = cUc € HY(M;Z) = 7 érték ugyan fiigg c valasztdsitdl,
mod 4 redukcidja (vagyis ¢ € H*(M; Z;)) azonban méar csak ws(P)-tdl fiigg. Ezt az értéket jeloltiik — kicsit
pongyolén — w3 (P)-vel.

Miel6tt néhany egyszerii példat mutatndnk ASD konnexidkra, nyaldb-elméleti résziink zardsaként tekintsiik
at, milyen kapcsolat van a nyaldbok algebrai topoldgiai (karakterisztikus osztalyok) és differencidlgeometriai
(konnexidk) tulajdonsigai kozott (ezt a kapcsolatot Chern-Weil elméletnek is szokds nevezni).

2.4.3. allitas. Legyen A egy konnezid a P — M principdlis SU(2)-nyaldbon. Ekkor 8m2cy(P)[M] = [,, Tr(FsA

Fy). O
Emlékezziink arra, hogy mit jelent két Lie-algebra értékii forma ékszorzata. A kordbban tirgyalt kon-
venciét alkalmazva F4 A F4 Lie-algebra értéki 4-forma, melynek nyomat — egy szamértéki 4-format —

mar integralhatjuk M-en. A 4-sokasigon egy Riemann-metrikdt, a Lie(SU(2))=su(2) Lie-algebrin pedig a
|n] = =Tr(n?) normét véve

Tr(FaAFa) = =(|F{|* = |Fx[*)dp
azonossagot kapjuk (du a metrika térfogati formaja). Tehat 8w%co(P)[M] = [, |Fy |*du— [, |F4|*dp. Masrészt
[Fal|? = [3; |Fal?dp = [y, |Ff1?dp + [, |Fy |*dpy. Ezeket dsszevetve 8m2cy(P)[M] < ||Fal|* adédik, és a mi-
nimumot éppen az ASD konnexidk adjik, vagyis egy A ASD konnexiéra 8m2cy(P)[M] = [,, Tr(Fa A Fa) =
Jor | Fal?dp = || Fal|>.

2.4.4. megjegyzés. e AYM:Bp - R
YM(A) = [ FaPdu= |[Eal?
M

Yang-Mills funkcional varidcids egyenletének, a
dyFa=0

maésodrendii parcidlis differencidlegyenletnek a vizsgalata inditotta a fizikusokat instantonok, vagyis a
fenti egyenlet specilis megold4sainak keresésére. (d4 az A konnexié kovaridns derivaldsdnak Q2 (M;adP)
nyaldbértékil 2-formdakra valé kiterjesztését jeldli, d¥y pedig a d4 operdtor adjungéltja.) A varidciés egyen-
letnek a Y M funkciondl kritikus pontjai lesznek a megoldésai, ezek koziil a minimumok (az instantonok)
egy els6rendii egyenlet,
F;=0

megoldédsai. Természetesen elészor csak az S* 4-dimenziés gombfeliilet esetére keresték az egyenlet
megoldésait (ldsd még [AHS]). Késébb — algebrai geometriai hatdsra — F; = 0 helyett a vele sz-
immetrikus F;{ = 0 egyenletet vizsgaltdk.
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e G=S0(3) esetén hasonld formula adja meg a P — M nyaléb elsé Pontrjagin-osztalyat:

p1(P) = —2% Tr(Fa A Fa).
™ JMm
e Az g [, Tr(Fa A Fa) értéket a konnexié energidjénak is nevezik. Egy ASD konnexié energidja tehét
a nyaldb co(P)[M] (vagy —1ipi(P)[M]) karakterisztikus szdmdval egyezik meg. A k energidji g-ASD
konnexidk terét M* (g)-vel fogjuk jeldlni (az SO(3)-esetben az energia még nem hatérozza meg a nyaldbot,
gy itt megtartjuk P-t a jelolésben).

2.5 A modulustér S*-en

Legyen M = S* a standard (R®-bdl 6rokolt) metrikdval, és vegyiik azt a P — M SU(2)-nyaldbot, melyre
c2(P)[S*] = 1. Ezt a nyaldbot tobbféleképpen megadhatjuk; példaul a HIP' = S* tér feletti tautolégikus
kvaternié-vonalnyaléb egységnyi hosszii vektorait véve P-t kapjuk (ebbdl j6l 14thaté, hogy P S”-tel diffeomorf).
Az S = {(q1,92) € H? | |g1|® + |g2|? = 1} modellel a w: 7 — S* 7(q1,q2) = [q1 : g2] € HIP! definicié adja meg
a projekciét (H2-n a belsd szorzast {(p1,p2), (q1,92)) = Re(p1d1 + p2d2) formula definidlja). Az

w = Im(q1dg: + G2dg2)

definiciéval egy Lie(SU(2)) = ImH-értékii 1-formét kapunk P-n. Koénnyen beldthatd, hogy ez az 1-forma egy
konnexié a P — S* nyaldbon. Be fogjuk 1atni, hogy w ASD. Vegyiik a kovetkezd, sztereografikus projekciébél

szdrmaz6 térképet St-en: p: R* = H — §* = HP! ¢(z) = [z : 1], és legyen ezen a térképen u(z) = ﬁ a
+|z|%)2
P — S* nyalab rogzitett szelése. u segitségével w-t erre a térképre visszahizva az
Zdz
A=p'w=T
pw=Im( )
kifejezést kapjuk. Ebbdl pedig a gorbiilet (ami mar S*-en egy 2-forma) kénnyen meghatarozhaté:
F, = dz AN dx ‘
1+ |z[*)?
2.5.1. allitds. F} = 0, vagyis a fenti w konnexié ASD.
Bizonyitds. Tudva, hogy
{dz1 A dzy — dz3 Adzy, dzy Adzs — dzs A dzy, dzy Adzg + dzo Adzs}
pontonkénti bazisa az ASD formdknak, a bizonyitds természetesen kdnnyli gyakorlat. O

Ebbdl a megoldésbél mar megkaphatjuk az dsszes ASD konnexi6t (mely a rogzitett P — S* nyaldbon van
definidlva és a standard metrikdra nézve ASD).

2.5.2. tétel. My, (standard metrika) = B®. (Itt B® o nyilt 6tdimenzids golydt jeldli.)

Bizonyitds. B®°-nyi sok konnexiét kénnyen megadhatunk, annak beldtdsa azonban, hogy t6bb nincs, mar
nehezebb feladat, igy ezt most nem irjuk le (l4sd [AHS]). Legyen tehdt p € S, X € (0,1) és vegyiik p-
bél a sztereografikus projekciét. Az x — Az fliggvény mentén a fenti A = Im(1ﬁ:|2) R*-en levé 1-formét
visszahtzva egy A, ) 1-format kapunk, ami egy P — S*-en 1év6 konnexi6va terjeszthetd ki; a térképen A, ) =
Im(%ﬁlz). A = l-et vélasztva természetesen A-t kapjuk vissza. A, ) gorbiiletét a térképen a (STTA\%
kifejezés adja meg, amibdl kovetkezik, hogy A, » ASD. Mivel a gérbiiletnek p-ben maximuma van (és a maximum
értékébdl A meghatarozhatd), a fenti konnexiék paronként Gp-inekvivalensek (tehdt nem mérce-ekvivalensek).
B5 kozéppontjdba A-t, a p € S%-be mutaté sugdrra {4, | A € (0,1)} konnexi6kat képezve egy megfeleltetést
kapunk az eddig legyartott konnexick és B® kozott. Ez a megfeleltetés egy diffeomorfizmust ad My, és B®
kozott [AHS]. O
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2.5.3. megjegyzés. A — 0 esetén A, » gorbiilete egyre jobban a p pontra koncentralédik, hatdrdtmenetben a
gorbiiletet egy “Dirac-delta” jellegi fiiggvény irja le. Errdl a jelenségrél a késébbiekben még sz6 lesz.
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3. fejezet

A modulustér

3.1 A struktura-tétel

Ebben a fejezetben a modulustér struktirajat fogjuk megvizsgalni. Elészor az SU(2)-esettel foglalkozunk.

3.1.1. tétel. Legyen M egy kompakt, egyszeresen dsszefiiggd sima négysokasdg és legyen E egy olyan SU(2)-
nyaldb M felett, melyre ca(E)[M] = k. Tegyiik fel tovdbbd, hogy bl, > 0.

(a) Ha k = 0, vagyis a nyaldb trividlis, akkor az Mk, (g) modulustér egy pontbdl dll; ez a trividlis lapos
komnezid.

(b) Hak #0 és8k—3(1+bl,) <0, akkor M (g9) majdnem minden g metrikdra ires.
(c) Ha8k—3(1+b}l,) >0, akkor Mk (g) majnem minden g metrikdra egy 8k — 3(1+b},) dimenzids sokasdg.

Nézziik meg elészor a legegyszeriibb & = 0 esetet. Emlékeztetsiil: egy A konnexié definicié szerint akkor
lapos, ha F4 = 0, és A pontosan akkor ASD, ha a gérbiilet pozitiv része eltiinik, vagyis F;{ = 0. Teh4t minden
lapos konnexié egyben ASD is. Lassuk be, hogy a trividlis nyaldbon nincsen t6bb ASD konnexié. Tegyiik fel,
hogy B € M% (g). A Chern-Weil elméletbél (14sd 2.4.3) kovetkezik, hogy

[ 1FsPau= [ (FSPdu = sre(E) M) =0
M M

Mivel B ASD, igy Fj = 0, tehat Ju |F5 ?dp = 0, amib8l Fg = 0 kdvetkezik, és mivel Fp = F} +F5, B
valéban lapos. Mivel 71 (M) = 0, M-en konjugdlas erejéig egyetlen lapos konnexié van, a trividlis.

3.1.2. feladat. Ldassuk be, hogy ha k < 0, akkor tetszéleges g metrikdra M¥ (g) iires.

A struktira-tétel bizonyitdsa az dltaldnos esetben igen komplikélt. A tovdbbiakban ezt fogjuk vazolni. Mint
mar emlitettiik, a Gp mérce-csoport hatdsa az Ap téren nem egy szabad hatds, igy a Bp faktortér nem lesz
sokasdg. Ebbdl adédbéan az Mur,p(9) C Bp modulustértdl sem varhaté el, hogy minden pontja sima legyen.
M, p(9) nem-simasdgdnak két oka is lehet: el6fordulhat, hogy egy p € Mas,p(g9) pont mar a befoglalé Bp
térnek sem sima pontja, és megtorténhet, hogy p € Bp sima pont, de az FZ = 0 ASD egyenlet p kis kornyezetét
nem simdn vigja ki. A kovetkez6 részben azokat a pontokat fogjuk megvizsgdlni, melyekben Bp nem sokasig.
Ezek a pontok éppen az E nyaldbon 1év6 reducibilis konnexiéknak fognak megfelelni. Meglep6 médon a sokasig
b}, értékétdl fiiggden az Mys,p(g) modulustér vagy teljesen elkeriili a reducibilis pontok halmazit — ez a
helyzet b}, > 0 és generikus metrika esetén —, vagy (bi, = 0 esetén) a sokasdg kohomolégidja altal pontosan
meghatdrozott darabszdmi reducibilis konnexié lesz ASD. A reducibilis konnexidk targyaldsa utdn foglalkozunk
avval a kérdéssel, hogy milyen metrika esetén vagja ki simdn a modulusteret az ASD egyenlet Bp-bdl.
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3.2 Reducibilis konnexiok

Legyen E egy SU(2)-nyaldb M felett, A pedig egy konnexi6 az E nyaldbon. Rogzitsiink le egy z € M pontot és
legyen v egy tetszbleges z-bol induld és z-ben végzdds sima gorbe. Haszndlva az A konnexid szerinti, v menti
péarhuzamos eltoldst az E nyaldbon, egy T., = Hol,(A) € SU(2) holonémia-elemet kapunk (lasd 2.2.4 definiciét).

3.2.1. definicié. Legyen A holonémia-csoportja Hqg = {C € SU(2) | létezik olyan v gorbe, melyre T, = C}.
Konnyen lathatd, hogy Hy az SU(2) egy zart részcsoportja, és csak konjugalés erejéig fiigg z-t6l. Mivel a
Gg mérce-csoport hat a konnexiék Ag terén, értelmes a kovetkezd
3.2.2. definicié. A
Ta={ueGg|u(l) = A}
csoportot az A konnexié mérce-csoportbeli stabilizatoranak nevezziik.
3.2.3. allitas. Tetszdleges A konnexidra T 4 izomorf a Hy részcsoport SU(2)-beli centralizdtordval. O
A bizonyitést az olvaséra hagyjuk. A 3.2.3 allitasbdl trividlisan kovetkezik, hogy I' 4 részcsoportja SU(2)-nek,
tehdt véges dimenziés. Rovid szdmolds mutatja, hogy egy K <SU(2) részcsoportra Csy(2)(K) (K-nak SU(2)-
beli centralizatora) vagy {+I}-vel, vagy SU(2)-vel egyenld, vagy az S' csoporttal izomorf. Igy a kévetkezd
eredményt kapjuk:
3.2.4. allitas. A € Agp esetén T' 4 a kévetkezd 8 csoport egyikével izomorf:
(a) I,
(b) S%,

(c) SU(2).

3.2.5. feladat. Lassuk be, hogy ha I'y = SU(2), akkor E sziikségképpen a trividlis SU(2)-nyaldb, és A a
trividlis lapos konnexid.

Az (a) tipusi konnexidkat irreducibiliseknek, a (b) és (c) tipustiakat pedig reducibiliseknek hivjuk. Ezen
elnevezéseket az aldbbi lemma igazolja:

3.2.6. lemma. A kovetkez6 két dllitds ekvivalens:
(a) Az A konnezié reducibilis.

(b) Létezik egy olyan L — M S'-nyaldb és B konnerié L-en, hogy E=L® L' és A= B® B~!, ahol B!
a B-hez tartozd konnexid L '-en. O

Az ellenGrzést az olvaséra hagyjuk. (Erdemes itt a konnexiéra mint parhuzamos eltoldsra tekinteni.) Az
eddigiekbOl még nem deriilt ki, van-e a modulustérben reducibilis konnexié. Mint majd latni fogjuk, a reducibilis
ASD pontok koriil a modulustérnek szingularitdsa lesz, igy ezekt6l a pontoktdl szeretnénk megszabadulni.
El6szor vizsgaljuk tehdt meg, milyen feltételek mellett tartalmaz a modulustér reducibilis pontot. Tegyiik
fel, hogy A egy reducibilis ASD konnexié az E SU(2)-nyaldbon. Ekkor tehédt az el6z6 lemmabdl azt kapjuk,
hogy E = L@ L™ és Ff = F} @ (—Fg). Vagyis A pontosan akkor ASD, ha B is az. Elég tehat az ASD
S1-konnexiékat megvizsgalni.

3.2.7. tétel. Legyen L egy nemtrividlis S*-nyaldb (vagyis c1(L) # 0), b > 0 és g egy generikus metrika. Ekkor
nem létezik ASD konnezxid L-en.

A bizonyitas elétt vegyiik észre, hogy ha B S'-konnexié, akkor gorbiilete egy szamértékii 2-forma (egy G
struktira-csoporti konnexié gorbiilete egy Lie(G) értékii 2-forma, és Lie(S!) = iR). A Chern-Weil elmélet
azt éllitja, hogy B gorbiilete egy zart 2-forma, és a hozzdtartozé deRham kohomolégia-elem a vonalnyaldb elsé
Chern-osztalyat reprezentalja, vagyis

1

[Q—M,FB] =¢;(L) € H3(M;R).
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3.2.8. definicié. Jeldlje d: Q{(M) — Q1(M) a kiilsé derivdlast. Legyen d* = xdx, tehat d*: Q'(M) —

IYEVe

Q?(M) forma harmonikus, ha (dd* + d*d)a = 0. Legyen H? = {a € Q?(M) | da = 0, a@ harmonikus}.

Hodge tétele szerint minden deRham kohomolégia-osztdlyban pontosan egy harmonikus forma taldlhato,
vagyis
H? = H2(M;R).

3.2.9. allitds. Tegyiik fel, hogy B ASD konnezid. Ekkor %M.FB harmonikus.

Bizonyitds. Legyen w = 5—Fp. Tudjuk, hogy w zirt, igy d*dw = d*(dw) = 0. Ezenkiviil Ff = 0, tehat
xw = —w, gy dd*w = d*xd*w = dxd(—w) = —d * (dw) = 0. Tehdt (dd* + d*d)w = 0, vagyis w val6ban
harmonikus. O

3.2.10. definicié. Legyen H3 = {a € H? | xa = a}, és H2 = {a € H? | xa = —a}. A *-operdtor tehét megad
egy H? = H3 @ H2 felbontsst és ez a felbontds a Hodge-izomorfizmuson keresztiil H?(M; R)-re 6rokldik. Sét
'Hi éppen a g metszetforma egy maximalis pozitiv definit alterét adja meg, H2 pedig egy maximalis negativ
definitet. Igy specidlisan dim H2 = b}, és dim H2 = by,.

A 3.2.7 tétel bizonyitdsa. Az eddigieket 6sszetéve azt kapjuk, hogy ha létezik az L S'-nyaldbon ASD
konnexi4, akkor H?2 tartalmazza c; (L) Hodge-reprezentansat. Vegyiik észre, hogy itt 1ép be a metrikatél valé
fiiggés. Ahogy véltoztatjuk a metrikét, igy mozdul el H? felbontésa is. Mivel H2 kodimenzidja b}, és mivel
feltevésiink szerint b}, > 0, gy lathatd, hogy generikus metrikdra H2 elkeriili a H>(M;Z) C H2(M;R) = H?
rdcsot. Mivel ¢; (L) € H?2(M;Z), a 3.2.7 tétel bizonyitasat befejeztiik. O
3.2.11. megjegyzés. Az eléz6 gondolatmenetbdl az is 1athatd, hogy a “rossz” metrikdk — amelyekre 1étezik
reducibilis ASD konnexié — a metrikdk terének egy bj{,[—kodimenziés részét alkotjak.

3.2.12. feladat. Jeldlje S, az r sugart 2-dimenziés gombot az R3-bél 6roklstt Riemann-metrikdval. Legyen
e = (1,-1) € H3(S,, x Sy,;Z). Lassuk be, hogy e harmonikus reprezentdnsa pontosan akkor van %2 -ban, ha
TT = Ta.

A 3.2.7 tételbdl kovetkezik, hogy ha a metrikat {igyesen vélasztjuk meg, a modulustér minden pontja irre-
ducibilis, tehat
3.2.13. allitds. Tegyiik fel, hogy bi, > 0 és co(E)[M] =k # 0. Ekkor egy g generikus metrika esetén M% (g)
nem tartalmaz reducibilis pontot. O

Idézziink most el egy kicsit a bf, = 0 esetnél. Ekkor H? = H2, igy tetszOleges metrika esetén c;(L)
harmonikus reprezentdnsa sziikségképpen ASD. Konnyen beldthaté a kovetkez6

3.2.14. tétel. Tegyiik fel, hogy b}, = 0 és L egy S*-nyaldb M felett. Ekkor L-en létezik A ASD konnezid,
valamint az dsszes ASD konnexié L-en mérce-ekvivalens. O

Definidljuk az Ry, halmazt a kovetkez6 médon:
Rue = {(a,—a) | a € H(M;Z) és a® = c2(E)}-

R,k elemeit topologikus redukcidknak nevezziik. Az elnevezés onnan ered, hogy pontosan az (o, —a) € Ry,g
elemekre 1éteznek olyan L — M komplex vonalnyaldbok, melyekre c; (L) = o és L & L~! izomorf E-vel.

3.2.15. allitds. Tegyiik fel, hogy b}, = 0. Ekkor tetszdleges g metrikdra M¥%,(g) reducibilis pontjai egyértelmiien
megfeleltetheték R, g elemeinek. O

Bizonyitds. Az M&X (g) tér egy reducibilis pontja, vagyis egy reducibilis konnexié az E — M nyaldb egy
Le L' — M felbontésst adja meg. Igy ¢i(L) = a esetén a reducibilis ponthoz az (o, —a) € R, e topologikus
redukci6t rendelhetjiik. Visszafelé, egy (a, —a) € Ry, g elemhez egy L&OL™' = E felbontés tartozik; ¢; (L) illetve
c1(L~!) harmonikus reprezenténsainak mint gorbiileteknek megfeleld S'-konnexidkat 6sszeadva E-n kapunk egy
reducibilis konnexidt. O
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3.3 A deformacios komplexus

Ebben a részben befejezziik a struktira-tétel bizonyitdsat. Minden A € M¥X (g) ponthoz hozzirendeliink majd
néhdny adatot, amelyek a modulustér struktirdjat hatdrozzak meg az A pont koriil.

3.3.1. definicié. Legyen E egy SU(2)-nyaldb M felett és jelolje adE a hozzd asszocidlt SO(3)-nyaldbot. Ha-
sonléan, jelolje d4 az A-hoz asszocidlt konnexiét ad E-n:

Q°(M; adE) 240! (M; adE)-4402%(M; adE).

A deRham komplexussal ellentétben itt a d4 o d4 kompozicié nem feltétleniil 0, a 2. fejezetben l4ttuk, hogy
dg oda = Fu. Egy metrikdt rogzitve a x-operdtor egy felbontdst ad meg:

Q*(M;adE) = Q% (M;adE) @ Q* (M;adE).
Legyen a PT:Q*(M;adE) — Q% (M;adE) operator a természetes projekcid, és
dj =Pt ody.

3.3.2. definicié. Tegyiik fel, hogy A ASD konnexié. Az A-hoz tartozé deformdcids komplezus definici6 szerint
legyen

Q0(M; adE) 240" (M; adE)d—Xmi(M; adE).
Vegyiik észre, hogy Ff = d} oda, igy d} o d4 = 0 pontosan akkor teljesiil, ha A ASD .
3.3.3. definicié. Jeldlje HY, HY, HY a deform4ciés komplexus kohomolégia-csoportjait, vagyis:
o HY = Kerdy,
e HY = Kerd};/Imda,
e H} = coKerd}.

3.3.4. megjegyzés. Ahhoz, hogy analizist hasznédljunk, Q2°-on, Q'-en, Q%-n és persze Ag-n, Gg-n megfeleld
normakat szlikséges bevezetni; ezek utdn pedig ezeket a végtelen dimenzids metrikus tereket teljessé kell tenni.
Ez az eljaras meglehetésen bonyolult és hosszadalmas (ldsd [DK]), és a konnyebb kivethetség kedvéért most
nem térgyaljuk ezt (az in. Szoboljev) teljessé tételt.

A tovébbiakban HY, HY és HY; geometriai jelentését szeretnénk (bizonyit4s nélkiil) elmagyarazni. A részletes
bizonyitdst 1adsd [DK]-ben. Elészor is tudjuk (14sd 2.1.3), hogy az A konnexié régzitése egy diffeomorfizmust ad
meg az Q' (M;adE) so(3)-értékii 1-formék és az Ag konnexié-tér kdzott:

f:QY(M;adE) - Ag , f(a)=A+a.

Hasonléan, Q°(M;adE) megegyezik a G mérce-csoport Id€ Gg pontbeli érintSterével. Els6 lépésként HY
geometriai jelentését szeretnénk tisztdzni. Egy w € Kerda < Q°(M; adP) elemre tehdt daw = Vaw —wV4 =0
all fenn (l4sd 2.1.5 feladatot), ez az Q°(M; AdP) csoport nyelvén azt jelenti, hogy az w Lie-algebra elemnek
megfelel§ 1-paraméteres részcsoport az A konnexiét stabilizdlja. Tehdt HY éppen a I'4 stabilizator Lie-algeb-
rajanak felel meg.

Kovetkezd allitdsunkban a Gg mérce-csoport Gg X Ag — Ag

(9,4) = g°(4) (9€Gr, A€ Ap)
hatdsanak egy rogzitett A € Ag pontban vett
g—9°(4) (9€9x)
hatdsdnak derivaltleképezését fogjuk megadni. Mivel Gy = Q°(M; AdE) érintStere az Q°(M;adE) térrel, Ap
érint6tere pedig pedig az Q'(M;adE) térrel azonosithaté, igy
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3.3.5. allitds. A Gg mérce-csoport A € Ag pontbeli hatdsdnak derivdltjdt a
—da: Q°(M;adE) — Q' (M;adE)
operdtor adja meg.

Bizonyitds. Egy {g:} < Gr 1-paraméteres részcsoportra a t — g;(A) fiiggvény derivaltjit kell tehdt a ¢t =0
pontban kiszdmitanunk. Tegyiik fel, hogy §:|<~0 = w € Lie(Gr) = Q°(M;adE). Konnyen ellendrizhetd,
hogy a Gg csoport hatdsat az A konnexié V 4 operdtor-alakjin a kovetkezd Gsszefiiggés adja meg: g € Gg és
o € Q°(M;E) esetén

9*(Va)(o) = g7 (Va(g(a)))-

Igy tehat nekiink a (g; 2 (V.(g+(c)))) |e=o értéket kell meghatsrozni, ami a Leibnitz-szabsly szerint

(9:") le=0V a(0) + Va((ge) i=0(2))

kifejezéssel egyenld (ne feledjiik, hogy go =Id). Mivel g:|t—0 = w, igy (9;')'|t=0 = —w, vagyis eredményiil a
—w(Va(0)) + Va(w(o)) szelést kaptuk, ami a 2.1.5 feladat értelmében —d 4(o)-val egyenls. Evvel a bizonyitast
befejeztiik. 0

Ennek kovetkezményeként kapjuk:

3.3.6. allitas. Jeldlje O4 az A orbitjat Q' (M;adE)-ben, T 4 pedig az A mérce-csoport-beli stabilizdtordt. O 4
érintdtere az A pontban Imd-val egyezik meg, Kerda pedgi U o Lie-algebrdjdval izomorf. O

Legyen d%: Q' (M;adE) — Q°(M; adE) a d 4 operator adjungéltja (bar a d*% adjungalt leképezés az Q' (M; adE)*
térbél az Q°(M; adE)* térbe mutat, a g metrika egy Q¢(M;adE)* = Qf(M; adFE) izomorfizmust ad minden i-re,
ezt hasznalva kapjuk d% fenti alakjét). Ekkor egy Q'(M;adE) = Imda & Kerd?, felbontést kapunk, és kénnyen
latszik, hogy Kerd? T s-invaridns altér Q'(M;adE)-ben. A fenti felbontés fontosségat mindjart meglatjuk,
elészor azonban sziikségiink lesz egy véges dimenzids analégia megértésére.

Tegyiik fel, hogy G egy Gsszefiiggé kompakt Lie-csoport, amely egy Y véges dimenzids sokasdgon siman hat.
Az a feladatunk, hogy meghatédrozzuk az Y/G kvdcienstér struktirdjit egy rogzitett y € Y pont kérnyezetében.
Jeldlje y orbitjdnak érintSterét V, y stabilizdtordt pedig I'y. Konnyid latni, hogy ha taldlunk egy olyan W
alteret T,Y-ban amely egyrészt I'y invaridns, masrészt W @ V = T,Y, akkor W/T'y modellezi Y/G-t y egy kis
kornyezetében.

A mi feladatunk hasonld: szeretnénk a Bg = Ag/Gr kviciensteret modellezni. A baj az, hogy A, G, és
mind I'mdy, mind Kerd’ végtelen dimenziés terek. Ennek ellenére beldthaté az tigynevezett szelet-tétel:

3.3.7. tétel. Az A € Ag pontnak létezik olyan U C Kerdy (Kerd’-ban nyilt) kirnyezete, melyre az U/T 4
faktor az [A] € Bg ekvivalencia-osztdly egy nyilt kérnyezetét modellezi. O

3.3.8. megjegyzés. A szelet-tétel bizonyitdsa Uhlenbeck nevéhez fiizédik és igen komplikalt. (Lasd [DK].)

Tegyiik fel most, hogy A irreducibilis, vagyis 'y = +Id. Mivel —Id trividlisan hat az adE nyaldbon, igy
azt kapjuk, hogy A kériil Bg modellezhetd a Kerd} Banach-térrel.

3.3.9. megjegyzés. Valdjdban az is igaz, hogy (a kordbban emlitett Szoboljev-teljessé tétel utan)
Bz = {A € Bg | A irreducibilis}

egy végtelen dimenziés Banach-sokasag, vagyis lokdlisan végtelen dimenziés Banach-térrel térképezhet6 és az
atmeneti fiiggvények derivalhatdk.

Térjiink most vissza a deformdciés komplexushoz és a kohomoldgia-csoportokhoz. Azt mar lattuk, hogy
HY = Lie(T 4), most megprébalunk geometriai jelentést adni HY-nak és HY-nak.
Legyen s € Q°(M; adE) és a € Q' (M;adE). Ekkor A + a € Ag és a Leibnitz-szabalybdl azt kapjuk, hogy

(da +a)(da +a)s = dadas + (daa)s + (a A a)s,
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vagyis Fai, = Fg+daa+(aAa); hasonléan Ff, = Ff+d}+(aAa)t. Mivel A ASD, igy Ff, , = d}a+(ana)*.
Ez azt jelenti, hogy A kornyezetében az ASD-egyenlet linearizalt tagja dj. A 3.3.7 tételbSl tudjuk, hogy a
modulustér modellje A koriil

{aeUCKerdy | Ff,,=0}/T4

(hiszen U/T adja [A] € Bg egy kornyezetének modelljét, ebbdl vigja ki az FXH = 0 egyenlet M, e(g) egy
lokélis modelljét). A
dj |Kerd:1: Kerdj} — Qi_ (M; adE)

megszoritds egy Fredholm leképezés. Tudva, hogy Imds® Kerd’ = Q'(M;adE), a definiciébdl konnyen adédik,
hogy Ker(d}]| Kerdt) = HY és coKer(d}| Kerdt) = HY,. Hasonléan a véges dimenzi6s esethez (implicit fiiggvény
tétel), ha az operator (esetiinkben ez Fj
egyenlet megoldasainak érintdterét éppen Ker(d|keras ) elemei adjék. Mivel pedig d|keras, pontosan akkor

réképezés, ha HY, = 0, a kovetkezd eredményt kapjuk

) linearizltja (ez most d|keras,) réképezés, akkor az Fy, = 0

3.3.10. tétel. Ha egy A irreducibilis ASD konneziéra H| = 0 teljesil, akkor a HY tér azonosithaté a modu-
lustér [A] € Mu,u(g) pontbeli érintdterével. |

A tovébbiakban HY = 0 esetén azt fogjuk mondani, hogy az ASD-egyenlet a modulusteret A koriil tran-
szverzélisan metszi ki. Létjuk tehdt, hogy az a legszebb eset amikor A irreducbilis (vagyis H4 = 0) és a
modulustér transzverzalisan metszédik ki A koriil (vagyis ng = 0), mivel ekkor az M¥%,(g) modulustér egy
dimHY, -dimenziés sokasdg A koriil.

Térjiink most végre vissza a struktdra-tétel (3.1.1 tétel) bizonyitdsira. Legyen tehdt E egy SU(2)-nyalab
M felett, co(E)[M] # 0 és b}, > 0. A 3.2.13 4llitasbol kovetkezik, hogy generikus metrikdra a modulustérben
nincsenek reducibilis konnexik. Azt se nagyon nehéz megmutatni (14sd [DK]), hogy a g metrika perturbalhaté
gy, hogy elérjiik a transzverzalitast, vagyis:

3.3.11. &allitds. Ha g egy generikusan vdlasztott metrika, akkor HY = 0 minden A € Mk (g) esetén. O

Hatravan még HY dimenzi6jdnak kiszdmoldsa. Beldthato, hogy
d% ® d}: Q' (M;adE) - Q°(M;adE) & Q. (M;adE)

egy elliptikus operdtor. Az operdtor indexe definicié szerint (dimHY — dimH% — dimHY), és az Atiyah-Singer
indextétel segitségével (14sd [AHS], [DK]) beldthaté, hogy ez az index 8cy(E)[M]— 3(1+b},)-szal egyenld. Ezzel
a struktura-tétel vazlatos bizonyitasat befejeztiik. O

3.3.12. feladat. Jeldlje 0 a trividlis lapos konnexi6t M-en. Léssuk be, hogy dimH) = 3, dimH, = 0 és
dimHg' = 3b"1\',1.

A feladatbdl is 1dthaté, hogy 6 nem transzverzdlisan metszédik ki, vagyis szingularitdsként viselkedik.
Térjiink most vissza a b}, = 0 esethez. A transzverzdlis metszést most is el lehet érni a metrika perturbaldsival.
Hatravan még, hogy meghatdrozzuk a modulustér struktirdjat a reducibilis pontok koriil; legyen tehdt A re-
ducibilis. Tudjuk, hogy

dimHYy — dimHY — dimH} = 8k — 3(1 +b};) = 8k — 3.

A metszés transzverzilis, igy dimH}, = 0. Az A konnexié reducibilis, vagyis T4 = S, igy HY = Lie(S?)
tehat dimHY% = 1. Azt kapjuk tehét, hogy dimHY = 8k — 2. Beldthaté [DK], hogy '4 hatdsa HY-n izomorf a
standard S* hatéssal C*~1-en, és igy HY /T4 egy kipot ad meg CP**~! felett. Osszefoglalva:

3.3.13. tétel. Tegyiik fel, hogy bi; = 0 és c2(E)[M] =k > 0. Ha g egy generikus metrika, akkor M (g) egy
(8k — 3)-dimenzids sima sokasdg, kivéve a reducibilis (=szinguldris) pontokban. A reducibilis pontok egyértelmid

megfeleltetésben dllnak az E nyaldb topologikus redukcidival és a reducibilis pontok kérili szingularitdsok Cp*+—t
feletti kipok. O
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Az SO(3) modulusterekre vonatkozé struktira-tétel analég az elébb targyalt SU(2)-esettel és a bizonyitas
is megegyezik.

3.3.14. tétel. Tegyiik fel, hogy b}, > 0, P — M egy SO(3)-nyaldb és —p;(P)[M] = k > 0. Ha a metrika
generikus, akkor M p(g) egy 2k — 3(1 + bi,) dimenzids sima sokasdg. O

A bl = 0 eset targyaldsa is analég az SU(2)-modulusterek esetével:

3.3.15. allitds. Egy P SO(3)-nyaldb pontosan akkor bomlik fel P = L® R (L — M komplex vonalnyaldb)
alakban, ha c1(L)? = p1(P) és c1(L) = wa(P) (mod 2). O

3.3.16. definicié. Az (e, —e) part topologikus redukciénak hivjuk, ha +e € H2(M,Z), €2 = p;(P) és e =
wz(P) (mod 2). A tovébbiakban jeldlje Ry, p a P — M nyaldb kiilonb6z6 topologikus redukcidinak halmazat.

3.3.17. tétel. Tegyiik fel, hogy bl, = 0 és —p;(P)[M] = k > 0. Ha a metrikdt generikusan vdlasztjuk, akkor
Miur,p(9) egy 2k — 3 dimenzids sima sokasdg, kivéve a reducibilis (=szinguldris) pontokban. A reducibilis pontok
egyértelmi megfeleltetésben dllnak a P nyaldb topologikus redukcidival (vagyis Rar,p pontjaival). Egy reducibilis

pont korili szingularitds egy CP*— feletti kippal homeomorf. O
A fejezetet az egyszerii p1 (P) = 0 esettel zarjuk.

3.3.18. allitas. Tegyik fel, hogy p1(P) = 0. Ekkor ws(P) = 0 esetén My, p(g) a trividlis lapos konnexicbdl
dll, ha pedig wa(P) # 0 akkor My p(g) tres. O

25



4. fejezet

A modulustér kompaktifikalasa

4.1 Uhlenbeck tétele

Ebben a fejezetben folytatjuk a modulustér vizsgalatat. Mint latni fogjuk, a modulustér nem feltétleniil kom-
pakt, de idedlis konnexidk segitségével természetes médon kompaktifikdlhaté (lasd még a 2. fejezet végét). Az
itt targyalt eredményekre mind a 6. mind a 7. fejezetekben sziikségiink lesz.

Legyen M sima, egyszeresen Osszefiigg®, kompakt 4-sokasdg. Rogzitsiink egy olyan E — M SU(2)-nyaldbot,
melyre c2(E)[M] = k, és legyen g egy Riemann-metrika M-en.

4.1.1. definicié. Ideilis konnexiénak nevezziik azt a ([B],{z1,...,z:}) part, melyre
e 0<I<E,
e Be Mirl(g) és
® 11,...,x; az M nem feltétleniil kiilonb6z6 pontjai.

4.1.2. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy M9, = {0}, hiszen M egyszeresen dsszefiiggd, és igy k = 1 esetben
az idedlis konnexiok tere megegyezik M-mel.

4.1.3. definicié. Az |Fg|? + 8x2 Elr:1 0z, mértéket a ([B],{z1, ..., z1}) idedlis konnexid gorbilet: siirdségének
hivjuk. (6, az © € M ponthoz tartozé Dirac-delta mértéket, Fg pedig a B konnexié gorbiiletét jeloli.)

Vegyiik észre, hogy a Chern-Weil elmélet szerint
/ |Fg|*> = 8r%(k — 1),
M

igy [1,(|Fg|* +8m> Y\ _, 8, ) = 872k minden idelis konnexiéra.

4.1.4. definicié. Legyen A, az E nyaldbon 1év6é konnexidk egy sorozata. A, gyengén konvergil egy ([B],
{z1,..., z;}) idedlis konnexidhoz, ha

o [\ fIFa.|? = [y fIFB* + 8n® er:1 f(z,) minden f: M — R folytonos fiiggvényre (vagyis az A, kon-
nexiék altal definidlt mértékek gyengén tartanak az idedlis konnexié ltal definidlt mértékhez), valamint

e minden K C M \ {21, ..., z;} kompakt részhalmazon az [A4,] sorozat a [B] mérce-ekvivalencia osztilyhoz
tart, vagyis minden n-re létezik olyan A!,, az A,,-nel mérce-ekvivalens konnexié, hogy az A/, sorozat K-n
a C*°-norméban B-hez tart.

4.1.5. feladat. Az MY, modulustér explicit leirdsét (1asd 2.5) hasznalva bizonyitsuk be, hogy A — 0 esetén
A, gyengén tart a (6,p) idedlis konnexichoz (p az S* egy pontjit, § pedig az S* feletti trivialis konnexiét
jeloli).
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Uhlenbeck gyenge kompaktsigi tétele azt allitja, hogy a modulustér az idedlis konnexiék hozzivételével
kompaktts tehetd.

4.1.6. tétel. Legyen {A,} ASD konnezidk egy sorozata (A, € Mk (g)). Ekkor mindig kivdlaszthatd egy olyan
{An,} részsorozat mely gyengén tart egy (B, {1, ..., 21}) idedlis konnezidhoz. O

4.1.7. megjegyzés. Ezesetben megengedjiik, hogy ! = 0 legyen. Ekkor a részsorozat az M% (g) modulustéren
beliil konvergdl, és ezt erds konvergencidnak nevezziik.

Uhlenbeck gyenge kompaktsagi tételének bizonyitisa igen hosszadalmas és bonyolult analizist hasznal, igy
most csak a bizonyitds néhany alapotletét fogjuk bemutatni.

4.1.8. allitas. Jelslje B* a négydimenzids nyilt gombét, legyen E a trividlis SU(2)-nyaldb B* felett, g pedig
a standard metrika B*-en. FEkkor létezik egy € > 0 univerzdlis konstans gy, hogy tetszéleges olyan kon-
nexidsorozatra, melyre A, ASD és [, 4 |Fa, > < e, igaz az, hogy létezik egy A, részsorozat, gn, € Gr B* feletti
mérce-transzformdcid és B ASD konnezid gy, hogy a gn,(An,) konnezid-sorozat a C® normdban (erdsen)
B-hez konvergdl.

A bizonyitds (mely [DK] 2. fejezetében illetve [FU] 8. fejezetében taldlhaté meg) vézlatos ismertetése el6tt
egy segédtételre lesz sziikségiink. Ha A egy, az E — B* nyaldbon 1év6 lapos konnexié, akkor kénnyen taldlhaté
az E — B* nyalédbnak olyan trivializ4cidja, melyben az A konnexi6hoz tartozé V 4 kovaridns derivalds a d kiilsé
derivalassal egyezik meg. Vagyis egy tetszoleges trivializdciét valasztva és V 4-nak ebben a trivializaciéban a
Va=d+ Ms (Ma-t szokds a konnexié métrixdnak nevezni) felirdsat figyelembevéve létezik egy olyan g € Gg
mérce-transzformécié, hogy ¢*(4) = d, vagyis My.(4) = O teljesiiljon. Ezt a gondolatot &ltaldnositva ad
segédtételiink egy kis gorbiiletli A konnexidra olyan mérce-transzformaciét, melyben a konnexié matrixa — az
F, gorbiiletté] fiiggben — kicsi. A kapott konnexiét A Coulomb mércebeli alakjdnak nevezziik. (A segédtétel
bizonyitasa hosszadalmas, igy annak ismertetését mell6zziik.)

4.1.9. segédtétel. Léteznek olyan §, N > 0 konstansok, hogy ha A egy olyan konnezié az E — B* (trividlis)
nyaldbon, melyre ||Fa||> = [p. |Fa|*> < &, akkor létezik az E — B* nyaldbon egy olyan, az A-val Gg-ekvivalens
A’ konnezid, melyre

|4 < N - [[Fa].

Errél az A’ konnexidrdl feltehetd tovdbbd, hogy megolddsa a d* A’ = 0 egyenletnek. O

Ha az A konnexié ASD (amit az eddigiekben nem kellett feltenniink), akkor a fenti A’ konnexiéra d* A’ =0
is teljesiil. Tehat A’ megoldésa lesz az elliptikus

(d*odHA=0

egyenletnek (az elliptikussig definidldsatol most eltekintiink — ldsd [DK] Appendix —; ennek a tulajdonsignak
csak egy, az aldbbiakban részletezett kovetkezményét fogjuk hasznalni). Elliptikus differencidloperdtorok fontos
tulajdonsdga, hogy megolddsuk tetszéleges derivaltjanak L2-norméja a megoldds L2-norméjival becsiilhetd,
vagyis ha az s fiiggvényre és a D elliptikus differencidloperdtorra Ds = 0 teljesiil, akkor minden k € N-re létezik
olyan C}, konstans, hogy

15|52 < Ci - [Js] 2-

A 4.1.8 dllitds bizonyitdsa. Az {A,} sorozat helyett vegyiik a vele Gg-ekvivalens {A]} sorozatot, ahol az
A, konnexidkat a 4.1.9 segédtétel adja meg. Mivel feltevésiink szerint |[Fa, || = |[|Fa: || < €, a fentiek miatt A7,
minden deriviltja korldtos, és igy az Arzela-Ascoli kivalasztasi tétel egy konvergens részsorozatot ad meg. [

A tovébbiakban sziikségiink lesz a 4.1.8 allitas egy globdlis viltozatdra is:

4.1.10. allitas. Legyen € a 4.1.8 dllitdsban rdgzitett univerzdlis konstans, g pedig egy tetszdleges Riemann-
metrika M-en. Tegyiik fel, hogy az {An} konnezid-sorozat ASD, és tetszdleges x € M \ {z1, ..., 21} pontnak van
olyan U kérnyezete, melyre fU |Fa,|? < € han > ng, ahol az ng kiisz6b -6l fiiggetlen. Ekkor létezik egy

o A,, részsorozat,
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e B M\ {z1,...,z;} feletti ASD konnezid, és
® g, € Gg mérce-transzformdciok,

hogy minden K C M \ {1, ...,z;} kompakt részhalmazon a gn,(An,) konnezid-sorozat C™-értelemben B-hez
tart. O

Térjiink most vissza Uhlenbeck gyenge kompaktsagi tételéhez. Legyen tehat A, € M¥% (g) ASD konnexiék
egy sorozata. Jelolje vy, a hozzdjuk tartozé gorbiileti mértékeket (|Fa, |* stirtiségfiiggvényekkel). Valasszunk ki
eldszor a v, mértékek koziil egy v, gyengén konvergens részsorozatot, vagyis tegyiik fel, hogy a v mértékre
Jus fdvn, — [, fdv minden f folytonos fiiggvényre. Vialasszuk ki M azon pontjait, melyeknek v-mértéke
pozitiv. Vegyiik észre, hogy ha v(z) < €, akkor 4.1.10 szerint z kdrnyezetében A,,-nak egy A,, konvergens
részsorozata valaszthaté ki, vagyis valdjaban v(z) = 0. Mivel [,, v = 8nk, igy legfeljebb 8%k /e, tehdt
mindenképpen véges sok olyan pont van, melynek v-mértéke pozitiv. Jeloljik ezeket S = {1, ..., z¢}-vel.
A 4.1.10 8llitas szerint taldlhat6 egy olyan A, részsorozat, mely B-hez tart. A Chern-Weil elmélet alapjin
beldthaté az is, hogy minden szinguldris z; € S pontban egész mennyiségti energia veszett el, vagyis v(z;) = 8m2l;
valamely l; egész szdmra. B azonban egyenlére csak az M \{z1, ..., z;:} halmaz, nem pedig M felett van definidlva.
Sziikségilink van Uhlenbeck megsziintethetd szingularitdsokrdl sz6lé tételére is:

4.1.11. tétel. Ha B véges energidji ASD konnezid az Y = M \ {z1, ..., z:} halmazon és [, |Fp|*> = m, akkor

B egyértelmiien terjeszthetd ki egqy B € MT.(g) konneridvd. O
Ennek alkalmazdsival a gyenge kompaktsagi tétel bizonyitasa konnyen befejezhetd. O

Hatravan még a kompaktifikdciés tétel SO(3)-véltozata. A tétel és bizonyitdsa analég az SU(2) esettel.
Legyen P SO(3)-nyaldb M felett, —p; (P)[M] = k és w2(P) = . Rogzitsiik ezt a P nyaldbot és egy g metrikét
M-en.

4.1.12. definicié. A ([B], {1, ..., 2;}) par egy idedlis konnexid, ha
o B € My pr, ahol —p1(P')[M] =k — 4l >0, wa(P') = wa(P) és
e 17, ...,z; nem feltétleniil kiilénb6z6 pontjai M-nek.
A gyenge kompaktsdgi tétel SO(3)-valtozata tehat a kovetkezOképpen szdl.

4.1.13. tétel. ASD konnexidk tetszdleges A, € My, p(g) sorozatdnak létezik (esetleg idedlis) ASD konnexidhoz
tartd részsorozata. |

4.1.14. megjegyzés. Bér a B limesz-konnexi6 energidja (amit a P’ nyaldb p; (P') osztédlya ad meg) valtozhat
a konvergencia sordn, a ws(P) Stiefel-Whitney osztily ezt nem teheti meg. Ez a tény sok esetben nagyon
hasznossd teszi SO(3)-konnexidk hasznélatat az SU(2)-konnexidkkal szemben (ldsd [FS3]).
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5. fejezet

A ragasztasi tétel

5.1 Ragasztas S° mentén

Ezt a fejezetet az egyik legfontosabb segédeszkoz, a ragasztasi konstrukcié ismertetésének szenteljiik. E tétel
segitségével olyan alapvetO eredményt tudunk beldtni példdul, mint ASD konnexidk létezését minden M sokasdgon
(alkalmas metrikdt és energidt vélasztva). A modulustér végeinek leirdsandl a ragasztdsi tétel egy speciélis
esetére lesz majd sziikségiink (ldsd 6. fejezet). A tétel egy altaldnositasat hasznélva a 8. fejezetben egy alkalmas
sokasédgra (a K3-feliiletre) meghatdrozzuk a modulusteret, amib6l fontos differencidltopoldgiai eredményeket ka-
punk.

Legyen A; egy k; energidju ASD konnexié a P; — M; SU(2)-nyaldbon (i = 1,2), vagyis c2(P;)[M;] = k;.
Els6 1épésként egy P — M1#M> nyaldbot és rajta egy k1 + k2 energidju A; # A, konnexiét fogunk konstrudlni.
Bar A1# A2 még nem lesz ASD, kis perturbaciéval majd azz4 tehetd. Ilymédon az My és M feletti modulustér
ismeretében Mj# M> modulusterérdl fogunk informaciét kapni. Legyenek tehdt z; € M; és zo € My azok a
pontok, ahol az Osszefiiggd uniét (#) vesszik, és tegyiik fel, hogy az z; pontok kis kérnyezetében a metrika
lapos. Ekkor a metrika konform viéltoztatdsival M; \ {z;}-n egy olyan teljes metrika adhaté meg, melyre 1étezik
olyan K; 4-dimenziés peremes Riemann-sokasag, hogy 0K; = S° és ezt a peremet S® x {0} C S x R*-szal
azonositva a K; Ugs S x Rt sokasdg M; \ {x;}-vel izometrikus (S° x RT -on a metrika a direkt szorzat-metrika),
l14sd az 5.1 dbrét. (Ez megtehetd, hiszen D* \ {0} és S® x Rt konform ekvivalensek.) Mivel a x-operator
konform invaridns, az A; konnexidk ezekre az j metrikdkra nézve is ASD-k lesznek. Rogzitsiink egy olyan
7t M; \ {z;} = [-1, 00) fiiggvényt, mely az S x Rt — Rt projekcié folytonos kiterjesztése M; \ {z;}-re (5.2
dbra). Az M! = 77 '[—1,T] C M;\ {z;} sokasdgokat véve (ahol 0 < T késSbb rogzitendd konstans), majd ezeket
az S x [T —1, T] annulusok mentén Ssszeragasztva M;# Ms-nek kapjuk meg egy modelljét. (A ragasztdshoz lasd
az 5.3 dbrat.) Ezen a médon egy metrikét is kaptunk M = M;#Ms-n. Viltoztassuk meg az A; konnexiGkat
a kovetkezdé médon: mivel a P; — M; \ {z;} nyaldb trividlis, igy A; = 0 + w; ahol # a trividlis konnexid,
w; pedig egy adP-értékii 1-forma. Legyen A = 6 + B(r)w;, ahol a § sima fliggvény (5(r) € [0,1]) értéke 1

S3 x {0}

M, M; \ {:}
5.1 dbra:  Cilindrikus metrika M; \ {z;}-n
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S3 x {T}

M!

5.2 dbra: A 7; fiiggvény M/-n

S3 % [T —1,T)]

M

5.3 dbra: M, és M) Gsszeragasztdsa
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har <T-2é 0har >T—1 (tehdt 3 egy levigé fliggvény). Vagyis az A} konnexié A;-vel egyezik meg
7, '[=1,T — 2]-n és §-val 7; ‘[T — 1,T]-n. Az z; pontban P; egy trivializdciéjanak 7, '[T — 1,7 felett egyetlen
olyan kiterjesztése van, melyben a € konnexié éppen a kiils6 derivildssal egyezik meg. Tehdat az x; feletti
fibrumokat azonositva a P; (i = 1,2) nyaldbokat 7, '[T' — 1,T] és 7, *[T — 1, T felett ossze tudjuk ragasztani.
Ilymédon Iso(Pi|z,, Pa|s,) 2=SO(3) egy p elemének (a ragasztdsi paraméternek) a rogzitésével egy P — M1 # Mo
nyaldbot és azon egy A, = A} #,A} konnexiét kapunk.

5.1.1. megjegyzés. A P — M;# M, nyaldb izomorfizmus-osztélya természetesen nem fiigg a p € Iso(Pi |z, ,P1lz,) =
SO(3) ragasztési paraméter valasztdsatol, hiszen p1, p2 € SO(3) folytonos dttal OsszekSthetd. Az A, konnexi6
ekvivalencia-osztdlya azonban mér fiiggeni fog p-tdl.

Legyen I' = Stab(A1) x Stab(A,), ahol Stab(A4;) az A; konnexi6 mérce-csoportbeli stabilizdtora (a Stab(4;)
csoportot a 3.2.2 definiciéban T 4,-vel jeloltiik, most a I'-t6l valé kdnnyebb megkiilonboztethetéség kedvéért
véalasztottuk a Stab(A4;) jelolést). Mivel Stab(A4;) hat a P;|,, fibrumon, egy kézenfekvd I'-hatds adddik a ra-
gasztédsi paraméterek Iso( P |y, Pa|s,) terén.

5.1.2. allitas. p;,p2 € Iso(Py|s,, P2|s,) esetén A,, pontosan akkor transzformdhatd Ap,-be, ha létezik olyan
v €T, hogy p1 = yp2. O

Példdul ha A, és A, irreducibilisek (vagyis Stab(A4;) x Stab(Az) = 1), akkor SO(3)-nyi sok mérce-inekvivalens
konnexiét kapunk P — M;#Ms-n A; és A, Osszeragasztisiaval. Az SO(3)/T faktorteret az effektiv ragasztdsi
paraméterek terének nevezziik. A konstrukciébél 1thaté, hogy 7 [T —2,T —1]U7, [T —2,T —1] C My#Mz-n
kiviil az A, konnexié ASD, ezen a két annuluson azonban nem feltétlen (a 3 fiiggvény itt elronthatja az ASD
tulajdonségot). Egy olyan a, 1-formét szeretnénk M = M;# M- felett taldlni, melyre A, + a, méar ASD, vagyis
FXP +a, = 0- Az egyszeriliség kedvéért a tovabbiakban hagyjuk el a p ragasztdsi paraméter feltiintetését. Az
F ., =0 egyenletet kifejtve

dia+(aha)t = -Ff
adédik. Tegyiik fel, hogy d}i (a Pa = d}ja + (a A a)* operdtor linearizaltja) rdképezés, tehat kereshetjiik a
megoldast a = Q(¢) (Q: Q2 (M;adP) — Q'(M;adP)) alakban, ahol d}Q =Id. (Emlékezziink arra, hogy d
egy di: Q' (M;adP) — Q2 (M;adP) operator, és amennyiben ez réképezés, a fenti @ jobbinverz 1étezik.)
5.1.3. megjegyzés. Az, hogy d} rdképezés, azt jelenti, hogy P-re alkalmazhaté az implicit fiiggvény tétel; ezt
a kovetkezd lemmaéban fogalmazzuk meg pontosan.

a = Q(1))-t behelyettesitve egyenletiink a

Y+ QW) AQW))T =—F}
alakot Olti.

5.1.4. lemma. Legyen S:B — B egy B Banach-téren értelmezett sima leképezés, teljesiljon S(0) = 0 és
[|SY1 — Sa|| < El|vr — v2|(||¥1]| + ||¥2]]) (k konstans, 11,92 € B). Ekkor minden olyan n € B-re, melyre
|Inl| < 1o%, pontosan egy olyan ¢ € B létezik, hogy ||¢|| < & €és

IT+8)Yp=9p+Sp=n.
(T =n — Sy definicidval a 1y = lim T™(0) € B elem éppen a kivint tulajdonsdgi lesz.) O

Esetiinkben S szerepét a (Q(¥)) A Q(x))t operdtor fogja jitszani (melyre a kivdnt tulajdonsdg kdnnyen
ellendrizhetd), n pedig —F lesz. Elég nagy T valasztdsdval ||F] || kicsivé tehetd, igy a lemma minden feltétele
teljesiil. Feltettiik azonban azt is, hogy dj raképezés, vagyis létezik a @) jobbinverz. Belathatd, hogy ha djgl

és d rdképezés, masszéval Hf = Hj = 0, akkor dj is rdképezés, igy fenti gondolatmenetiink miikidik.
Osszefoglalva:
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5.1.5. tétel. Legyenek Ay, Az olyan ASD konnexidk az My, My sokasdgokon, melyekre Hjl = sz = 0. Elég
nagy T-re és rogzitett p € Iso(Py|q,, P2lz,) ragasztdsi paraméterre egyetlen olyan A, +a, ASD konnexid létezik
M = Mi#Ms-n, melyre ||a,|| < Ce™T. Ha p; és ps a T = Stab(A;) x Stab(Az) csoport hatdsdra nézve
ekvivalensek, akkor a kapott ragasztott konnezidk (Ay, +a,, €s Ap, +a,,) mérce-ekvivalensek (Gp-ekvivalensek).

|

Kicsit nehezebb a dolgunk, ha H}; = 0 nem tehetd fel. Valasszunk o;: HY; — Q3 (M;, adP;) operatorokat
gy, hogy d}j. @ 0:: Q' (M;;adP;) © H), — Q3% (M;;adP;) mar réképezés legyen (ez megtehetd, hiszen HY
éppen a djg’, leképezés komagja). wi:Qi(Mi;adPi) - Hji és @; pedig olyan operatorok legyenek, melyekre
diQi +oym; = Iin(M’.;adp'.) (1 =1,2) teljesiil. A o =01 ®0x:H= Hjl @ HL — Q% (M;adP) és m = m &
2 Q% (M;adP) — H definicidkkal a d | @ o operdtornak Q @ o jobbinverze lesz, igy a (1, h) € Q% (M;adP) ®H
pérra az

FT(A+Q®)) +a(h) =0

egyenletet (FT(4 + Q(v))) = 0 helyett kénytelenek vagyunk az j, F*(4 + Q(v)) + o(h) = 0 egyenlettel
foglalkozni, hiszen csak erre lesz a linearizélt tag — df @ o — réképezés, és igy alkalmazhaté az implicit
fiiggvény tétel) az ismert médon dtalakitva

Y —o(n(y) —h) + QW) A QW) = —Fj

egyenletet kapjuk (hiszen (d}Q+om)y = ¢, igy (d5Q)¥ = v—on(¥)). A 0 = 01 ® 0 definici6 kis magyarazatot
igényel: h € Hji esetén a o;(h) € O (M;, adP;) elem vélaszthat6 olyannak, mely z; egy kornyezetében eltiinik,
igy elég nagy T-re o;(h) kiterjeszthetd egy Q3 (M;#Ma; adP) elemmé. A fenti egyenlet (1)) = h esetén éppen a
korgbban targyalt esetre redukalédik, igy ismét 1étezik kis norm4ji 1) megolddsa. Tehdt a 9+ (Q () AQ ()T =
—F egyenletet megoldva a (1, h) = (1, m(1)) par megolddsa lesz az F* (A + Q(¢)) + o(h) = 0 egyenletnek, és
természetesen az A + Q(v) konnexi6 pontosan akkor lesz ASD, ha h = () = 0 teljesiil.

Eddig a p € Iso(Pi|s,, Ps|s,) ragasztési paraméter fixdlva volt; nézziik meg, mi torténik p viltoztatdsa
sordn. Az el6bbieket minden p € Iso(Py|q,, P2|s,) elemre elismételve — és igy A,, a,, ¥,, h, = 7(1),) elemeket
konstruédlva — egy ¥(p) = 7(¢,): Iso(Pi|z,, P2le,) = H D-ekvivaridns leképezést kapunk, ennek zérushelyei,
vagyis a ¥71(0) C Iso(Pi|s,, P2|s,) elemek azok a ragasztdsi paraméterek, amelyekhez tartozé A, + Q(,)
ragasztott konnexiék ASD-k. A H = Hjl @ HL teret a ragasztas akaddlydnak nevezzik.
egyszeriiség kedvéért tegyiik fel most, hogy az A; és az A, konnexidk irreducibilisek, vagyis I' = Stab(A;) x
Stab(Az) = 1.) Mivel H}. a modulustér A;-beli érintSterével azonosithat6, egy U; C HYy 0-kdrnyezet A; egy
modulustérbeli kornyeztét adja meg. Legyen U = Uy x Uy X Iso(Pi|z,, Pa|z,), ahol U; elég kicsi 0-kdrnyezet.
Az eddigieket elismételve ekkor minden u = (B, B2,p) € U-ra (a B; az A;-hez kozeli konnexié a P; — M;
nyaldbon, p € I'so(Pi|z,, P2|z,) pedig egy ragasztési paraméter) egy B1#,Bs = A, Mi#M, feletti konnexiét,
ay 1-format és egy ¥:U — Hf @ H}; T'—ekvivarians fiiggvényt adhatunk meg. A ¥(u) érték természetesen
az a m(y,) € H érték lesz, melyre ¢, a

P+ QW) AQWY))T = _Fgl#,,Bz
egyenlet megoldasa.
5.1.6. tétel. Az A, + a, konnexid pontosan akkor ASD, ha ¥(u) =0, vagyis az
U={A,+a, | ueU=U; xUsz x Iso(Pi|z,,P2l|z,)} C B*
(U -val diffeomorf) részen a U fiigguény vdgja ki az U-ban lévé ASD konnezidkat. O

Ezen utolsé tétel alkalmazisaként megmutathatd, hogy minden M sokasdgra létezik olyan g metrika és k
energia, melyre az M (g) modulustér nem iires. Az M-en 1év6 @ trividlis konnexiéhoz hozzéragasztva egy
S* feletti ASD konnexi6t, tovdbbra is M = M#S* feletti konnexiét kapunk. Annak akadilya, hogy a kapott
konnexi6 ASD-vé tehetd legyen, a H = H},(g) 3b},-dimenziés vektortérben van (hosszi szdmolds mutatja,
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hogy [A] € ML, (standrad metrika) elemekre H} = 0, igy a ragasztds akadélya valéban a HJ tér). Mivel — a
fenti jeloléseket haszndlva — Uy = {6}, elég nagy energist vélasztva (tehdt Us C H} -t elég nagy dimenzi6ssa
téve) generikus metrikdra a ¥: U = Uy x U3 xSO(3)— HJ fiiggvénynek lesz zérushelye, tehdt M-en a ragasztési
konstrukcié egy ASD konnexiét ad meg.

Végiil azt szeretnénk belatni, hogy a ragasztasi konstrukciéval MIJC\}I:F#?\@ egy nyilt részét kaptuk meg. Tegyiik
fel az egyszerliség kedvéért, hogy H .= ng.- = 0 (vagyis a ragasztasnak nincs akadalya és minden ragasztdsi
paraméter effektiv). A fenti jeloléseket hasznélva ekkor dimU = dim./\/I’lfV}1 + dim/\/Iif\,ﬁ2 + dimSO(3) = 8k; —
3(1+bl;,) +8ky —3(1+bi,) +3=8(ki+ka) —3(1+ b—il\—ll#MZ) = dimM’j,}:r;sz, tehdt esély van arra, hogy az

Rp:U — Myt
u — Ay + a, figgvény (lokdlis) diffeomorfizmus legyen (itt 0 <« T vélasztott paraméter). Legyen tehdt

Rr:U — B’j}j’;ﬁh az u — Ay (Ay-t az Ay és A, konnexidk p paraméter szerinti Gsszeragasztdsdval kapjuk,
u = (A1, Az, p) € U) formuldval megadott leképezés. Jelolje K. az ImRr képtér e-kdrnyezetét (e > 0), vagyis

Ke={[A] € Bﬁ;j;;@ | d([A], ImRr) < €}

(A fenti d tavolsigot a d([A4], [B]) = inf{||A — g(B)|| | g € Gp} formula adja meg.)

5.1.7. tétel. Legyen Rr(u) = [Rr(u) + ay] = [Ay + ay]. Ekkor elég kis e > 0 konstansra és megfelelden nagy
T-re
itk itk
Ke N My, = ImRr C Byt
a

Tehat a ragasztasi konstrukciéval minden I mRy-hoz kozeli ASD konnexiét megkapunk.
Osszefoglalva (és elejtve a HY = H} = 0 feltevéseket) tehat kis U; C HY. kdrnyezetekre és ' = Stab(A;) x

Stab(As) csoportra egy Rr:U/T — Bﬁ,}f;ﬁb u — [A,] ragaszté fiiggvényt, valamint egy
. k1+ko
Rr:U/T = By thy, uwer [Ay + ay]

médositott ragaszté fiiggvényt kaptunk, ahol a, = Q(y), ¥, pedig a ¥ + (Q() A QW)™ = —Fju egyenlet
(egyetlen kis norm&ji) megolddsa. A ¥(u) = n(¢,) € H = ngl ® Hi{z fiiggvény egy U feletti H fibrumd
vektornyaldb olyan szelését adja meg, melyre teljesiil az, hogy Rt egy

¥~1(0)/T C U/T és Rp(U) N Mipti2

terek kozotti homeomorfizmus. M4sszéval tehat a ¥—1(0)/T tér M’j,}:;’ffwz egy lokdlis modelljét adja meg. (T’
az U tér harmadik — Iso(Pi|z,, P2|z,)-be es6 — komponensén hat a mér kordbban megismert médon.)

A ragasztasi konstrukcié megforditdsaként foghaté fel a kovetkezd, inkdbb Uhlenbeck gyenge konvergencia-
tételével rokon allitds. Legyen g, olyan metrikasorozat M = M;# Mo-n mely széthizza Mi-et és Mo-t (vagyis
(M, g,) egy S® x [—n,n]-nel izometrikus nyakat tartalmaz, l4sd az 5.4 4brét). n — oo hatdrdtmenettel tehat egy
olyan g., metrikdt kapunk, mely M-et ismét M; \ {z1}, Mas \ {z2}-vé szakitja szét. Legyen E — M rogzitett
SU(2)-nyaléb (cz(E)[M] = k), és vegyiink egy A, € M*% (g,) konnexiésorozatot (tehdt a kiilénboz6 indexhez
tartozé ASD konnexiok kiilonb6z6 metrikdkhoz tartozé modulusterekben vannak!).

5.1.8. tétel. A fenti {A,} sorozatnak létezik egy (B1, B2; {y1,-..,y1}) pdrhoz gyengén tarté A,, részsorozata,
ahol B; egy E; — M; nyaldbon lévé ASD konnexid, és ca(E;)[M;] = k; jeldléssel

ki+ ks +1<k.

|

5.1.9. megjegyzések. o A fenti B; konnexidk elészor csak M; \ {z;} feletti konnexiékként értelmezhetdk,
Uhlenbeck eltiintethetd szingularitdsi tétele azonban (egyértelmiien) kiterjeszti B;-t M; folé.
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M v

(M, gn)

5.4 dbra:  Mj-t és Mj-t széthizé metrika-sorozat

e Ha ki + k2 = k (és igy | = 0), akkor a konvergencidt er6snek mondjuk. Még | = 0 esetén is elé6fordulhat,
hogy k1 + k2 < k, hiszen a hosszi nyakon esetleg felhalmoz6dé gorbiilet elveszik a hatdrdtmenet soran.

e Az 5.1.8 tétel az egyik legjobb segédeszkoz egy M sokasig feletti modulustér analizéldsdhoz (ldsd példdul
a 8.3.7, 9.1.3 vagy 9.3.5 tételt); gyakran ext a tételt nevezik Uhlenbeck gyenge kompaktsagi tételének.

¢ Eddig mindig SU(2)-konnexidk ragasztasardl beszéltiink. Természetesen az eddig mondottakat szé szerint
elismételve SO(3)-nyaldbon 1év6 konnexidkat is Ossze tudunk ragasztani.

5.2 Fuggelék

A fenti gondolatmenet — némi médositdssal — olyan nyilt sokasdgokra is kiterjeszthetd, melyeknek “hatdra”
nem az S® gombfeliilet (mint az M \ {z} sokasigé), hanem mds 3-dimenzids sokasdg. Az elméletnek ez a része
azonban még nincs teljesen kidolgozva. Ebben a fiiggelékben a problémds pontokat szeretnénk az olvasdval
megismertetni. A OM = N = RP? esetre a késébbiekben még sziitkségiink lesz. Legyen tehat M; olyan nyilt
Riemann-sokasig, mely izometrikus egy K1 U N x Rt uniéval. K; kompakt peremes, N pedig 3-dimenzids
Riemann-sokasag: a direkt szorzaton a metrika a direkt-szorzat metrika (az ilyen metrikat M;-en cilindrikus
végiinek nevezziik). Hasonléan, legyen My = K, U N x RT | ahol N az N sokaségot jeloli forditott irdnyitassal.
Az el6z6 részhez hasonléan N menti ragasztassal egy M = M; Uy M zart sokasdgot kapunk. Legyenek
P, — M; SU(2)-nyaldbok, rajtuk 4; ASD konnexidk (vegyiik észre, hogy M; nyiltsdga miatt H*(M;;Z) = 0,
igy klasszifikdcids tételiink értelmében a nyaldbok trivilisak). Ugyan a 8. fejezetben ismét sz6 lesz cilindrikus
végl sokasdgokrél — akkor az N = RP? esetet fogjuk részletesen megvizsgdlni —, a tovdbbiak megértése
szempontjabdl egy tétel felidézésére van sziikségiink (ldsd [MMR] és a 8.3.3 tétel).

5.2.1. tétel. Legyen g cilindrikus metrika M-en és A g-ASD konnezid; tegyiik fel tovdbbd, hogy fM |Fal? < oo.
Legyen A; az A konnezid megszoritdsa az N x{t} C M részsokasdgra. Ekkor az{A:} gorbe a P|y — N nyaldbon
definidlt konnezidk terében egy lapos konnezidhoz tart, midén t — oo (vagyis N x {t} az M “végéhez” tart). O

Eziltal tehdt minden A € M, ASD konnexidhoz egy 0.0 (A) € x(INV) N feletti lapos konnexiét rendelhetiink
(x(IN) definicidja a 2.2 fejezetben taldlhaté meg). Természetesen csak olyan A;, As konnexidkat tudunk Gssze-
ragasztani, melyekre Oy (A1) = 0(42) = a € x(N) (az el6z8 alfejezetben, tehdt N = S* esetén x(S°) = {0}
miatt ez természetesen mindig teljesiil). Az S3-esethez hasonléan definidlhaték a 7; fiiggvények és az M, C M;
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sokasagok, amelyek Osszeragasztasaval kapjuk az M = M; Uy M, zart sokasidgot. Hasonléan a korabbi 3 levagd
fiiggvény alkalmazdsidhoz ezesetben is 4t tudjuk véltoztatni az A; konnexidkat olyan A konnexidkkd, melyek egy
0 < T konstansra 7; '[—1,T — 2] C M}-n A;-vel, 7, [T — 1, T]-n pedig 8o (4;) = a € x(NV)-nel egyeznek meg.
Tehdt t € [T—1,T]-reegy p: P1|nx{¢} = P2|nx{s) izomorfizmus (a ragasztési paraméter) vélasztdsdval egy P, —
M, Uy M, ragasztott nyaldbot kapunk. Emlékezziink azonban, hogy az S*-esetben is a lapos (akkor triviélis)
A! konnexidkat hasznaltuk a trivializécié S® x [T — 1, T] annulus feletti kiterjesztésére, ami elengedhetetlen volt
a ragasztas végrehajtasihoz. Esetiinkben is ez a teendd, tehit még arra is sziikségiink van, hogy a valasztott p
azonositdsra p* (0o (A2)) = 00 (A1) teljesiiljon. Ekkor természetesen nemcsak a P, ragasztott nyaldbot, hanem
egy A, = A}#,A} ragasztott konnexi6t is megkaptunk. Vagyis a ragasztisi paraméterek tere esetiinkben a
Stab(a) C G csoporttal azonosithat6 (hiszen ezek azok a nyaldb-automorfizmusok, melyekre p*(a) = a). Bér a
trividlis § konnexiéra ez a csoport valéban a struktira-csoporttal izomorf (l4sd az S3-esetet), mas sokasdgokra,
és lapos konnexiékra G kisebb részcsoportjai is eléfordulhatnak. Példsul az RP? feletti (egyetlen) nem-trivialis
SO(3)-nyaldbra és a rajta 1évé (egyetlen) 3 lapos konnexiéra Stab(3) = O(2)CSO(3).

5.2.2. megjegyzés. Ha a ragasztdsi paraméterek tere nem Gsszefiiggd, a kiillonbozé komponensekbdl vett ra-
gasztasi paraméterek egymassal nem-izomorf nyaldbokat adhatnak. Ez a helyzet példdul N = RP? esetében
is.

Tehét a ragasztasi paraméterek G1 terének meghatarozésa utdn P, — M; Uy M, nyaldbokat és A, (p € GI)
konnexiékat kapunk. Ezek a konnexiék mar majdnem ASD-k, a kordbban megismert médszerrel (a, kis norméju
1-forma taldldsédval) szeretnénk A, kozelében egyértelmii ASD konnexiét taldlni. Meglepé médon ez nem mindig
tehetd meg, a x (V) tér a € x (V) pontja koriili analitikus tulajdonsigaitdl fliggben nem minden esetben hajthatéd
végre az eddig megismert program. Ha N homologikus gomb (tehat H,(N;Z) = H,(S%;Z)), N = S* x §? vagy
N = RP? akkor az N = $3 esetre megismert stratégia atiiltethet6. Az altaldnos esetben a probléma abbdl
adddik, hogy ha egy A ASD konnexidra a 1étezd A; = A|n.{s} — Oco(A) konvergencia nem elég gyors (az
a; = Ay — 80(A) 1-forma norméja nem csokken exponencidlisan gyorsan), akkor a felhasznélt becslés ||FZ,,||'

ra nem miikddik. Az elébb felsorolt esetekben (tehdt ha N = S! x $2, RP? vagy homologikus gémb), ez
a konvergencia mindig exponencidlisan gyors. Altalanos esetben ez nem igaz; a € x(IN) bizonyos analitikus
adatainak ismeretében azonban nem nehéz eldonteni, létezik-e olyan A ASD konnexid, melyre 0, (4) = «
de a konvergencia nem exponencidlisan gyors. Morgan, Mrowka és Ruberman hosszd cikket [MMR] szentelt
eme kérdéskor vizsgalatanak, mely jelen jegyzetiink keretein messze tilnyulik. Végeredményben tehat annyit
allapitunk csak meg, hogy N = RP? esetén minden az 5.1 fejezetben elmondottakhoz hasonléan megy (és
nekiink csak erre lesz sziikségiink a 8. fejezetben), mig dltaldnos N-re a helyzet meglehetésen bonyolult és még
nem is teljesen tisztazott.
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6. fejezet

Nemlétezési tételek

6.1 Egy specialis eset

Ahogy azt méar az 1. fejezetben emlitettiik, nem minden metszési formdhoz létezik olyan sima, egyszeresen
Osszefliggd, kompakt négysokasdg, amely a metszési format realizalja. Donaldson két alapvetd tétele (az 1.3.6
és az 1.3.7 tétel) foglalkozik ezzel a kérdéssel. Ebben a fejezetben az 1.3.6 tétel bizonyitdsat fogjuk vézolni.
Emlékeztetoiil, Donaldson els6 nemlétezési tétele a kévetkez6t mondja ki:

6.1.1. tétel. Legyen M olyan sima, egyszeresen Osszefiiggd, kompakt iranyitott négysokasdg, melynek gy met-
szetformdja megativ definit. Ekkor qp; 7. felett diagonalizdlhatd, vagyis a —Id formdval ekvivalens. O

6.1.2. megjegyzés. Mivel —M metszetforméaja —qur, igy a tétel fenti alakja ekvivalens az 1.3.6 tétellel.

A tétel egy specidlis esetének bizonyitdsa el6tt ldssunk néhdny példdt nem diagonalizdlhaté negativ definit
metszetformara (a nem-diagonalizalhatésdg beldtasat az olvaséra hagyjuk).

6.1.3. allitas. —FEg, 2(—FEs), —Es @ (—1) negativ definit, nem diagonalizdlhaté metszetformdk. O

—Eg péros metszési forma, melynek szignatirdja —8 (tehdt 16-tal nem oszthatd), igy Rohlin tételébdl (1asd
1.3.4 tétel) is rogton kovetkezik, hogy nem realizdlhaté egyszeresen Osszefiiggd sima sokasdg metszetforméjaként.
A masik két metszési forma azonban nem zarhaté ki ilyen egyszeri médon, hiszen sign(2(—Eg)) = —16, —Es ®
(—1) pedig nem péros.

6.1.4. tétel. Nincs olyan M egyszeresen dszefiiggd, sima, irdnyitott kompakt négysokasdg, melynek metszetformdja
2(—Es).

Bizonyitds. Indirekten, tegyiik fel, hogy 1étezik egy ilyen M, és a modulustér eddig megismert tulajdonsigaibdl
prébéljunk ellentmonddsra jutni. Ehhez el@szor is sziikségiink van egy SO(3)-nyaldbra. Rogzitsiink egy e €
H2(M;Z) elemet tgy, hogy e = —2 teljesiiljon. Legyen L, — M az a komplex vonalnyaldb, melyre c;(L.) = e,
és legyen a keresett SO(3)-nyaldb P = L. & R, ahol R az M feletti trividlis (valds) vonalnyaldbot jeloli.
Ekkor természetesen p;(P) = —2 és wa(P) = e (mod 2). Rogzitsiink egy olyan g metrikdt, mely teljesiti a
struktiira-tétel kovetelményeit. fgy teh4t a reducibilis pontoktél eltekintve Mx, p(g) egy —2p1 — 3(1 + b)) =
4 — 3 = 1 dimenziés sokasdg. Vizsgéljuk meg a reducibilis pontokat a modulustérben. Mivel b = 0, igy
a 3.3.17 tétel szerint a P nyaldb topologikus redukciéi egy-egy értelmii megfeleltetésben dllnak a P-n 1év6
reducibilis konnexidk ekvivalencia-osztédlyaival (ezeket nevezziik a modulustér reducibilis pontjainak). Azt is
tudjuk, hogy a topologikus redukcidkat, vagyis a P = L & R felbontésokat a +c; (L) € H2(M;Z) kohomolégia-
elemek egyértelmiien meghatarozzak.

6.1.5. allitas. P-nek egyetlen topologikus redukcidja van.
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Bizonyitds. Az (e,—e) par redukciét ad, hiszen igy gyartottuk le P-t. Tegyiik fel, hogy az f € H2(M;Z)
kohomolégia-elem djabb topologikus redukciét ad, vagyis f2 = —2 és f = w2(P) (mod 2) (hiszen pontosan
ekkor lesz az f dltal definidlt Ly — M nyaldbra P = L;®R). Ekkor persze e = f (mod 2) miatt % € H2(M; Z).
Mivel 2(—Es) negativ definit, igy (’%)2 < 0. Az ||e||? = —qu(e, €) definicié egy normét ad meg, a hdromszog-
egyenlOtlenségbdl pedig konnyen adddik, hogy

||e+f
2

< llell +1I£]] _
=2

2,

és egyenlGség pontosan e = +f esetén 4ll fenn. Tehdt f # +e esetén —2 < (%-’i)2 < 0, vagyis sziikségképpen
(f;—e)2 = —1, ami pedig ellentmond annak, hogy 2(—FEjg) paros metszetforma. Tehdt f = +te, vagyis az (e, —e)
par adja P egyetlen topologikus redukcidjat. O

Tehdt M, p(g)-nek egyetlen reducibilis pontja van. A 3.3.17 tételb6l azt kapjuk, hogy ennek a pontnak a
kornyezete egy kup Cp° felett, vagyis a modulustér egy 1-dimenzids hataros sokasig egyetlen hatarponttal.

6.1.6. allitas. My, p(g) kompakt.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy a modulustér mindig kompakttd tehetd idedlis konnexidk bevételével. Vegyiik észre
(3.3.14 és 3.3.17 tétel), hogy most az idedlis ASD konnexidk tere — dimenzié-okokbdl — iires, igy a modulustér
kompakt. O

Teh4t ha M metszetformdja 2(—Esg), akkor az Mpr,p(g) modulustér egy kompakt hatdros 1-dimenzids
sokasidg amelynek egyetlen hatarpontja van. Ez pedig nem lehetséges. Ezzel a 6.1.4 tételt bebizonyitottuk. [

6.1.7. feladatok. (a) Lassuk be, hogy nem létezik olyan sima, egyszeresen Gsszefiiggd, kompakt irdnyitott
négysokasig, melynek metszési formdja —FEg @ (—1).

(b)* Léssuk be, hogy nem létezik olyan sima, egyszeresen Gsszefiigg, kompakt irdnyitott négysokasdg, melynek
metszési formdja (—Fg) ® (—Eg). (Otlet: Tegyiik fel, hogy létezik ilyen M, és véalasszunk egy olyan
e € H2(M;Z) elemet, melyre €2 = —4. Legyen ismét P = L. ® R, ahol ¢; (L.) = e. Lassuk be, hogy az
M, p(g) tér kompakt, irdnyitott 5-dimenzids sokasig egyetlen szingularitdssal, ennek a szingularitdsnak
a kornyezete pedig egy kiip CP*-n. CP? viszont nem null-kobordéns, és ez adja az ellentmondést. )

6.2 A 6.1.1 Tétel vazlatos bizonyitasa

Az &ltaldnos esetben a 6.1.1 tétel bizonyitdsa kicsit bonyolultabb. Nézziik meg az eredeti bizonyitds vazlatét!
Legyen M sima, egyszeresen Osszefiiggd, kompakt irdnyitott négysokasdg, és tegyiik fel, hogy M negativ definit,
vagyis b, = 0. Rogzitsiik azt az E — M SU(2)-nyaldbot, melyre co(E)[M] = 1 teljesiil, és vélasszuk a g
metrik4t generikusnak. A modulustér ekkor egy 8- 1 — 3(1 + b;;) = 8 — 3 = 5 dimenziés, szingularitdsokkal
rendelkezd irdnyitott sokasdg lesz. A szingularitdsok (a reducibilis konnexidk) koriil a tér egy-egy CcPp? vagy
CIP? feletti kippal modellezhetd.

Ahogy ezt mér kordbban megéllapitottuk, a modulustér szinguldris pontjai a nyaldb topologikus redukciéinak
felenek meg. Ha L& L' az E SU(2)-nyalsb egy felbontésa, akkor c1(L)? = —1 teljesiil. fgy minden topologikus
redukciénak egy (a, —a) par felel meg, ahol a € H2(M;7Z), o = —1; és forditva, egy fenti tulajdonsigi (o, —a)
par egy topologikus redukciét ad. Legyen {(a1, —a1), ..., (0, —0) } az Osszes topologikus redukcidk halmaza.

6.2.1. lemma. (a) Az ai,...,a; elemek linedrisan figgetlenek H2(M;Z)-ben.

(b) M metszetformdja pontosan akkor diagonalizdlhaté 7 felett, ha t = dim H2(M;Z) (tehdt ha pontosan
2dim H2(M;Z) olyan elem van, melynek négyzete —1).
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Bizonyitds. Mivel a metszési forma definit, igy a hdromszog-egyenlStlenségbdl —1 < g (s, a;) < 1 adddik,
tehdt a; merSleges aj-re ha ¢ # j és igy a lineéris fliggetlenség trividlis. A (b) pont bizonyitdsa pedig
gm(ai,a;) =0 (i # j) miatt trividlis. O

Ellentétben a korabbi példdkkal, M s p(g) most nem lesz kompakt. A 4. fejezetbdl tudjuk, hogy az idedlis
ASD konnexidk hozzdadasival a modulustér kompakttd tehetc’i.’ Vegyiik észre, hogy az idedlis ASD konnexidk
tere most M-mel modellezhetd, hiszen M9, = {0} (14sd 4.1.2). Igy tehdt az IM}, kompaktifikdlt modulustérre

IM}y; = My, UM.

Komolyabb munkat igényel azonban a modulustér idealis pontok koriili struktirdjanak meghatarozasa; nevezete-
sen, a kdvetkezd un. galléros kérnyezet-tétel bebizonyitdsa.

6.2.2. tétel. Az ML, modulustér vége a (0,€] x M galléros kirnyezettel diffeomorf. (A bizonyitds a ragasztdsi
tételbdl kovetkezik.) O

Véagjuk le most a reducibilis pontok koriili kiipokat és a galléros kornyezetet a modulustérbél. A végeredmény
egy kompakt hataros irdnyitott 5-dimenziés sokasig lesz, melynek egyik hatara M, a masik pedig k£ darab Cp*
és I darab CP? unidja, ahol k + 1 = t — ennyi topologikus redukcid, tehat szingularitds van M} -ben. Mivel
irdnyitott kobordizmusra a szignatira invariins, azt kaptuk, hogy

sign(M) =k — 1.
g negativ definit, ezért |sign(M)| = dim H?(M;Z), igy a fentiekbdl
dim H*(M;Z) = |sign(M)| = |k —1| <k+1=t

adédik. A 6.2.1 lemma (a) pontja szerint természetesen t < H2(M;Z), igy a fenti egyenldtlenség szerint
t = dim H2(M;Z) 4ll fenn. Ebb6l pedig 6.2.1 (b) pontja szerint a gas metszetforma Z feletti diagonalizdlhatésdga
kovetkezik. Evvel a tétel (vazlatos) bizonyitdsat befejeztiik. O
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7. fejezet

A Donaldson-invarians definicidja

7.1 A 0-dimenzids invarians definicidja

Mint azt mar a 3. fejezetben lattuk, M-en egy generikus metrikat véve egy P — M principalis SO(3)-nyaldbon
az ASD konnexidk egy —2p; (P)—3(1+b},) dimenzids sokasigot alkotnak (a reducibilis konnexidk elkeriiléséhez

bt > 0-t is fel kellett tenniink). Ha b, paratlan, akkor —2(1 + b},) egész, igy ez egy SO(3)-nyaléb elss
M M M

2
Pontrjagin-osztélya lehet, feltéve hogy létezik egy olyan w, € H?(M; Z,) osztély, mely kielégitia w3 = —2(1 +
b};) (mod 4) kongruencist.

Tegyiik fel tehat, hogy M-re igaz a kovetkez6 harom feltétel
e (I) b}, paratlan.

e (II) 1étezik olyan 0 # w € H?(M; Z3) elem, melyre w? = —3(1+b};) (mod 4). Jelélje Cas az ilyen elemek
halmazat.

o (III) b}, > 1.

Legyen P, — M a (pr = —3(1+b};), w) (w € Cu) pér 4ltal egyértelmiien meghatérozott principalis
SO(3)-nyaldb. Ekkor a fentiek szerint egy g generikus metrikira az Mp,(g) modulustér 0-dimenzids lesz. A
kompaktségi tételbdl (4.1.6) kovetkezik, hogy Mp, (9) kompakt, igy véges sok pontbdl &ll.

7.1.1. allitas. Rdgzitsink egy g metrikdt M -en. Ekkor
H23 (M) = {w g —harmonikus 2 — forma | *;w = w}
a gp metszetformdnak egy mazimdlis pozitiv definit alterét adja. O

7.1.2. tétel. Rigzitsink egy g generikus metrikdt és a w € H2(M; Z2) egy c € H2(M;Z) egész-felemeltjét (tehdt
c=w (mod 2)). Ekkor a H3 (M) vektortér egy irdnyitdsa kijelol az Mp, (g) modulustéren egy irdnyitdst.

Bizonyitds (vdzlat). A B* tér felett definidlhat6 egy £ — B* vonalnyaldb, melyet Mp, C B*-ra megszoritva
A™ = (T Mp, )-et kapjuk meg. Tudjuk, hogy

a) Mp, pontosan akkor irdnyithaté, ha A™3% (T Mp, ) trividlis,

b) A™*(TMp,) trivializdcidi adjék meg Mp, irdnyitdsait. A tétel bizonyitdsa tehdt két 1épésbdl all:
beldthaté hogy £ — B* trividlis; a tételben rogzitett adatok pedig egy alkalmas [A] € B* pont feletti L4
fibrumnak jelolik ki egy irdnyitasat. Mivel B* Gsszefiigg0, ez mar minden B*-beli pont felett egy irdnyitdsat
jeloli ki £ — B* fibrumdanak, ami specidlisan Mp, egy irdnyitasit adja meg. [J

7.1.3. megjegyzések. e A fenti £ — B* nyaldb nem mds, mint a §4 = d@d}: ' (M;adP) — Q°(M;adP)d

Qi(M ;adP) elliptikus operdtorhoz rendelt determindns vonalnyaldb. Mivel a modulustér pontjairdl fel-
tettiik, hogy HY = H} = 0 (hiszen generikus metrikdt vélasztottunk), igy egy [A] € Mp, pont feletti
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La = A™2(Kerds) ® A™*®(coKerds)* fibrum a A™*%(Kerds) = A™3®HY térrel azonosithats. Azt
azonban mdr kordbban lattuk, hogy a HY tér természetes médon azonosithaté a TiqMp,, érintétérrel.

e Mivel az M p, modulustér nem feltétleniil 6sszefiiggd, a komponenseket egymastodl fiiggetleniil irdnyithat-
nidnk. A fenti recept azonban két irdnyitdst kitiintet, A™**(T'Mp,) azon trivializiciéit, melyek £ egy
trivializaciéjabol szarmaznak (B* Gsszefiiggd volta miatt két ilyen trivializicié van).

e Ha M 0-dimenzids (vagyis Kerds = Hy = {0} minden [A] € Mp, elemre), a A°HY; 1-dimenziés tér egy
kitiintetett elemmel, az ()-zal rendelkezik, hiszen

A"HY ={de1A...Aey | AER, ey,...,e, € HY linedrisan fiiggetlenek},

amin = 0 és H = 0 esetén
A°HY = {\0 | A e R}
kifejezésre redukalédik. Attdl fiiggden, hogy az £ — B* nyaldb rogzitett trivializicidja az [4] € Mp,
pontban pozitiv vagy negativ szdmszorosat jelélte ki az § € A°HY = L4 elemnek, az [4] € Mp, ponthoz
(4+1)-et vagy (-1)-et rendeliink. Ebben a patologikus (tehdt 0-dimenzids) esetben ezt értjiik a modulustér
irdnyitasan.
7.1.4. definicié. Egy g generikus metrikdra M-en és a H3 tér egy irdnyitdsdra legyen yus 4(w) = #Mp, (9)(=
az Mp, pontaihoz rendelt + 1-ek Gsszege). Legyen tovabbd yar,q(w) = |Yum,e(w)|. (Ez utébbi szdm mér nem
fiigg a M3 irdnyitdsitol.)
7.1.5. tétel. Ha M teljesiti az (I)-(III) feltételeket, akkor a fent definidlt yu,q(w) szdm nem fiigg a g metrika
vdlasztdsdtol, igy M-nek egy sima tnvaridnsdt kaptuk.

Bizonyitds (vdzlat). Legyen go, g1 két generikus metrika, tehdt M(go) és M(g1) 0-dimenzids sokasdgok és
HY = 0 minden A € M(g;)-re. Mivel b}, > 1, g és g; Ssszekdthetd egy g; (t € [0, 1]) folytonos metrikacsaldddal
gy, hogy M(g;) ne tartalmazzon reducibilis konnexiét. Tehat a PM = {{t} x [4] | t € [0,1], [4] € M(g:)}
paraméterezett modulustér egy irdnyitott kobordizmust ad meg M/(go) és M(g:1) koz6tt. Mivel yarq(w) az
M(g) irdnyitott kobordizmus-invaridnsa, a tétel kovetkezik. [J

7.1.6. definicié. Legyen M olyan sokaség, mely teljesiti (I)-(III) feltételeket, és legyen Cpr = {w € H?(M; Z2) | 0 #
w, w?=-3(1+bl;) (mod4)}. A

i (W) = Yare(w) = |[#Mep, (9)]

formuldval definidlt yps: Cpy — Z fliggvényt nevezziik az M sokasdg 0-dimenzids Donaldson-invaridnsdnak. (A
definiciéban szerepld g egy generikus metrika M-en, a fenti tétel értelmében v, értéke g vilasztdsitol fiiggetlen.)

A fent kapott eredményeket Osszefoglalva adédik

7.1.7. tétel. (Donaldson) A yar:Cayr — Z fiigguény egy sima invaridns, vagyis minden f: M — M' irdnyitdstartd
diffeomorfizmusra
Y (w) = ym (f*w) (w € Carr).

|

A kovetkez6 fejezetben a 7y 0-dimenziés Donaldson-invaridnst fogjuk egy alkalmas 4-sokasdgra (a K3-feliiletre)
kiszamitani. Miel6tt azonban ehhez hozzafognank, bemutatjuk az invaridns egy altalanositasat.
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7.2 Fiiggelék

Eddig az M-en 1év6 modulusterek koziil csak néhdnyat — a 0-dimenzidsakat — haszndltuk, ezek alapjan
definidltuk M egy sima invaridnsat. Bar, ahogy azt a késébbiekben latni fogjuk, mdr igy is érdekes eredményeket
kapunk, kis tébbletmunkdval tovabbi hasznos invaridnsokat nyerhetiink. Megkiilonboztetésiil a most definidlando
fliggvényeket Donaldson-polinomoknak fogjuk nevezni, szemben a fent definidlt Donaldson-invaridnssal. A
Donaldson-polinomokkal a 9. és a 10. fejezetben fogunk djra taldlkozni.

A 3. fejezet alapjan tudjuk, hogy ha b}, > 0 (amit ebben a fejezetben mindig feltesziink), akkor egy
generikus metrikdra és tetszéleges P SU(2)- vagy SO(3)-nyaldbra My p(g) C B}, sima sokasig. Altalaban
természetesen M p(g) dimenzidja nem 0, igy ahhoz, hogy M s, p(g) segitségével invaridnst definidljunk, elészor
a p-leképezéssel kell megismerkedniink.

Legyen a ¥ — A* x M nyaldb a P — M principdlis nyaldb pra: A* x M — M méasodik komponensre
valé vetités menti visszahtizottja. Mivel a Gp mérce-csoport ¥-n és A* x M-en is hat, faktorizdlds utdn egy
P — B* x M principalis SO(3)-nyaldbot kapunk.

7.2.1. megjegyzés. A P — B* x M nyaldb mindenképpen SO(3)-nyaldb lesz, még akkor is, ha az eredeti
P — M nyaléb SU(2) volt. Ennek az az oka, hogy a —1 € Gp elem A*-on trividlisan, P-n pedig nem-trividlisan
hat.

A p:Hy(M; Q) — H2(B*;Q) homomorfizmust a kovetkezé médon definidljuk:

7.2.2. definicié. Az a € Hy(M;Z) elemre legyen p(a) = —ipi(P)/a, ahol / “parcidlis integraldst” (slant-
szorzés) jelent.

o~

7.2.3. megjegyzés. A slant-szorzas a kovetkezot jelenti: a Kiinneth-formula szerint p; () € H4(B* x M; Q)
H(B8* Q) ® HY(M; Q) @ H*(8*,Q) @ H*(M;Q) & H(B*;Q) ® H(M;Q). Vegyiik pi () mésodik (H?(B*) ®
H2(M)-be esé) komponensét, és annak mdasodik részét “integraljuk ki” a-n. Ezéltal egy H?(B*;Q)-beli el-
emet kapunk, amit u(a)-val jelolink. A tovdbbiakban p-t csak Ho(M;Z)-beli (tehédt egész) elemekre fogjuk
alkalmazni.

A p-leképezés hasznos voltdt tdmasztja ald a kovetkez6 tétel:

7.2.4. tétel. Legyen {ay,...,ar} Ha(M;Z)-nek egy bdzisa. Ekkor
H*(B*Q) = Qu(ar), ..., ulax),v] (v € HY(B* Q).
|

Tegyiik fel, hogy b}, paratlan. A dimenziéformula szerint ekkor Mz, p(g) pros dimenzids lesz minden P
SO(3)- vagy SU(2)-nyaldbra. Legyen tehdt dim Mus,p(g) = 2d.

7.2.5. definicié. Legyen P — M principlis SU(2)- (vagy SO(3)-)nyalsb, k = c;(P)[M] (= —1p1(P)[M] az
SO(3)-esetben). Rogzitsiink egy g generikus metrikét, a d-edik szimmetrikus hatvanyt pedig jeloljiik S%-vel. A

W (M): SY(Ha(M;Z)) = Z
Donaldson-polinomot a kovetkez6 integréllal definidljuk:
WD) mad) = [ plar) U U ).
M, p(9)
(ahol a; € Hy(M; Z)).

A fenti definicié sajnos nem teljesen korrekt, hiszen M s, p(g) nem feltétleniil kompakt, igy az integraloknak
nem mindig van értelmiik. Ez a probléma a kovetkez6 médon oldhaté fel: Legyenek £,, — B* olyan komplex
vonalnyaldbok, melyekre ¢; (Ly,) = p(a;). Az L, nyaldbok dltaldnos helyzetli so,: B* — L, szeléseit vélasztva
a Vo, = 55, (0) kettd-kodimenzids részsokaségok egymést és a modulusteret transzverzslisan fogjdk metszeni.
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(a; = a; esetén természetesen sy, és s,; killonbozb szelések lesznek, igy metszhetik egymdst a megfelels V,, és
Va, sokasdgok transzverzilisan.) Ha k elég nagy (k > 3(3b}; + 5)), belathaté, hogy az

MM,p(g) N Va1 Nn...N Vad

halmaz véges sok pontbdl 4ll, valamint hogy ez a véges szam (eléjelesen szdmolva) nem fiigg a fenti valasztasoktdl.
Tehat

7.2.6. tétel. (Donaldson, [D1]) Egy g generikus metrikdra és az Lo, — B* nyaldbok dltaldnos helyzeti szeléseire
k> %(3b}; +5) esetén az Mu,p(g) N Va, N...N Vy, halmaz véges sok pontbdl dll. May,p(g) irdnyitdsa (ldsd a
7.1.2 tételt) ezeket a pontokat eldjellel ldtja el, és ezen eldjelek dsszege (#(Mu,p(g) N Vy, N..Vy,)) nem figg
sem a metrika sem az s, szelések vdlasztdsdtol. A

7k(M)(a1, ...,ad) = #MM,p(g) NVa, N NV,
definiciéval értelmezett fiigguény M sima invaridnsa, vagyis eqy f: M — M' irdnyitdstartd diffeomorfizmusra
Ye(M)(ar, .., aq) = (M) (fi (), --., fu(ea))-

a

V. egy geometriai reprezentdcifjat kaphatjuk meg a kovetkezé médon: Legyen o € Ho(M;Z)-re ¥ C M
olyan bedgyazott zart 2-dimenzios feliilet, mely az a homoldgia-osztilyt reprezentdlja. Rogzitsiink ezen a ¥-n
egy spin struktirdt. Ekkor 4ltaldnos helyzetli ¥-ra, ha @4, a ¥-n 1év6, az A konnexiéval megcsavart Dirac
operatort jeloli, akkor

Vs = {[4] € MM, P(g) | Kerpa, # 0}

halmaz az £, nyaldb egy &ltalanos helyzeti szelésének zéréhalmaza, vagyis Vs valaszthaté V,,-nak. Altalanos
helyzetli ¥;-k esetén az Mpr,p(g) N Vs, N...N Vy, tér rendelkezni fog a tételben felsorolt tulajdonsigokkal, igy
segitségével v, (M) definidlhaté. Ennek a leirdsnak megvan az az el6nye, hogy [A] € M, p(g)-r6l pusztdn X-ra
valé megszoritasa alapjan eldonthetd, hogy eleme-e Vy-nak vagy sem.

42



8. fejezet

Szamolasok

8.1 Metszetformak realizalasa

Ebben a fejezetben explicit szdmoldsokat fogunk elvégezni, a jegyzet kordbbi részeiben definidlt néhdny in-
varianst, illetve a most definidlt Donaldson-invaridnst fogjuk alkalmas sokasdgokra kiszamolni. Az egyszeribb
algebrai topoldgiai allitdsok bizonyitasat (esetleg Gtleteket adva) az olvaséra hagyjuk.

8.1.1. allitas. 4 k(1) ® I(—1) (k,1 > 0) formdval ekvivalens metszetformdk sima sokasdggal realizdlhatdk.

(Ezek a formék lefedik a szébajovd definit valamint az Osszes paratlan indefinit formdkat.) A fenti &llitds
beldtasdhoz két lemmadra van sziikségiink:

8.1.2. lemma. A CP? komplez projektiv sik metszetformdja (1). CP? (CP? a forditott irdnyitdssal) met-
szetformdja pedig (—1).

(Otlet: Ismert, hogy H*(CP?;Z) = Z[z]/(z3). CP? komplex struktirdja kanonikus irdnyitést ad a sima
4-sokasignak; ennek az irdnyitdsnak a megforditdsdval kapjuk CIP2-at.)

8.1.3. lemma. Tegyiik fel hogy X, Y J-sokasdgok metszetformdja egy alkalmas bdzisban felirva az Ax és Ay
madtrizokkal reprezentdlhato. Ekkor HE(X#Y;7Z) = H?(X;7Z) ® H2(Y;Z) és a két bdzis unidjdbol keletkezd
bazisban X#Y metszetformdjdt az
Ax 0
( 0 Ay )

mdtriz reprezentdlja. |
A fenti két lemmdbdl a 8.1.1 §llitas bizonyitdsa konnyen kovetkezik, hiszen

8.1.4. allitas. A kCP’#ICP? sokasdg metszetformdja a k(1) ® I(—1) formdval ekvivalens. (kX ismételt
osszefliggd unid vételét jelenti.) O

A kovetkez6kben néhiny piros metszetforma realizdlhatésdgdnak kérdésével foglalkozunk.

8.1.5. allitas. S x S2 metszetformdjo H = ( 2 (1) ) ’

(Otlet: S? x {pt.} és {pt.} x S? egy bézisa H?(S? x S?;Z) = Z @ Z-nek.)

8.2 A K3-feliilet

A kovetkezd szamolds kicsit hosszadalmasabb lesz, ismét egy spin (tehdt paros metszetformajii) 4-sokasdg met-
szetformajat fogjuk kiszdmolni.
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8.2.1. definicié. Egy sima 4-sokasdgot K3-feliletnek neveziink, ha diffeomorf az X = {[z0 : 21 : 23 : 23] €
CP? | E?:o z4 = 0} ¢ CP? algebrai feliilettel.

8.2.2. megjegyzés. Az elnevezés algebrai geometriai eredetli. Egy S egyszeresen Gsszefiiggé kompakt komplex
felillet K 3-feliilet, ha ¢ (S) elsé Chern-osztalya elttinik. Minden K $-feliilet diffeomorf a fenti X c CP 3 sokasaggal
[BPV]. Igy a sima sokasdgok elméletében — némileg félrevezeté médon — a fenti X-et hivjuk a K3-feliiletnek.

A kovetkezo szadmoldsban karaktarisztikus osztdlyok néhdny jélismert tulajdonsdgat fogjuk hasznélni; ezek
[MS]-ben mind megtaldlhaték. Elészor a fent definidlt X sokasdg metszetformdjit fogjuk meghatarozni.

8.2.3. tétel. X metszetformdja 2(—Es) & 3H.

Bizonyitds. A bizonyitdshoz elegendd lesz a ¢1(X) = ¢1(TX) és c2(X) = c2(TX) Chern-osztélyokat kiszdmolni,
ugyanis ezek ismeretében a by(X) Betti-szdm és a sign(X) szignatira konnyen meghatarozhaté. Esetiinkben
ba(X) > sign(X) fog teljesiilni, vagyis a metszetforma indefinit lesz. gy a klasszifikicios tétel ismeretében mér
csak a paritdst kell meghatdroznunk, ami ¢; (X) (és igy w2(X)) ismeretében konnyii feladat. Miel6tt ratérnénk
a Chern-osztilyok kiszdmoldséra, vegyiik észre, hogy Lefschetz hipersikmetszet-tételébdl (lasd [M1]) kovetkezik,
hogy X egyszeresen Osszefliggd, vagyis mp(X) = 1.

A szédmolds sordn a kovetkezd, [MS]-ben megtaldlhaté dllitdsokat fogjuk felhaszndlni:

8.2.4. lemma. (1) Az L = {(I,v) € CP® x C* | v € I} — CP? tautoldgikus vonalnyaldbra c,(L*) = z €
H2(CP?;Z) a kohomoldgia-gytirt generdtora.

(2) TCP)@®n=L*®L*® L* @ L*, aholn a CP? feletti trividlis (komplex) vonalnyaldbot jeldli.

(3) Az E,F komplez nyaldbokra c¢(E ® F) = ¢(E) U c(F). (Itt c(E) jelli a teljes Chern-osztdlyt, vagyis
c(E)=cy(E)+c(E)+...)

(4) Végil pedig c(n) = 1. O

(2), (3) és (4) miatt ¢(TCP®) = co(TCP?) +¢1 (TCP?) +... = (142)* = 1+4z+62%+443, tehét ¢; (TCP?) =
4z és co(TCP?) = 622 teljesiil. Az i: X — CP® bedgyazésra fennsll az i*TCP® = TX @ vX egyenl8ség — vX
az X C CP® részsokasig normalnyalabja —. A fentiek miatt igy c(i*TCP?) = ¢(TX) - c(vX) =i*(1+z)* — a
formuldban - jelzi a csészeszorzéast. A tovabbiakban jeldlje g az i*z elemet, tehdt c(TX)-c(vX) = 1+4g+6g° €
H*(X;Z). Mivel X-et egy homogén negyedrendii polinom definidlja — amit fiiggvényként nem tudunk ugyan
CP?-on definidlni, de mint L®* szelését igen —, vX = i*(L®%). Igy c(vX) = c(i*L®%) = i*(1 + 4z) = 1 + 4g,
tehdt c¢(TX) = (1 + 4g + 6¢%) - (1 +4g)~!. Koénnyii szdmolds mutatja, hogy (1 +4g)(1 — 4g + 16¢%) = 1 (persze
H*(X; Z)-ben), vagyis

c(TX) = (1+4g+6g°) - (1 —4g + 16g%) = 1 + 6g°.

Megkaptuk tehat, hogy ¢; (X) = 0és ca(X) = 6g°. Mivel ¢;(X) = w2 (X) (mod 2), azt kaptuk, hogy ws(X) = 0,
vagyis az X sokasdg spin, igy metszetformdja paros. Hatravan azonban még by(X) és sign(X) kiszdmolasa.

X egyszeresen osszefiiggd, igy x(X) Euler-karakterisztikdjara x(X) = bg(X) + b2(X) + ba(X) = 2 + b2(X)
teljesiil. Tudjuk, hogy x(X) = (e(X),[X]), ahol e(X) € H*(X;Z) az X Euler-osztlya, ami komplex feliiletekre
megegyezik ¢y (X )-szel. Tehdt x(X) = (c2(X),[X]) = 6(g2, [X]). Igy még (¢2,[X]) értékét kell meghatiroznunk.
Definici6 szerint g = i*z2, és CIP® homolégigjabdl 1sthats, hogy z2 € H4(CPP?;Z) Poincaré-duslisat a kanon-
ikusan bedgyazott CP' reprezentdlja. Igy (¢2,[X]) = (i*22,[X]) = PD(2?) N i,[X] = #(CP' N X). Mivel
X negyedrendii feliilet, ez a metszet 4 pontbdl 4ll (mindegyik azonos eléjellel), vagyis (g2,[X]) = 4. Ebbdl
x(X) = 24, vagyis b% = 22 adédik.

A szignatira kiszdmoldsdhoz a kovetkezd tételt kell haszndlnunk:

8.2.5. tétel. (Hirzebruch szignatiratétele 4-sokasigokra) Fgy kompakt irdnyitott 4-dimenzids sokasdg szig-
natirdjdra sign(M) = 1 (p1(TM), [M]). O
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(Korabban mér idéztiik ezt a tételt 8-dimenzids sokasdgokra, [MS]-ben megtaldlhaté a bizonyitds minden 4k-
dimenziés sokasagra is.) Mivel p; (X) = ¢3(X) — 2¢2(X), igy a tételt alkalmazva sign(X) = 3(—2c2(X), [X]) =
—4(g?,[X]) = —16 ad4dik. A metszetformék (kordbban idézett) klasszifikacidja alapjan tehdt X metszetformaja
2(—Esg) ® 3H, amivel a 8.2.3 tétel bizonyitdsit befejeztiik. O

8.2.6. kovetkezmény. A 2n(—Eg) @ (3n + 1)H alakd metszetformdk (I > 0) sima sokasdggal realizdlhatok.
Bizonyitds. A 8.1.4 lemmét alkalmazva, nX #1(S? x §2?) metszetforméja éppen a kivant alakd. O

8.2.7. megjegyzés. Mint ahogy azt mar korabban emlitettiik, a paros indefinit metszetformak sima sokasagokkal

valé realizdlhatGsdgdnak kérdése még nem teljesen lezdrt. Donaldson két eredménye (1.3.7 tétel) szerint 2n(—Eg)®

H és 2n(—Es) @ 2H (n > 0) nem realizdlhaté sima sokasdggal; a tovdabbi pdros metszetformakrol (tehdt a

2n(—FEg) ® kH, 1 < k < 3n métrixokkal ekvivalensekrél) azonban semmi sem tudhaté. Kirby nevezetes,
11

ugynevezett “--sejtése alapjan valésziniileg a kovetkezd igaz:

8.2.8. sejtés. Ha a2n(—Eg)®kH forma elddll egy sima, egyszeresen dsszefiiggd 4-sokasdg metszetformdjaként,
akkor k > 3n.

A tovébbiakban az X K3-feliiletre fogjuk a 0-dimenziés Donaldson-invaridnst kiszdmolni. Ehhez azonban
sziikségiink van X egy mdsik el8allitdsdra. Legyen L = Z* < C? rdcs, T* = C? /L pedig a négydimenziés térusz,
ami tehat egy komplex sokasdg. Az i:C — C (zq,22) = (—2z1, —22) involdci6 egy (nem szabad) Z»-hatdst
definigl T*-en; legyen X = T*/Z,. Mivel e Zy-hatds nem szabad — konnyen lithaté, hogy 16 fixponja van
— a kapott tér az F = {21, ..., 216} pontokban nem lesz sokasig (ezek az z;-k éppen a T*-en adott Z»-hatds
fixpontjainak képei). Konnyen lathatd, hogy egy z; € F pont kidrnyezete egy RP? feletti kiippal homeomorf.
Elhagyva tehét a 16 F-beli pont egy kis kdrnyezetét, egy X peremes sokasigot kapunk, a perem RP?® 16 képidja
lesz. X-bél konnyen kaphatunk zart 4-sokasagot; minden egyes hatérolé RP® mentén odaragasztunk X-hoz egy
RP? hatsrt W 4-sokasigot. Ezen W gyanént vélasszuk a DS2? = {v € T*S? | |jv|| < 1} teret. Az igy kapott
X, =X U erp? 16W sokasag diffeomorf lesz a kordbban definidlt X KJ-feliilettel.

8.2.9. megjegyzés. Bar X;-et differencidltopolégiai eszkozokkel definidltuk (a szinguldris F-beli pontokat
RP?-menti ragasztéssal tiintettiik el), megtehettiik volna ezt a komplex kategéridban is. Fujjuk fel T azon
pontjait, melyek a fenti Z,-hatdsra nézve fixek (topologikusan igy T*#16CP2-at kapunk). Terjessziik ki erre
a felfdjtra a Z»-hatést, CP2-on a kovetkezd definiciéval: [a : b : ¢] — [—a : b : ¢, az Osszefiiggd uni6t pedig
képezziik az [1 : 0 : 0] pontban. Igy Z» ugyan nem fog szabadon hatni T*#16CP2-on ({[0 :  : 1] | z €
C} U0 : 0 : 1] minden CPP2-ban fixen marad), a faktor mégis egy X;-gyel diffeomorf sokaség lesz. Ennek a
komplex geometriai el6allitdsnak a segitségével lathat6 be, hogy X, diffeomorf az el6bbi K3-feliilettel. A 8.2.2
megjegyzés értelmében csak azt kell leellendrizni, hogy 71 (X1) = 1 (ezt a tovdbbiakban részletezziik), illetve
hogy ¢1(X1) = 0, ami kovetkezik egy sehol el nem t{ind holomorf 2-forma létezéséb6l. Annak beldtdsat, hogy
a C?-n 16v6 dz; A dzs holomorf 2-forma X; konstrukciéja sordn egy w € I'(A%2X;) nem-elt{in holomorf format
ad, az olvaséra bizzuk.

Bel4tjuk még tehdt, hogy X; egyszeresen osszefiiggd. Minthogy W = DS? az S? gombbel homotopikusan
ekvivalens, X fundamentélis csoportjanak és a hatar-RP®-akban levé nem-trivislis homotépia-elemeknek az
ismeretében 7;(X;) Van Kampen tételével konnyen megkaphaté. Konnyen l4thaté, hogy mi(T%) = m (T \
{Z1,-yT16}) = Z% A T*\ {z1, ..., 716} sokasig kétszeres fedése az X sokasignak, igy a

0 5 Z* > m(X)—>2Zy-0
sorozat egzakt. Ha y; (i = 1,...,4) jeloli a Z* generatorait, o pedig Z,-ét, akkor
m(X) = (W1,92,95,9,0 | Yi,95] =1, 0* = 1, ogio =y;" (i=1,...,4)).
A kdvetkezd tizenhat homotdpiaelem a 16 hatérolé RP® (Z,-vel izomorf) fundament4lis csoportjait generalja:
o, oy; (i =1,...,4), oyy; (i #J), oviyiye (0 #J # k), oy192ysya.

Ezek az elemek tehdt X;-ben trividlisak, igy az els6 6t reldciébdl (Van Kampen tétele szerint) kovetkezik, hogy
1 (Xl) =1.

45



Wi

W16

8.1 dbra: K3 felbontisa mint X U 16W

8.3 A Donaldson-invarians kiszamolasa

A K3-feliiletnek tehdt két C'°° modelljét is legyartottuk. Az els6t a metszetforma meghatdrozdsanal tudtuk jol
haszndlni, a masodikra a Donaldson-invaridns kiszdmolésa tiinik ardnylag egyszeriinek. A tovdbbiakban mindkét
modellt X-szel fogjuk jel6lni. A fejezet hatralev részében P. Kronheimer egy cikkét [Kr| fogjuk kdvetni.

Mivel b3(X) = 22 és b% = 3, a Donaldson-invaridns definiciéjdban szereplé p; értéke p; = —2(1+b%) = —6.
Vagyis a yx Donaldson-invaridns a Cx = {w € H?(X;Zs2) |[w? = —6 = 2 (mod 4)} halmazon van értelmezve
(Cx esetiinkben nem iires, hiszen van olyan H2(X;Z)-beli elem, melynek négyzete 2).

8.3.1. tétel. Az X K3-felilletre a yx:Cx — Z fligguény azonosan 1.

A bizonyitashoz fel kell hasznéljuk Matsumoto egy tételét (melynek bizonyitdsa a K3-feliilet topolégidjanak
ismeretében nem tilsdgosan nehéz, ldsd [FM1]):

8.3.2. tétel. ([Ma]) Az X K3-feliiletre a Dif f*(X) irdnyitdstartd diffeomorfizmusok csoportja tranzitivan hat
a Cx halmazon. O

Mivel pedig vx diffeomorfizmus-invaridns, a fenti tétel szerint konstans. A tovdbbiakban ennek a kon-
stansnak az értékét szeretnénk meghatédrozni. Egy alkalmas w € Cx-re kell tehdt az M x p(g) halmaz elemeinek
algebrai 6sszegét megadnunk (g generikus metrika, P pedig olyan principélis SO(3)-nyaldb, melyre p; (P) = —6
és wa(P) = w). Mx,p(g) elemei egy X feletti differencidlegyenlet (az Ff = 0 ASD-egyenlet) megoldssai.
Tudjuk, hogy X = X#,16W; prébaljuk meg az egyenletet X és W folott megoldani, majd a ragasztési
konstrukci6 segitségével a kapott megoldasokat egy X feletti megoldasss Osszeragasztani. X és W azonban
peremes négysokasagok. Téavolitsuk el a hatarold RJP’3—akat, az igy kapott sima nem-kompakt sokasdgokat
jeloljiik tovabbra is X-szel és W-vel. Az eddigiek sordn az alap 4-sokasig kompaktsiga fontos szerepet jatszott,
tigyhogy miel6tt megvaldsitandnk fenti terviinket, roviden at kell tekinteniink az elméletet nem-kompakt soka-
sdgokra is (ldsd [MMR] illetve 5.2 fejezet).

Legyen (M, g) nem-kompakt 4-dimenziés Riemann-sokasdg, g pedig olyan teljes metrika M-en, melyre M
izometrikus egy K Un(RP? x R+) sokasdggal, ahol K egy kompakt peremes 4-sokasig. A metrika RP® x R+-on
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8.2 dbra:  Cilindrikus metrika egy RIP® végii sokasdgon

a direkt-szorzat metrika. Az ilyen (M, g) sokasdgot cilindrikus végid sokasdgnak nevezziik, n darab RP? véggel.
Ilyen sokasag példaul X és W, ha a megfeleld metrikaval 1atjuk el Sket — amit a tovabbiakban feltesziink. Mivel
M nyilt, igy H*(M;Z) = 0, teh4t egy E — M SO(3)-nyaldbot mér egyediil a w2(E) € H?(M; Z,) mésodik
Stiefel-Whitney osztaly meghatdroz. Nyilt sokasidgokon definialt konnexidkrdl szdl a kévetkezd, alapvetd fontossagi
eredmény:

8.3.3. tétel. ([MMR]) Legyen A egy ASD konnezid a fenti (M, g) nyilt Riemann-sokasdgon, és tegyik fel, hogy
Jas |Fal? < 0o (az ilyen konnexidt véges energidjinak mondjuk). Jelslje Ay az A megszoritdsdt az RP? x{t}c M
3-sokasdgra. Ekkor az {A;} gorbe az Elpps — RP® nyaldbon definidlt konnezick terében egy lapos konnezidhoz
tart, midén t — oo (vagyis RP? x {t} az M egyik “végéhez” tart). O

Tekintsiik 4t tehat elészor az RIP? feletti nyaldbokat illetve az ezeken a nyaldbokon 1étezd lapos (0 gorbiiletii)
konnexidkat. Mivel H2(RP?; Z,) = Z,, RP? felett két SO(3)-nyaléb van, a trivilis, illetve az a P — RP®
nyaldb, melynek mésodik Stiefel-Whitney osztdlya nem-nulla. Azt is tudjuk, hogy egy nyaldbon a lapos kon-
nexidk egy-egy értelmii megfeleltetésben dllnak a bazistér fundamentdlis csoportjanak azon reprezentacidival,
melyek az adott nyaldbot definigljdk (l4sd 2. fejezet). Esetiinkben Hom(m(RP?); SO(3)) igen egyszeriien
leirthaté tér: a trividlis reprezenticié felel meg a trivilis nyaldbon 1év6 egyetlen (triviélis) lapos konnexiénak, a
tovabbi — a nem-trividlis homotodpiaelemet egy 180 fokos forgatdsnak megfelelteté6 — reprezentacidk RP? tere
pedig a fenti (egyetlen nem-trivialis) P nyaldbon 1évé lapos konnexidkat adja meg. Ezek a forgatdsok azonban
nyaldb-automorfizmus (mérce-transzformécid) erejéig ugyanazt a lapos konnexiét adjék, igy a lapos konnexidk
ekvivalencia-osztalyainak tere (lasd 2. fejezet)

X(RP?) = {6, a},

ahol tehat 0 a trividlis, a pedig a P-n levd csavart lapos konnexié. Vagyis a nyalab wy masodik Stiefel-Whitney
osztdlya egyértelmiien meghatdrozza, hogy a nyaldbon melyik lapos konnexi6 1étezik.

Teh4t ha A egy véges energidji ASD konnexié az E — (M, g) nyaldbon, mar w»(E) € H2(M; Z,) meghatdrozza
hogy A egy RP? x Rt végen melyik lapos konnexihoz tart. Ha ws eltiinik a szébanforgd végen, akkor a
trividlishoz, ha wy # 0 a szébanforgé végen, a nem-trividlishoz fog tartani a tétel szerint konvergens {A;}
gorbe.

Legyen M%,(E) azon (az E — M nyaldbon definidlt) g-ASD konnexik modulustere, melyekre

/ \Fal® = ps
M

M?E,(E) tehét a p-energidji ASD konnexiSk tere. Legyen 7 azoknak a végeknek a szdma, melyeken wy(E) # 0
(ezek a “csavart végek”).

8.3.4. tétel. A dimenzié formula szerint dim M4, (E) = —2p +7 — 3(1 + b},). O
8.3.5. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy mig zart sokasigokra a nyaladb mar meghatarozta [, [Fa|* értékét (a

Chern-Weil elmélet szerint ez az integral az elsd Pontrjagin-osztaly —272-szerese), nyilt sokasdgokra ez nincs igy.
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Egy nyilt sokasig feletti nyaldbon a modulustérnek tobb, kiilonb6z6 dimenzidés komponense lehet, az energia
(Chern-Weil integral) alkalmas rogzitése jelol ki ezen komponensek koziil néhdnyat. A 8.3.4 tétel bizonyitisa az
Atiyah-Singer indextétel egy nyilt sokasdgokra kimondott forméjinak alkalmazdsival torténik.

Vegyiik részletesen szemiigyre az M = W esetet! (Emlékeztetsiil: W = {v € T*S? | ||v|| < 1}.) Mivel
W és S? homotép ekvivalensek, H2(W; Zs) = Z,, igy két SO(3)-nyaldb van W felett, az egyik a trivialis
(Bo — W), a mdsik konstrukcidja a kovetkezé mddon torténik: Vegyiik CIP2-on a méar kordbban definidlt
[@a:b:c]— [—a:b:c|] Z>-hatdst. Ennek egy természetes felemeltje 1étezik az L = {(e,1) € C? x CP2 | e € I}
tautolégikus nyaldbra (mint (a, b, c) — (—a,b,c)). Evvel a Z-hatdssal lefaktorizlva az

L|@\[1:O:O] — CP2 \ [1 :0: 0]

nyaldbot egy (nem-trividlis) L; komplex vonalnyaldbot kapunk meg W felett, hiszen W = (CP2\[1:0:0])/Z,.
(A fenti Z-hatdsnak ugyan vannak fixpontjai, az [1 : 0 : 0] pont kivételével azonban a fixpontok feletti fibrumon
Zo trividlisan hat. [1:0: 0] -t ki kellett hagyni, e felett a pont felett a faktor nem lett volna vektornyaldb.) A
tovabbiakban E; fogja jel6lni az L; ® R — W nem-trividlis SO(3)-nyaldbot.

8.3.6. allitas. (a) Ey — W-n egyetlen lapos konnezid létezik.

(b) Mérce-ekvivalencia erejéig egyetlen olyan véges energidji ASD konnexid létezik Eq-en, melynek energidja
%. Ez a konnezio reducibilis.

(c) Ei-en minden konnexid energidja legaldbb .

Bizonyitds. Mar kordbban lattuk, hogy (a) igaz, hiszen m (W)=1. (b) bizonyitdsidhoz konstrudlni fogunk egy A;
konnexiét Ej-en, majd errdl belatjuk, hogy mérce-ekvivalencia erejéig ez az egyetlen % energidju ASD konnexid,
tovabba hogy reducibilisis. A konstrukcié a kévetkezéképpen megy: Az L — CP? nyaldb ¢; (L) € H*(CP?;Z) C
H2(CP?;R) elsé Chern-osztalyst a Hodge-elmélet szerint egyetlen harmonikus 2-forma reprezentslja. Ez a 2-
forma a deRham-elmélet szerint egy U(1)-konnexi6 gorbiileteként dllithatd el6. Ez a konnexié mérce-ekvivalencia
erejéig egyértelmii, és mivel b+—2 = 0 (tehat a *-operdtor egyszertien a —1-gyel valé szorzds), ASD is. Ha a CIP2-

n 1év6 metrika a Z,-hatdsra invaridns, akkor a harmonikus reprezentans ledrokoéltethet6 az Ly — W faktortérre,
ahol tovdbbra is ASD marad. Adjuk hozzd ehhez az Lq-en 1évé U(1)-konnexi6hoz az R = R x W — W
trividlis nyaldb trividlis konnexidjat. Az igy kapott konnexiét nevezziik A;-nek. A konstrukciébdl latszik, hogy
A; reducibilis, és mivel ¢;(L)([CP?]) = 1, A; energidja ;. Lassuk be most, hogy A; az egyetlen, a fenti
tulajdonsdgokkal rendelkezd konnexi6: Tegyiik fel hogy A, is 1 energidju ASD Ei-en. Ekkor a modulustér Ap-t
tartalmazé komponensének formalis dimenzidja (ami a —Index (d, ®d},) = —dim HY +dim HY, —dim H_
értékkel egyezik meg, 1lasd 3.3 fejezetet)

1
=2p+7 = 3(1+b}) = -2(—5) +1-3(1+0) =1,

tehdt A, is reducibilis (ng2 = 0 elérhetd generikus metrika valasztdsdval, igy a 8.3.4 tételbeli dimenziéformula
dim th > 0-t ad, ami azt jelenti, hogy A reducibilis). A reducibilis konnexiék szdmat pedig topologikus
adatok hatdrozzdk meg. Mint mdr 1attuk, a reducibilis konnexidk bijekciéban dllnak a nyaldb redukcidival (bar
ezt zdrt sokasagokra mondtuk ki, a nyilt W-re is igaz). Mivel W felett egyetlen olyan L — W U(1)-nyaldb van,
melyre c;(L) harmonikus reprezentdnsénak megfelel§ konnexi6 energidja 3, a megadott A; mérce-ekvivalens
Az—Vel.

(c) bizonyitdsdhoz csak azt kell meggondolni, hogy E;-en nincs lapos konnexid, hiszen minden ASD konnexi6
energidja k-1 (ami kovetkezik abb¢l, hogy CP2-n minden ASD konnexié energidja egész). De w1 (W) = 1 miatt
W felett csak a trividlis nyaldbon 1év§) triviélis konnexié lapos. O

Térjlink most vissza eredeti célunkhoz, vagyis Mx p(g) meghatirozasdhoz, ahol X a K3-felillet, P — X
pedig olyan principdlis SO(3)-nyaldb, melyre p1(P) = —6 (w2(P) € Cx-et majd kés6bb rogzitjiik). Tegyiik
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fel P-r6l, hogy a 16 darab W C X részsokasag koziil pontosan 12-n csavarodik. Ehhez kell majd ws-t jol
megvalasztani; mint ahogy 1atni fogjuk, ilyen valasztds lehetséges.

Szoritsuk meg az X = X U, ,pps 16 W feletti P nyaldbot X-re, és ezt a megszoritést jeldljiik Q-val. Jeldljiik
tovdbba MOQ()_( )-sal a @-n 0 energidji (tehat lapos) konnexiGk terét. (Természetesen minden lapos konnexié
ASD, hiszen 0 = F4 € Q% (M;adP).) A kovetkezd tétel Mx p(g) egy nagyon egyszerii leirasit adja meg.

8.3.7. tétel. Van olyan (generikus) metrika X -en, X-on és W-n, hogy a ragasztdsi konstrukcid egy irdnyitdstarto
diffeomorfizmust ad meg Mx,p(g) és N' = MQ(X) x {0}* x {A1}'? kozitt (8 az Eo — W nyaldbon levd trividlis,

”_u

A1 pedig az elbz8 tételben konstrudlt, By — W -n levd reducibilis konnezidt jelli).

Bizonyitds. MOQ()_( ) egy eleméhez a tizenkét csavart végen Aj-et, a tovdbbi négy végen pedig a @ trividlis
konnexiét ragasztva Mx p(g) egy elemét kapjuk (ehhez persze le kell ellendrizni, hogy nincs a ragasztdsnak
akadélya és nincs effektiv ragasztdsi paraméter, ezekrdl lasd a 8.3.8 megjegyzést). Mivel 12-szer vessziik az
3 energidji A; konnexi6t, a tobbi pedig lapos, az eredmény egy 6 energidji ASD konnexié (tehat valéban
Mx p(g) egy eleme) lesz. Vagyis ragasztassal N bedgyazhaté Mx p(g)-be. A tétel bizonyitdsahoz tehdt csak
azt kell 1dtnunk, hogy alkalmas metrikdra M x p(g) minden eleme el8all igy. Legyen g, olyan metrikasorozat
X-en, mely széthiizza X-et a 16 RP® mentén.

Legyen A,, € Mx p(gn) konnexidsorozat. Uhlenbeck gyenge kompaktsigi tétele miatt ez egy (Bo, Bi, .., Big)
elemhez tart gyengén. By a @ — X nyaldbon, By, ..., By pedig Ey — W-n, végiil Bs,...,Bi5 az E; = W
nyaldbon (véges energidji) ASD konnexié. A B;-k energidit 6sszeadva legfeljebb 6-ot (ennyi az A, sorozat
elemeinek energidja) kaphatunk. A 8.3.6 tétel miatt azonban Bs, ..., B1g energidja legaldbb %, vagyis az egyetlen

lehetséges energiamegoszlas a kovetkez6: Bs, ..., B1g energidja %, igy ismét a 8.3.6 tétel miatt By = ... = B1g =
Aj; By, ..., By energidja 0 (tehat ezek laposak), a 8.3.6 tétel szerint By = ... = By = 0; By is lapos, vagyis

B, € MOQ()_( ). Tehét elég nagy n-re (vagyis amikor a W-ket mar elég messze kihtiztuk az RP®-ak mentén)
A, mar kozel lesz egy fenti tipusu ragasztott konnexiéhoz, vagyis a ragasztasi konstrukcié egy rdképezést ad,
amivel a tételt bebizonyitottuk. O

8.3.8. megjegyzés. Ahhoz, hogy beldssuk, a ragasztds soran nem lép fel akadély, a H; csoportok elt{inését
kell bebizonyitani. 6-ra kénnyii szdmoléds, A;-re alkalmas metrika vélasztésa adja HY eltiinését. M (X)
elemeire H; = 0 beldtdsa kicsit hosszadalmasabb, ldsd [Kr] Theorem 5. (236. oldal). Mint azt kordbban mdr
emlitettiik (5.2.2 megjegyzés), RP® menti ragasztasnal kiilsnds gondot kell forditanunk a ragasztési paraméterek
meghatdrozasara, mivel a Stab(a) =0(2) csoportnak t6bb komponense van. Mivel a kiilonb6z6 komponensekb6l
vett ragasztisi paraméterek nem-izomorf nyaldbokat adnak, a végeredményiil kivint nyaldb rogzitésével ez a
bizonytalansag eltiinik. Igy a ragasztasi paraméterek tere S'-re sziikiil. Mivel ME, (W) elemei, valmint A és 0
reducibilis konnexidk, és ezek stabilizitora éppen kiadja a fenti S'-nyi ragasztdsi paramétert, kovetkezésképp
nincs effektiv ragasztasi paraméter.

A szédmolds befejezéséhez tehdt a P nyaldbot kell még definidlnunk X-en (pontosan 12 “csavart véggel”), és
meg kell hatdroznunk M%(X ) elemszdmadt, vagyis meg kell adnunk a @-n levd lapos konnexidkat. Kordbbrdl
tudjuk azt, hogy m1(X) = (y1,-., 40,0 | [vi5,y;] = 1, 02 = 1, oyio = y;'). Definidljuk a p: 71 (X) —SO(3)
reprezentaciét a kovetkez6 moédon:

1 0 0 -1 0 0
ply2)= 0 -1 0 |,p(ys)=| 0 1 0 |,
0 0 -1 0 0 -1
-1 0 0
plya) =1 0 -1 0
0 0 1

8.3.9. allitas. e A p dltal definidlt @ SO(3)-nyaldbnak pontosan 12 csavart vége van.
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e Minden olyan p' reprezentdcid, amely a Q nyaldbot definidlja, konjugdlt p-val.

Bizonyitds. Az a € m(X) elemet egy adott véghez tartozé homotépia-elemnek nevezziik, ha az RP? x {t} C
X (0 < t konstans) bedgyazasnal m; (RP®) generstora éppen a-ra képzédik — tehdt a € m(X) olyan X-
beli hurokkal reprezentalhaté, amely homotépisval RP® x {t}-be mozgathaté. @ azokon a végeken trivilis,
amelyekhez tartozé homotépia-elemeken p értéke egy. Kordbban mér felsoroltuk a végekhez tartozé homotépia-
elemeket, igy egyszerii ellen6rzés bizonyitja az elsd llitdst. Ahhoz, hogy a p' reprezenticié ugyanazt a nyaladbot
definidlja, mint p, annak is 12 csavart véget kell adnia. Konnyii ellenérzés adja, hogy ekkor p'(o) =Id-nek
kell teljesiilni. Tehét p-t és p'-t a m1(X)/Z> = Z* csoporton kell 6sszehasonlitanunk. Innen egyszerti szdmolds
mutatja, hogy p és p’ konjugaltak (ennek beldtdsit az olvaséra hagyjuk). O

p definiciéja tehdt megadja R, = Q-t (X felett), amib6l P — X mir egyértelmiien legyarthats. Azt
is megkaptuk, hogy M%(X ) egy pontbdl &ll, amibdl a 8.3.7 tétel értelmében azt kapjuk, hogy Mx p(g) az
egyponti tér (ha a metrika mar eléggé széthiizta X-et és a W-ket). Ebbdl vx (wa(P)) = 1 kovetkezik, amivel
(Matsumoto tétele értelmében) beldttuk azt, hogy az X K3-feliiletre yx a konstans 1 fiiggvény. O

Késobb — a 10. fejezetben — egy algebrai geometriai eredetii operacidval, a logaritmikus transzformdciéval
fogunk megismerkedni. Ennel sordn egy adott p € N piratlan szdmra a fenti X K3-feliiletb8l X, komplex
felillet készithets. A kapott X, felillet X-szel homeomorf lesz (ez a metszetforma meghatirozdsabdl adédik),
a Donaldson-invaridns kiszdmitdsaval azonban azt kapjuk, hogy X, nem diffeomorf X-szel. Az eddigiekhez
hasonlé szamolassal a kovetkezd bizonyithaté be ugyanis (részletesen lasd [Kr]):

8.3.10. tétel. Létezik olyan w € Cx,, hogy vx,(w) = p. O

Tehat a 2(—FEs) @ 3H metszetformaval rendelkez6 topologikus sokasdgon a logaritmikus transzformdcié
segitségével végtelen sok nem-diffeomorf sima struktirdt kaphatunk. Mivel azonos metszetformaji 4-sokasagok
(egy Walltdl szdrmazd tétel szerint) h-koborddnsak, végtelen sok ellenpélddt kapunk a “4-dimenziés h-kobordizmus
tételre”, hiszen az X és X, (p > 1) kdzotti kobordizmus nem lehet a direkt-szorzat kobordizmus — az diffeo-
morfizmust adna X és X, kozott.

8.3.11. kovetkezmény. Négydimenzids sokasdgokra nem igaz a h-kobordizmus tétel. O

e 222

figyelembevételével (mi ezt az abszoliut érték vételével kikeriiltiik, ldsd 7.1.6 definiciét) mér yx3 kiszdmitdsa is
megmutatja, hogy a h-kobordizmus-tétel 4-sokasdgokra nem teljesiil (lasd [DK]).
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9. fejezet

Komplex feliiletek és egzotikus
struktuarak

9.1 Nem-eltiinési és eltiinési tételek

A 7. fejezetben definidltuk a Donaldson-invaridnst és a Donaldson-polinomokat. Mint ahogy minden j
definiciéndl, itt is természetesen vetOdik fel a kérdés vajon nem valami trividlis dolgot definidltunk-e, més
szoval elég ”finom”-e az 1j invaridns ahhoz, hogy megkiilonboztessen sima struktirdkat. A vdlasz szerencsére
pozitiv és ezt szeretnénk demonstrilni ebben a fejezetben. Donaldson nem-eltiinési tétele — amit most bi-
zonyitas nélkiil kozliink —, azt allitja hogy vannak olyan négysokasdgok amelyek Donaldson-invaridnsa nem
trividlis.

9.1.1. tétel. Tegyiik fel, hogy X egy sima egyszeresen Gsszefiiggd kompakt komplex algebrai felilet és b} > 3.
Ekkor az X feliilet v (X) Donaldson invaridnsa minden elég nagy k-ra nem azonosan 0. O

A tétel bizonyitdsa komoly algebrai geometriai appardtust haszndl (14sd [D1] vagy [DK]).
Donaldson mésodik, dgynevezett eltiinési tétele ezzel szemben azt &allitja, hogy léteznek olyan specidlis
négysokasigok amelyeknek a Donaldson-invaridnsa mindig azonosan 0:

9.1.2. tétel. Legyen X egy sima, egyszeresen Gsszefiiggé kompakt négysokasdy, b} > 3 és pdratlan. Ezenkivil
tegyik fel, hogy X elddll olyan X = X 1#Xo 0Osszefiiggd dsszegként, melyre b}l >0 és bj{(2 > 0. Ekkor v, (X)
minden k-ra azonosan 0.

Az eltinési tétel bizonyitasanak alapitletét egy specialis esetben mutatjuk meg, az altalanos eset sokkal
bonyolultabb (1dsd [D1], [DK] vagy [MM2]). Legyen X = X;#X, egy kompakt, egyszeresen Osszefliggd sima
négysokasag, b}l > 0, b}2 > 0 és b} paratlan. Régzitsiik le k-t dgy, hogy —2k — 3(1 + b}) = 0 teljesiiljon.
Jelolje Cx azokat a kohomoldgia-elemeket, melyeken a Donaldson-invaridns értelmezett, vagyis

Cx = {e € H*(X;Z5) | €* = k (mod 4) és e # 0}.
Mivel H2(X; Z2) = H3(X1; Z2) ® H%(X2; Z5), igy minden elem felirhat6 e = e; + e, alakban (e; € H2(X;; Z5)).

9.1.3. tétel. Ha e € Cx és ex # 0, es # 0, akkor a 0-dimenziés Donaldson-invaridns eltinik e-n, vagyis
vx(e) = 0.

Bizonyitds. Legyen P az az SO(3)-nyaldb X felett, melyre p; (P)[X] = k és wa(P) = e (mod 2). A struktira-
tétel szerint egy g generikus metrikdra az Mx p(g) modulustér 0-dimenzidés és kompakt. Legyen S® egy olyan
bedgyazott gobmb X-ben amely elvilasztja X;-et és Xo-t. Legyen tovabba g, egy olyan metrika-sorozat, amely
széthiizza X-et S® mentén, vagyis (X, g,) tartalmaz egy S® x [—n, n]-nel izometrikus nyakat (14sd a 9.1 4brat).
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S3 X [—n,n]

9.1 dbra:  X;-et és Xo-t széthizd metrika

9.1.4. allitds. Elég nagy n esetén az Mx p(gn) modulustér dres.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt médon, hogy minden n-re létezik egy A, € Mx p(gn) konnexié. Uhlenbeck
gyenge kompaktsigi tételébdl azt kapjuk, hogy A,-bdl kivdlaszthaté egy gyengén konvergens A,, — (4, B)
részsorozat, ahol

e Ac MXl,pl, B e sz’pn (P' — X5, P" o X, nyalébok),
o we(P') =e1, wa(P") = ey,
o —p1(P')—pi(P”) < —pi(P) = k.

Vagyis a hatarértékek ASD konnexidk, a hozzajuk tartozé nyaldbok masodik Stiefel-Whitney osztalyai sziikség-
képpen e; és es, és a hatardtmenetnél az energia nem novekedhetett. Feltevésiink szerint e; # 0, e # 0, igy sem
A sem B nem lehet a trividlis konnexié (hiszen sem P’ sem P nem a trividlis nyalab). Mivel b}l > 0és b}Z >0,
igy a struktira-tétel miatt A és B nem lehetnek nemtrivialis reducibilis konnexidk sem, tehat alkalmazhaté a
dimenzié-formula:

dimMXl,pl + dimMX2,p77 = —2p1(Pl) — 3(1 + b}l) — 2p1(P”) — 3(1 + b}z) =

= 2(pi(P") +pi(P")) —3(1 +b%) —3<2k—-3(1+b})-3=-3
Tehat Mx, pr és Mx, p» kozill az egyik dimenzié-okokbdl iires és igy ellentmonddsra jutottunk. O

Az 31litasbdl rogton kovetkezik a 9.1.3 tétel, hiszen vx (e) definicid szerint megegyezik a modulustér elemeinek
el6jeles Gsszegével. Ezzel a 9.1.3 tétel bizonyitdsat befejeztiik. O

Az altaldnos esetben (tehdt ha e; = 0 vagy ea = 0) ez a dimenzidszdmolds még nem bizonyitja, hogy
a modulustér iires. Ilyenkor ugyanis eléfordulhat, hogy A vagy B a 6 trividlis konnexiéval egyenls, melynek
formalis dimenzidja negativ. (Tudjuk, hogy reducibilis konnexi6kra a formélis dimenzi6 nem feltétleniil adja meg
a modulustér valés dimenzi6jat, rdaddsul -t az ASD egyenlet nem transzverzalisan metszi ki, hiszen HJ # 0.)
A tétel ltaldnos bizonyitdasa meglehet6sen bonyolult, igy ennek ismertetésétol eltekintiink.

9.2 Komplex hiperfeliiletek cr3-ban

Az eltilinési és nem-eltiinési tételek segitségével mar be tudjuk bizonyitani, hogy 1éteznek egymassal homeomorf,
de nem diffeomorf sima, kompakt, egyszeresen Gsszefiiggd négysokasigok. ElGszor is sziikségiink lesz néhdny
példara.

Minden n > 0 egész szamra definidljuk az

Ry={[z0:21:2:23] € CP? | 20 + 2] + 2§ + 2 = 0}

hiperfeliiletet.
n = 1 vagy 2 esetén koénnyi latni, hogy mit kapunk:

9.2.1. allitas. (a) R, diffeomorf CP?-vel.
(b) R» diffeomorf S? x S2-vel. O
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9.2.2. feladat. R; diffeomorf CP*#6CP? -tal.

Az n = 4 esettel mar a 8. fejezetben taldlkoztunk. Lattuk, hogy R4 megegyezik a K3-feliilettel és a
Chern-osztalyok segitségével kiszdmoltuk R4 Euler-karakterisztikdjit és szignatirdjat.

9.2.3. allitas. Ry egy kompakt, egyszeresen 0sszefliggd, sima négysokasdg, melynek metszési formdja pdratlan.
Ry Euler-karakterisztikdja x(Rs) = 55, és szignatirdja sign(Rs) = —35.

(A szdmoldst az olvaséra hagyjuk; a 8. fejezetben targyalt médszer adja a bizonyitast.)
Mivel Rs egyszeresen Osszefiiggd, sign(Rs) = bjgs —bg, és x(Rs) = b}s +bpg, +2. Ilymddon tehdt azt kapjuk,
hogy le55 =9 és by = 44. Az indefinit pdratlan metszési formak klasszifikdciéjabol (ldsd 1.3.1 tétel) kovetkezik,

hogy Rs metszési forméja a 9(1) @ 44(—1) forméval ekvivalens. Jelsljiik a rovidség kedvéért a 9CP>#44CP?
4-sokasigot Y-nal.

9.2.4. tétel. Az Ry sokasdg Y -nal homeomorf de nem diffeomorf 4-sokasdyg.

Bizonyitds. Rs és Y egyarant sima, kompakt, egyszeresen Osszefiiggd négysokasigok és ugyanaz a metszési
form&juk. Freedman klasszifikicids tételébdl kovetkezik tehdt, hogy homeomorfak. Ez bizonyitja a tétel elsd
felét. Tegyiik fel indirekt mdédon, hogy 1étezik egy f: Rs — Y diffeomorfizmus. Mivel b;s # by, , f sziikségképpen
irdnyitastartd, igy megtartja a Donaldson-invaridnst, vagyis

Vi (Rs) (21, 22, oy 2a) = Ve (Y)(fi(21), -5 fi(24))-

Donaldson nem-eltlinési tételébol azt kapjuk, hogy létezik k és zy, ..., 24 homoldgia-elemek, amelyekre a bal
oldal nem 0. Masrészrél Y felbonthaté X:1# X alakban tgy, hogy b}, > 0 és b} > 0; igy Donaldson eltiinési
tételébol azt kapjuk, hogy a jobb oldal mindig 0. Ellentmondasra jutottunk, amely bizonyitja a 9.2.4 tételt. O

9.2.5. feladat. Lassuk be, hogy n > 6 esetén 1étezik R,,-nel homeomorf, de nem diffeomorf sima négysokasig.

9.2.6. megjegyzés. Az R, komplex algebrai feliiletek dltaldnos tipusiak han > 5 (az 4ltaldnos tipust feliiletek
definiciéja a kovetkezd fejezetben taldlhaté meg).

9.3 Donaldson-polinom és 0sszefliggd 0sszeg

1960-ban latta be Wall [W] a kovetkezd allitast.

9.3.1. tétel. Ha X ésY két, egymdssal homeomorf kompakt, egyszeresen Gsszefliggd sima négysokasdg, akkor

létezik olyan 1 (I € N), hogy X#1(S? x S§?) diffeomorf Y #1(S? x S?)-vel. O

A Dbizonyitas a h-kobordizmus elmélet {igyes alkalmazdsan alapul, de semmilyen informéciét nem ad arra
vonatkozdlag, hogy adott esetben hany S? x S2-re van sziikség. Az azéta eltelt tobb mint 30 év alatt sem
sikeriilt megcafolni vagy bebizonyitani a kovetkezd kézenfekvo sejtést:

9.3.2. sejtés. Ha X ésY két, egqymdssal homeomorf sima, kompakt, egyszeresen dsszefiiggd négysokasdyg, akkor
X#8? x S%2és YH#52 x S? diffeomorf, vagyis | = 1 mindig elég.

Sajnos a Donaldson elmélet cs6d6t mond ennél a probléméngl. Nézziik meg mi ennek az oka!

Tegyiik fel, hogy taldltunk egy reményteli ellenpéldét és szeretnénk beldtni a Donaldson-polinom segitségével,
hogy X #52 x §2 és Y#52 x 52 nem diffeomorf. Ahhoz viszont, hogy a Donaldson-polinomot értelmezni tudjuk,
sziikséges hogy b} £52x52 2 3 és paratlan legyen. Mivel b;rzx g2 =1, igy b} > ( trividlisan teljesiil, igy Donald-
son eltiinési tételébdl kdvetkezik, hogy X #52% x S2 és Y#S5? x S? 6sszes Donaldson-polinomja eltiinik. Vagyis
a Donaldson-polinom nem elég érzékeny invarians ahhoz, hogy a reményteli ellenpéldakat megkiilonboztesse.

9.3.3. megjegyzés. Fintushel és Stern kifejlesztett egy komplikaltabb, igynevezett 2-torziés Donaldson-invarianst
[FS2], de egyenlbre még ezzel az 1j eszkozzel sem sikeriilt a fenti sejtést megcafolni.
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Egy maésik kemény dié a négydimenzids, sima Poincaré-sejtés.
9.3.4. sejtés. Ha az M sima négysokasdg homeomorf S*-gyel, akkor diffeomorf is vele.

Erre a sejtésre tobb reményteli ellenpélda is ismert, de egyenlore egyikrdl sem tudtdk bebizonyitani, hogy
valéban nem diffeomorf S*-gyel. Vegyiik észre, hogy sem S*-re sem M-re nem definidlhaté a Donaldson-polinom,
hiszen b; = bL = 0. S6t a Donaldson-polinom érzéketlen arra is, ha egy lehetséges ellenpéldat hozzdadunk egy
masik sima négysokasdghoz. Hadd illusztréljuk ezt a legegyszeriibb esetben, a 0-dimenziés SO(3) Donaldson-
invarians esetében.

Tegyiik fel tehét, hogy X-re definidlhaté a Donaldson-invaridns és legyen P egy megfelel6 SO(3)-nyaldb X
felett. A H2(X, Zy) = H2(X#M, Z,) természetes izomorfizmust alkalmazva egy olyan P' — X#M nyaldbot

definidlhatunk, melyre p; (P') = p1(P) és w2 (P') = wa(P).

9.3.5. allitas. A megfeleld Donaldson-invaridnsokra yx p = Yx#M,p'-

Bizonyitds (vdzlat). Akércsak korabban, vegyiink egy olyan (X#M,g,) metrika-sorozatot, mely S® mentén
széthizza X-et és M-et. Beldthat6, hogy a hatérértékként kapott (A, B) ASD konnexidk kozil A € Mx p,
B pedig a trividlis konnexié M-en. A ragasztédsi tételbdl kovetkezik, hogy elég nagy n-re Mx p diffeomorf
Mxu1,p(gn)-nel. Tehdt yx, p = yxxm,p', vagyis ilyen médszerrel nem tudjuk M-et S*-t8l megkiilénboztetni.

|

Lattuk tehat, hogy amig S? x §2 vagy CIP? hozzdad4sa a Donaldson-invaridnst trividliss4 teszi, addig egy
S* _gyel homeomorf sima négysokasig hozzdadasa azt nem valtoztatja meg. Vizsgaljuk meg végiil CIP2 hozzs-
addsdnak hatdsat! Mivel b@ = 0, igy nem haszndlhatjuk az eltiinési tételt.

9.3.6. allitds. Tegyiik fel hogy X -re definidlhaté a Donaldson-polinom. Legyen z1,...,2q € Ho(X,7Z) és jelilje
2; képét Ho(X#CIP2,Z)-ben y;. Ekkor

Yk (X) (21, -5 2a) = V(X H#CP?) (1, ..., Ya)-
O

A bizonyités a 9.3.5 éllitdsban szereplé gondolatmenethez hasonlé (ldsd [FM1]).

Legyen Rs és Y a 9.2.4 tételben szerepld két sokasdg. A fenti allitdsbdl azt kapjuk, hogy Rg,#lWﬁ
létezik nem trividlis Donaldson-polinomja. Mésfeldl az eltiinési tételbdl tovabbra is kévetkezik, hogy Y #ICIP2
minden Donaldson-polinomja 0. Tehat:

9.3.7. tétel. Tetszbleges | > 0-ra Ry #ICP? és Y #ICIP?2 homeomorf, de nem diffeomorf 4-sokasdgok. O
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10. fejezet

Elliptikus feliletek

10.1 Komplex feliilletek

Ebben a fejezetben egyszeresen Osszefliggd kompakt komplex feliiletek (tehdt valés 4-dimenzids sokasagok)
osztalyozdsanak négy szintjét — homotopikus ekvivalencia, homeomorfizmus, diffeomorfizmus és deformécié-
ekvivalencia — fogjuk 6sszehasonlitani. Freedman nevezetes tétele szerint a homotopikus ekvivalencia erejéig
egyforma feliiletek mar homeomorfak is, igy a homotopikus és topologikus osztdlyozas k6zott semmi kiilonbség
nincs. A sima (C™) osztdlyozds azonban mér lényegesen el fog térni a fent emlitett kett6t6l, de még mindig
nem haszndlja a komplex struktira létezését.

10.1.1. definicié. Az S, S» kompakt komplex feliiletek egymdsba deformdalhaték (deformdcié-ekvivalensek),
ha léteznek S, T Osszefiiggd komplex sokasdgok és egy m: S — T holomorf leképezés, hogy valamely ¢1,ts € T-re
S; biholomorfan ekvivalens 7= (t;)-vel (i = 1,2).

10.1.2. megjegyzés. Konnyen belathatd, hogy egymasba deformalhaté felilletek diffeomorfak is, tehat a de-
formécié-ekvivalencia erejéig torténd osztalyozds finomabb a sima (C'*°) osztélyozasnal.

El6szor a feliiletek deformdcié-ekvivalencia erejéig torténé osztalyozasaval fogunk — vazlatosan — megis-
merkedni.

10.1.3. definicié. Egy feliilet minimélis, ha nem allithatd elé mint egy masik feliilet felfiujtja. Egy S egyszere-
sen Osszefiiggd kompakt komplex feliilet raciondlis, ha koordindtagytriije megegyezik CP? koordinatagytirijével.

Feliiletek Kodaira-Enriques klasszifikacidja szerint
10.1.4. tétel. Egy minimdlis egyszeresen Osszefliggd kompakt komplex feliilet
e (a) raciondlis,
o (b) elliptikus vagy
e (c) dltaldnos tipusi.

A raciondlis feliiletek elmélete egyszerii, itt a feliiletek pontosan akkor deformdlhaték egymésba, ha homo-
topikusan ekvivalensek. Ezekre a feliiletekre tehat a négyféle osztédlyozas megegyezik. (Valdjdban egy minimadlis,
egyszeresen Osszefiiggd, racionalis feliilet vagy CP2-vel, vagy S2? x S2-vel, vagy CIP? #CP2-tal diffeomorf.) Az
altalanos tipusu feliiletek definicidja nem til sokatmondd, ide soroljuk azokat, melyek nem raciondlisak vagy
elliptikusok (az elliptikusok definicidjaval a kivetkezd részben részletesen foglalkozunk). Bér ez a definicié
nem tiinik haszndlhat6nak, és a deformécié-ekvivalencia erejéig torténd osztlyozas sincs kész (az ilyen irdnyd
kutatasokat “térképezés” vagy “botanika” névvel illetik), dltaldnos tipusi feliiletekrdl egy nagyon erds tételt
bizonyitott be Gieseker:
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10.1.5. tétel. ([Gi]) Adott homotdpia-tipusban dltaldnos tipusi felileteknek csak véges sok kulonbozd deformdcid-
tipusa van. O

Hasonlé tétel elliptikus feliiletekre — mint 1atni fogjuk — nem igaz.

10.2 Elliptikus feliiletek

10.2.1. definicié. Egy S egyszeresen Osszefiiggd kompakt komplex feliilet elliptikus, ha létezik egy olyan
m:8 — CP" holomorf leképezés, hogy &ltalénos t € CP'-re w1 (t) egy sima elliptikus gérbe (igy a T? térusszal
diffeomorf).

Az elliptikus feliiletek deformécié-tipusaira Kodaira adott leirdst a 60-as években, el6szor evvel ismerkediink
meg. Zarasként a sima osztilyozasban elért legijabb eredményeket soroljuk majd fel.

10.2.2. tétel. Megadhats komplez feliileteknek egy olyan

{E(n)p,q | N0, €N, (p,q) =1}

csalddja, melyre igaz az, hogy minden S minimdlis egyszeresen Gsszefliggd elliptikus felilet a csaldd valamely
tagjdba deformdlhatd. n > 2 esetén a kilonbézé {p,q} pdrokhoz tartozd feliletek nem deformdlhatdk egymdsba.
E(1)p1 és E(1)1,1 deformdcid-ekvivalens, de barmely két E(1), 4 kilonbozd, ha p,q > 1.

A csaldd konstrukciéja a kovetkezé médon torténik. (C]P)Z#QW -at elliptikus feliiletté tehetjiik: legyen
Fy, F, két altalanos helyzetli, p;, poo homogén harmadrendii polinommal definidlt gérbe CP?-ben. Vegyiik a
{pe = top1 + t1Poo | t = [to : t1] € CP'} polinomokkal definislt F = {F; = p;*(0) | t = [to : t1] € CP'}
gorbecsaladot. Mivel Fy és Fu, altaldnos helyzetii (tehdt Fy N Fu 9 pontbdl 4ll), az {F; | t € CP'} gérbecsalsd
CP? \ (F1 N F) egyrétii fedését adja, és barmely két gérbe Fi N Fo-ben transzverzélisan metszi egymdst. A
m:CP? \ (Fy N Fs) — CP' fiiggvény értéke p € CP? \ (Fy N Fy)-re legyen az a t € CP' paraméter, melyre
p € F;. F1 N Fy, 9 pontjat felfijva (CIP’2#9(CIP’2 -ra is kiterjed a fenti 7 fiiggvény, és konnyen lathatd, hogy igy
egy elliptikus struktirat kaptunk CP2#9CP2-on. Nevezziik ezt F(1)-nek.

10.2.3. megjegyzés. Az algebrai geometridban ismeretes felftjas differencidltopoldgiai szemszogb6l CIP2-tal
valé Osszefliggd unidt (#) jelent.

E(1)-bél egy egyszeril operacié — a fibrum-sszeg — segitségével kapjuk meg E(n)-t (ami E(n),,; roviditése).
Legyen m;: S; — CP" elliptikus feliilet, t; € CP' pedig olyan pont, melynek kis A; C CP' kérnyezetében a
mm Y(A;) — A; fibrdlds a A; x T? — A; projekciéval egyezik meg (i = 1,2). S; \ 7 '(A;) tehédt egy
T? 3-térusz peremii sokasdg. A hatérolé 3-téruszok mentén S; \ w7 ' (A1) és S \ w5 ' (A2) egy fibrumtarté
leképezéssel 6sszeragaszthatd dgy, hogy a kapott — Sy # Sa-vel jelolt — feliiletre nemcsak a fibrdlds, hanem a
komplex struktira is természetesen kiterjed (a 7} 1(A;) = A; nyaldbok egy holomorf trivializéciéjat alapul véve
vélasszuk az f = idg2 x p: T® — T3 irdnyitasfordité ragasztéleképezést, ahol p: ST — S! a komplex konjugalds).
Ezzel tehat egy Si1# 45> komplex feliiletet kaptunk, melynek komplex struktirdja ugyan fiigg a valasztasoktdl
(a t; pontok, A; kornyezetek, a trivializdcidk), a deformécié-ekvivalencia osztély azonban mar nem. Legyen
tehdt E(n) = E(n — 1)#¢E(1).

A 10.2.2 tételbeli csalad konstrukcidjdhoz a logaritmikus transzformdcidval kell még megismerkedniink, ennek
elszor egy C*® véltozatdt ismertetjiik. (Ez a megadds nem mutatja, hogy az eredményiil kapott felillet kano-
nikus komplex struktirdt hordoz.) Ezutdn nagyon vézlatosan az eredeti — algebrai geometriai — definici6t
is ismertetni fogjuk (lasd [FM1], [GH]). Legyen tehat ismét 7: S — CP' elliptikus feliilet, 7 (t) pedig egy
reguldris fibrum. Hagyjuk ki S-b6l a m~1(A) = D? x T? fibrumkdérnyezetet, majd ragasszuk vissza T2 egy f
diffeomorfizmuséval. Ilymédon egy Sy = (S \ D? x T?) Uy D? x T? sokasdgot kapunk. f izotépia-osztdlyat egy
GL(3;7Z)-belielem (az f.: Hy(T3;Z) — Hy(T3;Z) indukalt homomorfizmus méatrixa) hatdrozza meg. Gompf [G]
azonban beldtta, hogy S diffeomorfizmus-osztdlyaennek a métrixnak csak egyetlen elemétdl (a T = fibrumx S*
felirasban a jobb als6tél) fiigg, ami pedig pozitivnak vélaszthaté. Tehéat diffeomorfizmus erejéig Sy egyetlen
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p € N szdmtdl fiigg, a tovabbiakban ezért a kapott sokasdgot S,-vel fogjuk jelolni. A fenti eljardst az E(n)
felilletekre k-szor alkalmazva E(n),, ... p, sokasdgokat kapunk. Van Kampen tételének alkalmazasaval beldthato,
hogy E(n)p,,....p. €gyszeresen Osszefiiggd ha k < 2 és (p1,p2) = 1. Ilymddon tehdt — a fibrum Osszeget és a
logaritmikus transzforméciét E(1)-re ismételten alkalmazva — megkaptuk az {E(n)pq} csalddot. A p =1
eset annak felel meg, amikor f =id, vagyis nem tortént semmi. Ilyen esetben a p multiplicitdst nem irjuk ki,
példiul E(n) = E(n)q,1. Nézziik meg végiil, hogyan lehet a p € N multiplicitdsi logaritmikus transzformdaciét
a komplex kategéridban elvégezni.

Vegyilk ¢t € CP' egy A, {z € C | |2| < 1}-gyel izomorf kirnyezetét. Legyen a egy holomorf szelése
a m:71(A) = A nyaldbnak. Mivel minden fibrum egy elliptikus gorbe, az a(z) (z € A) pontot mint origét
rogzitve C, = m~1(2) egyértelmii csoportstruktiirdval I4thaté el. A p-edrendii elemek halmaza A-nak egy fedését
adja, vegylik ennek egy dgat (ilymdédon egy olyan 8 holomorf szelést definidltunk, melyre 8(z) p-edrendi).
Hizzuk vissza a 7~ (A) nyaldbot a p: A — A ¢(z) = 2P leképezés mentén, vagyis vegyiik a

S = {(w,r) € A x 77 1(A) | 7(r) = wP} C A x 7 1(A)

halmazt. Tehdt ¥ — A elliptikus fibrélds, valamint az e "w € A feletti fibrumok 7~ (wP)-vel kanonikusan

azonositva vannak. A (w,r) — (e%w,r) (nem szabad) hatéssal faktorizdlva 7—1(A) — A-t kapnank vissza.
Hasson azonban a Z,, csoport szabadon ¥-n a

o(w,r) = (e w,r + B(wP))

fiiggvény altal generalt médon (emlékezziink arra, hogy B(w?) a Cyr gorbe egy kijelolt p-edrendii eleme). Evvel
a hatdssal faktorizalva egy ¥:X; — A elliptikus fibraldst kapunk. Konnyen lathaté, hogy a hatds w # O-ra
kiilonboz6 fibrumokat azonosit, igy 1~ (A \ {0}) és 7=1(A \ {0}) koz6tt izomorfizmus adhaté meg példdul a

1
—1 P
(w,7) = 7+ (5. logw)B(u)
fiiggvénnyel. E fiiggvényt hasznédlva ragasszuk m—1(A) helyére 9:3; — A-t, az igy kapott feliletet pedig
nevezzilkk Sp-nek. A ¥-n definidlt Z, hatds definici6jabdl latszik, hogy ha w-vel 0 felé tartunk, a C,, fibrum a
Co fibrumnak egy p-szeres fedését adja.

10.2.4. allitas. (a) Ha n pdratlan, akkor E(n),,, és E(n) homeomorfak.
(b) Han pdros, akkor E(n),q és E(n)y o pontosan akkor homeomorfok, ha pg = p'q’  (mod 2). O

10.2.5. megjegyzés. Konnyen ldthatd, hogy ba(E(n)p,q) = 12n— 2, b (E(n)p,q) = 2n — 1 és sign(E(n)pq) =
—8n, igy a metszetforma paritdsa donti el E(n),,, homeomorfizmus-osztalydt. E(n)p,, pedig pontosan akkor
spin, ha n pdaros és pq paratlan.

Tehat ha egy homotopikus ekvivalencia-osztalyban van elliptikus feliilet, rogton végtelen sok egymdasba nem
deformdlhaté is taldlhaté. Kézenfekvd kérdés, hogy ezek a feliiletek diffeomorfak-e vagy sem. Erre a kérdésre
ad — az n = 1 esetet leszdmitva teljes — valaszt a kovetkez6 tétel.

10.2.6. tétel. Tegyik fel, hogy n > 2 wvalamint E(n)pg és E(n)y g diffeomorfak. Ekkor {p,q} = {p',q¢'},
vagyis E(n)p,q és E(n)p o deformdcid-ekvivalensek.

10.2.7. megjegyzés. Tehdt n > 2 esetén elliptikus feliiletekre a deformdcié-ekvivalencia erejéig torténd osz-
talyozds megegyzezik a sima osztilyozdassal.

A fenti tétel bizonyitdsa gy torténik, hogy az E(n)p, 4 sokasdg Donaldson-polinomjénak részleges kiszdmol4-
sdval megmutatjuk, hogy a {p, ¢} par a sokasig sima invaridnsa. Ebbdl a tétel mar adédik. A pontos eredmény
kimondésdhoz némi el6készitésre van sziikségiink.
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10.2.8. definicié. Legyenek Q1 és Q2 szimmetrikus d;- illetve dp-foku fiiggvények Hy(E(n), 5 Z)-n. Ekkor
Q1 és Q2 szimmetrikus szorzatit, a Q1Q2 di + da-fokl szimmetrikus fiiggvényt a kovetkez6 formula definidlja:
Q1Q2(-'L'1; ey $d1+d2) =

1

W Z Ql(za(l)a L) wa’(dl)) ) Q2 (ma'(dl—i-l)a () wa’(dl—i-dz))'

0€Sdy+dy
E definicié ad értelmet a kdvetkez6 allitadsban szerepld Q¢x? 2 kifejezéseknek:

10.2.9. allitas. ([FM1]) Az E(n)p,q elliptikus felilet v, Donaldson-polinomja

(4]
Yk (E(")p,q) = Z Cz’Qz"ﬂd_zz
1=0

alakt, ahol d = 4k —3n, Q az E(n), , metszési formdja, k € H2(E(n),,q; Z) pedig a fibrum Poincaré-dudlisdénak
;—q—szorosa. O

10.2.10. megjegyzés. Mivel v, diffeomorfizmus-invaridns, E(n)py, — E(n)p,, megfelelden sok diffeomorfiz-
musdnak taldlasdval bizonyithatd be, hogy elliptikus felilletekre «y ilyen specidlis alaka.

10.2.11. tétel. Legyen n > 2 és k = 3n — 1 (ekkor d = 9n —4). A v(E(n)p,e) Donaldson-polinom c;
egyitthatdinak értéke

(a) ci=0hai>4n—1,
(b) can-1=Clpa)"™" (C = wliGiy), és

(c) can—2="C'"(pg)" " (np*¢® — (p*> +¢%) (C' = Wﬁﬁiﬂ,z).) O

Mivel a c; egyiithaték sima invaridnsai a szébanforgé 4-sokasignak, (b)-bél pg, (c)-bédl pedig p?> + ¢* in-
variancidja adédik, ez pedig bizonyitja a 10.2.6 tételt. A 10.2.11 tétel bizonyitdsdnak leirdsa messze tilmutat
jegyzetiink keretein, igy csak néhany megjegyzést fiiziink az elmondottakhoz.

10.2.12. megjegyzések. e Vegyiik észre, hogy tételiink nem szdl az n = 1 esetrdl. Ekkor ugyanis b*(E(1),,,) =
1, igy a Donaldson-polinom definiciéjdban nem tudjuk a metrikdtol valé fiiggetlenséget beldtni. Friedman
és Morgan bebizonyitotta [FM2], hogy (p?q®> — p*> — ¢*> — 1) az E(1), 4 sokasignak sima invaridnsa. ¢ = 1
esetén ez az invaridns nem kiillonbozteti meg E(1)-et és E(1),-t; mint méar emlitettiik, ezek a feliiletek
egymasba deformélhatdk.

e (a) és (b) bizonyitdsa [FM1]-ben és [SSz]-ben taldlhaté meg. (c)-t n = 2 esetre Morgan és O’Grady [MO]
bizonyitotta, az dltaldnos eset bizonyitdsa [MM1]-ben és [SSz]-ben taldlhat6 meg.
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