NEGYDIMENZIOS SOKASAGOK TOPOLOGIAJA — ATTEKINTES

STIPSICZ ANDRAS

Topologikus terek legkézenfekvébb nemtrividlis példdit adjdk a (topologikus és sima)
sokasdgok. Definicidjuk szerint ezek a terek lokélisan (minden pont egy kis kdrnyezetében)
olyanok mint valamilyen R" euklideszi tér. Az ilyen topologikus tereknek a matematika
més agaiban (és a fizikdban) jatszott fontos szerepiik miatt természetes igény meriilt fel
osztalyozasukra. Poincaré mintegy 100 évvel ezel6tt irott munkdiban mar felvetédott az
osztalyozas kérdése — lasd pl. a Poincarénak tulajdonitott sejtést egyszeresen Osszefiiggod 3-
sokasagokrdl (1.14 megjegyzés).

Természetesnek tind elvaras volt, hogy a sokasdgon értelmezett kiilonbozo differ-
encidlhatésagi struktirdk (1d. 1.2 definicié) kozti megkiilonboztetés a lényeget nem érinti,
igy célként kitiizhetének tiint a topologikus sokasdgok teljes invaridnsrendszerének (pl. ho-
motdpia- és homolégia-csoportok, stb.) megtaldldsa majd annak beldtasa, hogy differencidlhaté
strukturdk az igy meghatdrozott topologikus sokasdgokon mar egyértelmiien 1éteznek. 1- és 2-
dimenzids sokasagokra a program konnyen keresztiilvihetének bizonyult, és 3-dimenziéban is
biztatéan alakult (1d. példdul az 1.9 tételt). Milnor 1956-ban megjelent cikke [M1] azon-
ban magasabb dimenziékban eloszlatta ezeket a varakozdsokat: Hirzebruch egy eredményére
alapozva Milnor olyan X sima 7-sokasagot konstrudlt mely homeomorf, de nem diffeomorf
az ST T-dimenziés gombfeliilettel. A ’60-as években Smale [S] (a h-kobordizmus tétel bebi-
zonyitasaval) megvetette a négynél magasabb dimenziés sokasdgok osztélyozasanak alapjait. A
talalt eredmények szerint ezekben a dimenziékban a sokasdgok topoldgiai/differencidltopolégiai
tulajdonsdgai dontéen azok algebrai topolGgiai invaridnsaitél (homotépia- ill. (ko)homolégia-
csoportok, karakterisztikus osztéalyok) fiiggenek; lasd az 1.2 fejezetet. A kimaradé n = 3,4 di-
menzidk tul “kicsik” voltak ahhoz, hogy Smale bizonyitasanak egyik alapkove, az Gin. “Whitney
triikk” elvégezhetd legyen. A ’70-es évek kozepén Thurston hires sejtése formdjdban fogalmazta
meg a 3-dimenzids sokasdgok osztalyozdsdnak egy lehetséges megkozelitését. (Errél a sejtésrol
a késébbiekben — vézlatosan — még lesz sz4.) Eszerint n = 3-ra a sokasig tulajdonsigai
dontéen annak geometriai tulajdonsagaitol fiiggnek.

A 4-dimenzids sokasagok elméletében Freedman és Donaldson '82-es eredményei hoztak donto
attorést. FEgy meglehetosen bonyolult konstrukcié segitségével Freedman beldtta azt, hogy
a Whitney triikkk topologikusan 4-dimenziéban is elvégezhet6, amibél mér a (topologikus) h-
kobordizmus tétel illetve (egyszeresen Osszefiiggs) topologikus 4-sokasagok osztédlyozasa adédott
(1asd 2.3 tételt). Egy, a sokasag differencidlgeometriai tulajdonsagain alapulé differencidloperator
megoldésait vizsgalva Donaldson sima struktira létezésének 1j akaddlyat, kés6bb pedig sima
struktirdk (a kordbbiakndl 1ényegesen érzékenyebb) invaridnsat taldlta meg. 1994-ben ezeket az
invaridnsokat valtottak fel a Seiberg és Witten altal definidlt — fizikai megfontoldsokon alapulé
— Un. Seiberg- Witten invaridnsok. Ezen eredmények altal lehetové valt szamos topologikus
4-sokasdgon végtelen sok (nem-diffeomorf) sima struktiira, illetve kontinuum sok R*-gyel home-

omorf de vele nem-diffeomorf sima sokasdg (in. egzotikus R*) létezésének bizonyitdsa. Sima
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4-sokasagok osztdlyozdsa azonban még sejtés formdjaban sem ismert. Bizonyos alosztdlyok
(pl. komplex feliiletek vagy szimplektikus 4-sokasdgok) tulajdonsigainak megértésében komoly
elérelépések torténtek a kozelmultban, a teljes valasz megtaldldsa azonban reménytelenebbnek
tlinik mint valaha.

Ebben a rovid attekintésben (az n # 4 dimenzidkban elért f&bb eredmények felvillantdsa
utdn) a sima 4-sokasigok elméletében a koézelmiltban elért legfontosabb eredményeket, il-
letve a kutatokat napjainkban leginkabb foglalkoztaté kérdéseket szeretnénk bemutatni. A
kiilonb6z6 témakorokben elmélyedni kivand olvasé figyelmébe ajanljuk Freedman és Quinn
[FQ] topologikus, Donaldson és Kronheimer [DK]| sima, Friedman és Morgan [FM] komplex
valamint McDuff és Salamon [MdS| szimplektikus 4-sokasdgokrdl sz6l6 konyvét. Morgan rovid
jegyzete [Mrl] a Seiberg-Witten elméletbe nyijt bepillantdst, mig Gompf és a szerz6 kotete
[GS] t6bb, e cikkben érintett kérdést vizsgal nagyobb alapossiggal és ad tovdbbi referencidkat.

1. SOKASAGOK

ElSljaréban tisztazni szeretnénk azokat az objektumokat (és leképezéseket) amikkel a tovab-
biakban dolgozni fogunk. Egy X topologikus teret sokasdgnak neveziink ha minden pontjanak
van valamely R” egy nyilt részhalmazaval homeomorf kornyezete. Vagyis minden p € X pontra
létezik egy U C X, p-t tartalmazé nyilt halmaz és egy ¢y : U — V' C R* homeomorfizmus. (Az
(U, o) part egy p koriili térképnek is nevezik.) Fel szokds tenni tovabba, hogy X szepardbilis
Hausdorff tér. A tovdbbiakban (az egyszeriiség kedvéért) mi azt is fel fogjuk tenni, hogy X
kompakt, igy jobbara csak kompakt sokasdgokrol fogunk beszélni. X komponenseit kiilon-kiilon
vizsgdlva feltehetd az is, hogy X &sszefiiggd. (Egy nevezetes tétel szerint Gsszefiiggd sokasigra
a definiciéban szereplé R"-beli n allandé, ilyenkor n-dimenzids sokasagrél beszéliink.)

1.1. megjegyzés. Egy X topologikus teret peremes sokasdgnak hivunk ha minden pontjanak
az R} = {(21,...,2n) €R" | 2, > 0} fels6 féltér egy nyilt részével van homeomorf kérnyezete.
Azon pontok halmaza, melyek a térképezések sordn az {(z1,...,z,) € R* | 2, = 0} C R}
altérre képzodnek, alkotjak X hatdrdt; ezt a tovabbiakban 0.X -szel jeloljiik. Konnyen beldthato,
hogy egy X n-dimenzids peremes sokasidg 0X hatdra egy (hatdr nélkiili) (n — 1)-dimenzids
sokasdg. Amennyiben X kompakt és perem nélkiili (tehdt 0X = ), igy X-et zdrt sokasdgnak
nevezik.

Konnyen lathat6, hogy (az U kdrnyezet és ¢y esetleges valtoztatdsdval) a definiciéban sz-
erepld V-rél feltehetd, hogy R" egységgombjével egyenld. Ilymddon egy sokasdg megadasahoz
azt kell pusztan megérteniink, hogy a kiilonb6z6 pontok koriili egységgombok hogyan vannak
osszeragasztva. Egy (U,, o), (Us, pg) térképparra képezheté a ¢, o gpgl = gog: Va N V3 —
Va N Vg kompozici6, mely tehat R* egy nyilt részérdl képez onmagéra. Ezeket a fliggvényeket
dattérési figgvényeknek hivjuk. Sokasdgok feltérképezése tehat nem is tlinik nehéznek: pusztin
az attérési fliggvények rendszerét kell megérteniink. FEzeket a fliggvényeket azonban nehézkes
megadni, igy Osszehasonlitani is — még nehezebbnek tlinik annak eldontése, hogy két rendszer
mikor hatdroz meg homeomorf topologikus teret, tehat homeomorf sokasagot.

Az osztalyozas kérdése tovabb finomithaté ugy, hogy az attérési fliggvények rendszerére
feltételeket szabunk.
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1.2. definici6é. Egy X topologikus tér (n-dimenzids) C”-sokasdg, ha létezik térképek olyan
{(Us, o)} rendszere, hogy | JU, = X és a g.p attérési fiiggvények r-szer folytonosan differ-
encidlhaték. r» = 0-ra a sokasdgot topologikus sokasdgnak, r = oo esetén pedig sima sokasdgnak
nevezziikk. (Amennyiben az attérési fliggvények analitikusak, gy X-et C*, masképp valds
analitikus sokasdgnak hivjuk.)

1.3. megjegyzés. Paros n = 2m esetén R" a C™ m-dimenziés komplex térrel azonosithato;
amennyiben talalhato olyan térképrendszer, hogy az attérési fliggvények holomorfak, igy X-et
(evvel a térkép-rendszerrel ellatott) komplex (vagy komplex analitikus) sokasdgnak hivjuk. Ha
az attérési fiiggvények valéjaban komplex polinomok, akkor X egy algebrai sokasiag. Ez utobbi
fogalmakkal csak késébbi fejezetekben fogunk (érintélegesen) foglalkozni.

Két C"-sokasdgot azonosnak (vagy C"-diffeomorfnak) tekintiink, ha létezik kozottiik egy
olyan homeomorfizmus, mely a térképeken C"-leképezés. Vegyiik észre, hogy r > 0 esetén egy
C"-sokasdgon értelmezett valds értéki fiiggvényrol eldonthetd, hogy differencidlhaté-e (a lanc-
szabdly szerint ez a tulajdonsdg nem fligg a valasztott térképtdl), a derivélt értéke azonban a
valasztott térképtdl is fiigghet, ilymoddon egy fiiggvény derivaltja nem lesz a sokasdgon definialt
fliggvény. A sokasdgok osztalyozasiara korabban feltett kérdésiinket tehat igy finomithatjuk:
Soroljuk fel az Gsszes n-dimenziés (zért) topologikus sokasdgot és mindegyikre dontsiik el,
ellithaté-e C'-struktirdval, és ha igen, hdny kiilonbozé (nem C*-diffeomorf) struktirat hordoz.
Ezeken a C'-sokasigokon vizsgaljuk meg a kiilonbozé C2-strukturak 1étét, és igy tovabb. Elsé
latasra a kérdés tulsdgosan bonyolultnak latszik, a kovetkezd tétel azonban javit a képen:

1.4. tétel. Legyen X adott C"-sokasdg és tegyik fel, hogy r > 0. FEkkor minden s > r
esetén (s = oo-t, s6t w-t is beleértve) létezik a C"-struktirdt definidld térképrendszernek egy
olyan részrendszere, mely X -en C*-struktirdt definidl. Az ilymddon kapott C®-struktira (C*°-
diffeomorfizmus erejéig) egyértelmdi. O

A tétel szerint tehat pusztan a topologikus sokasagokat kell felsoroljuk, majd mindegyik mellé
azt kell feljegyezziik, hogy hordoz-e sima struktirat (és ha igen, hdny nem-diffeomorfat). A
tovabbiakban a fenti kérdésnek n = 4 esetére adott (részleges) valaszat szeretnénk ismertetni
— ahhoz azonban, hogy a 4-dimenziés eset furcsasagait megértsiik, réviden at kell tekinteniink
a mas dimenzidkban eddig elért eredményeket. Miel6tt ezt elkezdenénk, meg kell azonban
ismerkedniink két alapveto definicidval.

1.5. definicié. Egy (X, 0X) (esetleg peremes) n-dimenzids (topologikus) sokasigot irdnyithatd
sokasdgnak neveziink, ha H,(X,0X;Z) = Z. A fenti (X,0X) egy irdnyitdsit H,(X,0X;Z)
egy generatoranak rogzitésével adjuk meg. (A vélasztott generdtort [X|-szel jeloljiik, és az
irdnyitott sokasig fundamentdlis osztdlydnak nevezzik.) A —[X| € H,(X,0X;Z) generétor
rogzitésével fordithatjuk meg egy adott (irdnyitott) X sokasdg irdnyitdsit; a kapott irdnyitott
sokasdgot ilyenkor X-szel szokds jeldlni.

1.6. megjegyzés. Egy vektortér irdnyitasan dltaldban egy bazisdban a vektorok sorrendjének
(paros permutdcié erejéig torténd) rogzitését értjiik. Egy sima sokasdg irdnyitdsat pedig gy
szokds megadni, hogy minden pont érint6terét (a fenti értelemben) irdnyitjuk, és feltessziik,
hogy kozeli pontokan az irdnyitdsok kompatibilisek. Nem t1l nehéz érvelés (lasd pl. [MS]) mu-
tatja, hogy ez a fogalom és a fenti definici6 val6jaban ekvivalensek. Tovabbi érvelésiinkben mi a
fenti definiciéban leirt megkozelitést fogjuk alkalmazni; vegyiik észre, hogy az a C° (topologikus)
esetben is alkalmazhatd, (mig az érint6tér 1étezéséhez a sokasag simasdgat szitkséges feltételezni).
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Legyen most X iranyitott n-dimenziés sima sokasag, Yi, Yo pedig egymast transzverzdlisan
metsz6 k- és (n — k)-dimenzids bedgyazott, zart, irdnyitott részsokasdgok X-ben. Ekkor egy
p € Y1 NY, metszéspontban T,Y; egy pozitiv bazisat T,Y, egy pozitiv bazisdval osszefiizve
T, X egy bazisat kapjuk; p pozitiv metszéspont ha ez a bdzis pozitiv, és negativ egyébként. A
metszéspontok eléjeleit dsszeadva Y] és Yy algebrai metszésszamdt, Y:-Yo-t kapjuk meg. (Az YiN
Y, halmaz elemszamat a két részsokasig geometriai metszésszamdnak nevezziik.) Vegyiik észre,
hogy Y; - Y, és Y5 - Y] nem feltétleniil egyenlo: k és n paritasatdl fiiggoen elgjeliik kiilonbozhet.

1.1. Alacsony dimenzidk. Aranylag egyszerii feladat belatni azt, hogy egyetlen 1-dimenzios
(zért, oOsszefiiggd) topologikus sokasdg létezik, mely az S' = {z € C | |z| = 1} korvonallal
homeomorf. Ez a sokasig egyértelmiien lathaté el sima struktiraval; a megfelelo térképek
megtalalasat az olvasora bizzuk. A zart 2-dimenziés feliiletek leirdsa a topoldgia egy klassszikus-
nak szamito fejezete. Szoritkozzunk most arra az esetre, amikor a sokasagrol feltessziik, hogy
iranyithato.

1.7. tétel. Tegyik fel, hogy X eqy zdrt, dsszefiggd, irdnyithato topologikus 2-sokasdg. FEkkor
X wvalamilyen g > 0-ra a g nemd X, Riemann felilettel homeomorf (ldsd az 1. dbrdt). Minden
fenti sokasdg egyértelmiien ldthato el sima struktirdval. O

(A 3, Riemann feliiletek valdjaban komplex analitikus, s6t algebrai struktiraval is ellathatdk.)
Vegyiik észre, hogy ¥, valjidban g darab ¥; = S' x S' = T? téruszbdl rakhaté ossze a

O Y g

ABRA 1. Riemann feliiletek
kovetkezo, dsszefiiggd osszeg nevii operacio segitségével.

1.8. definicié. Legyenek X, Xy n-dimenziés sokasdgok és ¢;: D" — X; (i = 1,2) az n-
dimenziés D™ goly6 bedgyazasai. Ekkor az X; — ¢ (int D™) U Xy — @o(int D™)/ ~ faktort (ahol
01(x) ~ @o(x) minden x € OD™) az X; és X, Osszefiiggd Osszegének nevezziik és X;# Xo-vel
jeloljiik. (Beldthatd, hogy Osszefiiggd CT-sokasdgok esetén az Osszefiiggd Osszeg egyértelmiien
lathaté el C"-struktiraval.)



NEGYDIMENZIOS SOKASAGOK TOPOLOGIAJA — ATTEKINTES 5

Konnyen lathatd, hogy Y #X, = Xgip, {gy tehdt X, = #g¢%; (ahol #0X; jelentse az S?
gombfeliiletet). Osszegezve tehat, minden (zart, iranyithaté) 2-dimenziés sokasig S'-bél és
S2-bél épithetd fel a direkt szorzat és az Osszefiiggd osszeg alkalmazdsdval.

Térjiink rd most a 3-dimenziés eset targyalasara. A kovetkezO tétel szerint ebben a di-
menziéban (hasonléan az 1- ill. 2-dimenziéban latottakhoz) nem kell a topologikus és sima eset
kozott kiilonbséget tenni, hiszen

1.9. tétel. ([Mo]) Minden irdnyitott, zdrt topologikus 3-sokasdg egyértelmien ldithatd el sima
struktirdval. O

1.10. definicié. e Egy M 3-sokasdg prim ha minden M = M;# M, Gsszefiiggé Osszegre
bontds esetén M, vagy M, az S® gombfeliilettel azonosithaté. M irreducibilis, ha nem
tartalmaz olyan bedgyazott S%-t, mely M-et két részre bontja. (Konnyen beldthat6, hogy
egy prim 3-sokasdg vagy irreducibilis vagy S* x S2-vel homeomorf.)

e Egy i: ¥, — M bedgyazis dsszenyomhatatlan, ha az indukalt i,: m (X,) — m (M) ho-
momorfizmus injektiv.

o Egy M zart 3-sokasag egyszeri, ha nem tartalmaz 0sszenyomhatatlan téruszt. Egy peremes
3-sokasagot pedig akkor neveziink egyszeriinek, ha minden Osszenyomhatatlan térusz a
perem egy részével izotop.

e Legyen S,, az az S'-f6lidzott 3-sokasag melyet [0,1] x D? faktoraként allitunk eld tgy,
hogy a {0} x D? és {1} x D? golydkat egy 2m? sz6gii forgatdssal azonositjuk (2 € Q). A
természetesen adédd S*-folidzdst S, ,-n a kovetkezé médon kapjuk: [0, 1] x {0} maga egy
Sl-et, miga[0,1] x {z;} C[0,1]x D? (1 =0,...,q—1; és z; = x¢ - £ egy primitiv g-adik
egységgyokre) szakaszok egyesitése tovabbi S'-eket definidl az S, , faktortérben. (Vegyiik
észre, hogy S,, a S* x D? 3-sokasdggal diffeomorf; ez a diffeomorfizmus azonban nem
feltétleniil érzi meg a félidzast.) Az M 3-sokasag Seifert fibrdlt ha létezik rajta olyan S'-
folidazas, melynek minden fibrumdra létezik annak olyan kornyezete, mely valamely fenti
Sp.q sokasdggal fibrumtarté médon diffeomorf.

1.11. tétel. (Kneser és Milnor) Minden 8-sokasdg (a sorrendtdl eltekintve) egyértelmiien bon-
thato fel primek 6sszefliggd dsszegére. O

A kovetkezékben tehat minding feltessziik, hogy M prim. Az aldbbi tétel alapvetének bi-
zonyult 3-sokasdgok feltérképezésében

1.12. tétel. (Jaco-Shalen, Johansson) Minden M prim S8-sokasdg tartalmazza bedgyazott
toruszoknak egy (izotdpia erejéig egyértelmi) (Ty,...,Ty) rendszerét dgy, hogy M — UF_|T;
komponenseinek lezdrtjai (mint peremes 3-sokasdgok) vagy egyszeriiek vagy Seifert fibrdltak. O

Informalisan tehat a fenti két tétel értelmében gombok menti vagasokkal egy 3-sokasdg
primekre, ezek pedig téruszok menti vagasokkal egyszerti vagy Seifert fibralhaté részekre bon-
thatok fel. A megfelel6 % paraméterek, illetve az S'-hatds faktoraként kaphaté 2-dimenzids
sokasagok ismeretében a Seifert fibralt 3-sokasagok jol attekinthetok. 3-sokasidgok teljes
feltérképezéséhez tehdt csak az egyszerii 3-sokasdgokat kell jobban megérteniink. Erre a
kérdésre Thurston adott — hires sejtése formdajaban — valaszt 1976-ban; sejtését azonban
(szdmos specidlis esetet leszdmitva) azéta sem sikeriilt igazolni. A sejtés kimonddsihoz két
esetet kell — a sokasdg fundamentdlis csoportja alapjan — megkiilonboztetniink.
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1.13. sejtés. Egy véges fundamentdlis csoporti 3-sokasdg az S®/G faktorral diffeomorf, ahol
G C Isom(S?). (Itt Isom(S®) a 3-dimenzids gombfelilet izometridinak csoportjdt jelenti, ahol
S3-at a természetes metrikdval ldttuk el.)

1.14. megjegyzés. A fenti sejtés az aldbbi két (hires) megoldatlan problémdaval ekvivalens:

1. Ha egy M (zart) 3-sokasdgra m (M) = 1, akkor M az S® gombfeliilettel diffeomorf.
(Poincaré sejtés.)

2. Egy G véges csoport S3-on értelmezett szabad hatdsa egy linedris csoporthatéssal ekvi-
valens, vagyis G az I'som(S?) csoport részcsoportjanak tekinthetd.

Végtelen fundamentalis csoporti egyszerli 3-sokasagokra taldlta Thurston nevezetes ge-
ometrizalhatdsdgi sejtését:

1.15. sejtés. (Thurston) Tegyiik fel, hogy M olyan végtelen fundamentdlis csoporti, egyszeri
3-sokasdg, melyen nem létezik Seifert fibrdlds. Ekkor M o WP /G faktorral diffeomorf valamely
G C Isom(H?) részcsoportra, ahol H? a 3-dimenzids hiperbolikus teret jeloli.

1.16. megjegyzés. A fenti sejtés tehat ugy is megfogalmazhatd, hogy egy egyszerii, végtelen
fundamentdlis csoporti (nem Seifert fibrdlhat6) 3-sokasig hiperbolikus struktiraval (vagyis
konstans —1 gorbiiletii Riemann metrikdval) lathaté el. A Mostow-Prasad merevségi tétel
értelmében amennyiben M-en létezik hiperbolikus metrika, ugy az egyértelmi. Ilymddon tehat
(a sejtés értelmében) 3-sokasagok topoldgidjat azok geomteriai tulajdonsdgai hatdrozzdk meg.

Bar az eddigben csak iranyithaté, zart 3-sokasagokrdl beszéltiink, az elmélet nagy része
(kettds fedés vételével) kiterjed a nemirdnyithaté esetre is, néhany definicié médositasaval pedig
az eredmények peremes 3-sokasagokra is altalanosithatéak. Konnyen beldthaté az is, hogy
egy ¥, Riemann feliillet g > 2 esetén hiperbolikus struktirdval ldthaté el, vagyis H? /mi(3,)
alakban 4ll el. (Ismert az is, hogy 7% = ©; = R?/Z?.) Ilymédon tehdt a 2-dimenzids sokasagok
elmélete is megfogalmazhato a sokasagon értelmezhetd specialis gorbiileti metrikdk segitségével.
(Bévebben errdl 1dsd [Th] illetve [N] munkékat.) Osszefoglalva tehat n < 3 esetén a topologikus
és sima osztalyozas kozott semmi kiilonbség nincs, és az osztalyozasban a sokasig geometriai
tulajdonsdgai jatszanak foszerepet. Térjiink most rd az n > 5 eset targyalasdra.

1.2. Magasabb dimenzidék. Mint ahogy azt latni fogjuk, n > 5 esetén az n-dimenzids
sokasagok tulajdonsdgait alapvetden azok algebrai topolégiai tulajdonsdgai dontik el. A tovabbiak
targyaldsa elott azonban egy tjabb feltételt kell kirénunk a vizsgalandé sokasagokra, mivel

1.17. tétel. Tetszdleges G végesen prezentdlt csoportra és n > 4 egészre létezik olyan zdrt,
irdnyithaté n-dimenzids M sima sokasdg, melyre m (M) = G teljesiil. O

Mivel pedig a (végesen prezentdlhatd) csoportok izomorfizmus-probléméja algoritmikusan
meg nem oldhato feladat, tetszoleges fundamentalis csoporti n-sokasagok teljes osztalyzasa
sem varhaté n > 4 esetén. A tovabbiakban tehét feltessziik majd, hogy a vizsgalt sokasdgokra
m = 1 teljesill, azaz csak zart, iranyithatd, egyszeresen oOsszefiiggd sokasdgok vizsgalatara
szoritkozunk.

Legyen tehat M egy fenti tulajdonsagokkal rendelkez6 n-sokasdg, és tekintsiik £ < n-re a
D* x D"~k (egyébként a D" = {x € R | ||z|| < 1} golyéval homeomorf) (n + 1)-
dimenzids k-fogantyit. (A k szdmot a fogantyt indezének fogjuk nevezni.) Egy ¢: 0DF x
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Dtk — M x {1} bedgyazast rogzitve a W = M x [0,1] U, D*¥ x D"~k peremes (n + 1)-
sokasdg képezhets. (W tehat tgy keletkezik, hogy M x [0,1] és D¥ x D"*'"* hatdrainak egy
részét ¢ segitségével azonositva képezzik a megfeleld faktorteret, mely egyértelmiien lathaté
el sokasdg-struktiraval.) T hatdrdnak két komponense az M = M x {0} illetve az M' =
(M x {1} = @(dD* x D"#)) U apkxapn+1-+ (D* x dD™17F) sokasdgokkal azonosithats. A W
(n + 1)-sokasdgot M és M' kozotti elemi kobordizmusnak nevezziik, M'-re pedig azt mondjuk,
hogy M-bdl ¢ menti mitéttel kaphaté meg. Egy elemi kobordizmus indexén a benne szerepld
fogantyu indexét értjiik.

1.18. definicié. A ¢(0D* x {0}) C M goémbét a fogantyt ragasztdsi gombjének, mig a {0} x
oD 1=k C M' gombot a fogantyi dvgombjének hivjuk.

Altalzinosabban, adott M;, M zart, irAnyitott n-sokasdgokra a W irdnyitott, kompakt (n+1)-
sokasdg egy kobordizmus, ha OW = M; U Ms; szemléletesen szélva, W egy hartya M; és M,
kozott. Vegyitik észre, hogy egy My és My kozotti Wy és egy My és M3 kozotti Wy kobordizmus
egy f: My — M, azonositdst rogzitve egy W, M, és M;z kozotti kobordizmussa fiizhetd ossze.

1.19. tétel. ([M2]) Egy adott W sima kobordizmusra létezik elemi kobordizmusok olyan
Wi, ... ,W, sorozata, hogy W;-k alkalmas dsszefizésével éppen W -t kapjuk meg. Feltehetd
tovdbbd, hogy a W;-ben szerepld fogantyu k; indexére kv < ... < k, teljestil. O

(A fenti tétel n > 3-at feltételezve valdjaban topologikus kobordizmusokra is teljesiil.) A
kovetkezd (elemi iton bizonyithatd) tétel a tovdbbiakban alapvet6 fontossagu lesz.

1.20. tétel. Tegyiik fel, hogy Wi és Wy (szomszédos indextd) elemi kobordizmusok My és M,
valamint My és Mj kézott, és My-ben Wi dugdmbje pontosan egy pontban (transzverzdlisan)
metszi Wy ragasztdsi gombjét. Ekkor a Wy és Wy dsszefiizésével kapott W kobordizmus trividlis,
azaz M x [0,1]-gyel diffeomorf. Specidlisan, My és M3 diffeomorf sokasdgok. O

Egy fent leirt (W; és W5 elemi kobordizmusokkal megadott) fogantydipért elhagyhatd pdrnak
szokas nevezni. Vegyiik észre, hogy az Osszefiizéshez hasznalt f azonositast M; egy izotopidjaval
megvaltoztatva az eredményiil kapott W sokasdg diffeomorfizmus-osztdlya nem valtozik. Most
mar kimondhatjuk a magasabb dimenziés sokasdgok osztdlyozasaban hasznalt legfontosabb
tételt:

1.21. tétel. (h-kobordizmus tétel, [S]|, [M3]) Legyenek M, My egyszeresen 6sszefiiggd n-
dimenzids (zdrt, irdnyitott) sokasdgok és W olyan kobordizmus kéztik, melyre az i;: M; — W
bedgyazdsok homotopikus ekvivalencidk (7 = 1,2). n > 5 esetén ebbdl kovetkezik, hogy W a
trivialis M x [0, 1] kobordizmussal azonos, igy My és My diffeomorfak.

Bizonyitds (vdzlat). Rogzitsikk W-nek egy Wy, ..., W, elemi kobordizmusok Osszefiizottjeként
valé felbontasat. Azt kell pusztdn megmutatnunk, hogy az elemi kobordizmusok gy is megva-
laszthatdk, hogy a Wy;_1, Wy; kobordizmusok fogantyti elhagyhaté parokat alkossanak, igy az
1.20 tétel értelmében (indukciét alkalmazva) a tétel bizonyitdsa kénnyen adddik. Egyszert al-
gebrai megfontoldsokat igényel csak annak megmutatasa, hogy W-nek létezik olyan W1, ... /W,
felbontésa, melyben a Wy, 1, Wo; parok megfelel§ (ragasztési és 6v-) gémbjei algebrailag egyszer
metszik egymaést, azaz a két gébmb {po, p1,q1,- - , P, ¢} metszépontjai parokba allithaték gy
(po kivételével), hogy p; és ¢; elGjele kiilonb6z6. (Ezen Wi, ..., W, sorozat megtaldldsiahoz



8 STIPSICZ ANDRAS

kell felhasznalnunk a W kobordizmusra a tételben kirétt algebrai topoldgiai feltételt; az ilyen
tulajdonsagi kobordizmusokat h-kobordizmusoknak nevezziik.)

A h-kobordizmus tétel beldtasdhoz azt kell tehdt beldtnunk, hogy ha a Wi, W5 elemi kobor-
dizmusok ragaszté és 6vgombjei algebrailag egy pontban metszik egymdst, akkor alkalmas
izot6pidt alkalmazva a {p;, ¢} ellentétes eléjelli metszéspont-parok eltiintethet8k, igy az 1.20
tétel alkalmazdsaval a bizonyitds meg is lenne. A fent vazolt terv n > 5 esetre valé keresztiil-
vihet6ségét mutatja meg a kovetkezd lemma. (Vegyiik észre, hogy a h-kobordizmus tétel bi-
zonyitasanak ez az egyetlen lépése, ahol az n > 5 feltételt alkalmazzuk — a tovabbi 1épések
n = 4 esetén is helyesek.)

1.22. lemma. (Whitney-triilkk) Legyen X egyszeresen dsszefiiggd (irdnyitott) n-dimenzids
sokasdg, az Y1,Ys C X zdrt, irdnyitott k- és (n—k)-dimenzids részsokasdgokrdl pedig tegyik fel,
hogy egymdst transzverzilisan metszik, k > 2 ésn—k > 3 (ésk = 2 esetén m (X —Yy) = 1).
Legyenek tovdbba p,q € Y1 NY, ellentétes eldjelic metszéspontok. Ekkor n > 5 esetén létezik eqy
olyan p: X — X izotdpia, hogy Y1 Np(Ys) = Y1NYs —{p,q} — vagyis Y1 és o(Ys) metszetébdl
p és q eltintethetd.

1.23. megjegyzés. Whitney a fenti 4llitdst valéjdban egy masik nevezetes tétel bizonyitdsdhoz
dolgozta ki. Kénnyen beldthat6 ugyanis, hogy egy M™ n-dimenzids sokasag R*"1-be dgyazhatd.
(Valéjdban egy generikus M"™ — R?"*! leképezés — dimenzié okokbdl — bedgyazés lesz.)
Hasonléan mutathaté meg, hogy kompakt M™ esetén egy generikus M"™ — R?" leképezés véges
sok (transzverzalis) Ondtmetszést tartalmaz. Whitney beldtta azt, hogy a fent ismertetett
Whitney triikk megfelelo formajat alkalmazva ezek az Ondtmetszések eltiintethetdk, vagyis a
generikus M™ — R?" leképezés bedgyazdssa tehetd. (Jéval Osszetettebb eszkozoket igényel
annak beldtésa, hogy ha M" irdnyithat6, akkor az méar R?"~l-be is bedgyazhaté. Az RP*"
2k_dimenziés valds projektiv terek olyan sokasigokra adnak példat, melyek nem agyazhatdk be
R?*~'-be, 1d. [MS].)

Bizonyitds (vdzlat). A Whitney triikk bizonyitédsa vézlatosan a kovetkez6 médon megy: Legyen
71 és 2 a p és q pontokat Yi-ben és Yo-ben Osszekotod egy-egy ut. A feltételekbol kovetkezik,
hogy 71 U 72 egy X — (Y1 U Y3)-be képzett D? golyd hatéraként allithaté eld. Mivel X di-
menzidja legaldbb 5, errél a korlaprél feltehetd, hogy bedgyazott, igy kornyezete D? x D"~ 2-vel
azonosithaté. Ekkor pedig a megfelelé izotépia megtaldldsa lokdlis problémava redukdlédik,
aminek megolddsa egyszerii feladat. (Az n = 3,k = 1 esetre lasd a 2. abrét.) a

A Whitney triikkk ismételt alkalmazésaval (az n > 5 feltételt figyelembe véve, és a k = 1
esetet kiilon kezelve) a h-kobordizmus tétel bizonyitdsa most mar nem tilsdsgosan nehéz. 0O

A h-kobordizmus tétel kovetkezményeként latta be Smale az un. dltaldnositott Poincaré
sejtést n > 5 esetén:

1.24. tétel. (Smale, [S]) Ha M™ egyszeresen dOsszefiiggd, n-dimenzids sima zdrt sokasdg,
melyre n > 5 és H (M™,Z) =2 H,(S™Z) teljesiil, akkor M™ homeomorf az S™ n-dimenzids
gombfeliilettel. O

1.25. megjegyzés. Freedman 2.3 tételének egy specidlis esete a fenti allitds n = 4 esetén;
az n = 3 eset pedig éppen a Poincaré sejtéssel azonos. Vegyiik észre, hogy Milnor nevezetes
eredménye [M1] alapjan a tételben szereplé homeomorfizmus nem cserélheté diffeormofizmusra.
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(7

ABRA 2. Whitney triikk

Az altaldnos (tehat nem csak gdmbbel homotdp ekvivalens sokasdgokat vizsgdld) eset targya-
lasdhoz néhany fogalom (véazlatos) tisztdzdsdra van sziikségiink. Rogzitslink tehdt egy (zdrt,
irdnyitott, egyszeresen Osszefiiggd) M n-sokasdgot, és vegyiik azon (N, f) parok terét, melyekre
N egy topologikus (ill. sima) n-sokasig és f: N — M egy homotép ekvivalencia. Két ilyen
(N1, f1), (No, fo) péart ekvivalensnek mondunk, ha létezik egy olyan g: Ny — Ny homeomorfiz-
mus (ill. diffeomorfizmus), melyre f; homotdp fo o g-vel. Az ekvivalencia-osztalyok Gt (ill.
Gtyiry) terét homotdp topologikus struktirdknak (illetve homotdp sima struktirdknak) nevezziik.
Hasonléan, egy M topologikus n-sokasigra vehet6 azon (N, f) parok tere, melyekre N sima
sokasig és f: N — M egy homeomorfizmus. (Az (Ny, f1) és (No, fo) parok ekvivalensek, ha
létezik olyan g: N; — N, diffeomorfizmus, melyre f; és fy o g topologikusan izotépak.) Az
ekvivalencia-osztalyok Sm(M) terét M simitdsainak hivjuk.

Egy (topologikus vagy sima) N n-sokasdgra annak raciondlis Pontrjagin osztilya, L(N) €
H*(N;Q) definidlhat6. (Ezek a kohomolégia-osztalyok a differencidltopolégiabdl jél ismert
megfelel6 karakterisztikus osztdlyok altaldnositdsai; ez utébbiakba nyijt bevezetést [MS].) Egy
(N, f) € Stpp(M) (ill. Styipp(M)) pérra vegyitk az (f*)"'(L(N))L(M)™' € H*(M;Q) ko-
homolégia elemet. Ilymédon egy £pp: Sty (M) — H*(M;Q) és egy Laisr: Stuisr(M) —
H*(M;Q) fiiggvényt kapunk. A fent ismertetett h-kobordizmus tétel segitségével igazolhaté a
kovetkezo

1.26. tétel. Legyen M (zdrt, irdnyitott, egyszeresen dsszefiiggd) n-dimenzids sokasdg, és tegyiik
fel, hogy n > 5. Ekkor minden x € H*(M;Q) elemre az £, (x) és Sgi;f (x) fibrumok, valamint
az Sm(M) halmaz végesek. O

A tétel szerint tehdt n > 5 esetén M homotépia tipusa (amit homotdpia- és homolégia-
csoporjaival hatdrozhatunk meg) valamint egy H*(M;Q)-beli elem — véges sok lehet6ség
erejéig — meghatarozza M topologikus (illetve sima) struktirdjat. Tovabbd, egy M (zért,
irdnyitott, egyszeresen sszefligg6) topologikus n-sokasagon (n > 5 esetén) véges sok kiilénbozé
sima struktura létezhet csak.

1.27. megjegyzés. L, és L4 képeinek meghatdrozdsa, illetve az £, (z), Sgi}f(x) (és
az Sm(M)) véges halmazok elemszamainak kiszamitdsa algebrai topoldgiai (és szamelméleti)
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eszkozoket igényld feladat. Ismert péddul, hogy |Sm(S®)| = 1, |Sm(ST)| = 28, stb. Ebben
az értelemben mondhatjuk tehdt, hogy magas (n > 5) dimenzids sokasigok osztalyozdsianak
elmélete algebrai topolégiai eszkozoket igényld, és lényegében megoldott feladat.

Nem nehéz beldtni azt, hogy egy zért (tehat kompakt) topologikus sokasdg legfeljebb meg-
szamlalhatéan végtelen sok nem-diffeomorf sima struktirat hordozhat csak. A fentiek szerint
n > 5-re ez a szam valdjdban véges (n < 3-ra pedig 1); mint majd latni fogjuk, 1éteznek olyan
zéart (egyszeresen Osszefiiggd) topologikus 4-sokasdgok, melyek megszamlalhatéan végtelen sok
sima struktirat hordoznak. (A nem-kompakt eset még furcsabb: a legtobb nyilt 4-sokasdg —

koztiik a standard euklideszi tér, R* is — kontinuum sok kiilonbozé sima struktirdval ldthaté
el.)

2. NEGY-DIMENZIOS SOKASAGOK

Az el6z6 fejezetbeli elOkészitések utan most ratériink a 4-dimenzios eset targyalasara. Legyen
tehat X egy (zart, irdnyitott, egyszeresen Osszefiiggd) topologikus 4-sokasdg. A Qx: H?*(X;Z)x
H*(X;Z) = Z, Qx(a,b) = (a U b, [X]) € Z formuldval definidlt szimmetrikus bilinedris format
X metszetformdjinak nevezzik.

2.1. megjegyzés. X simasagit feltételezve (Qx a kovetkezd alternativ definiciéval adhatéd
meg: Poincaré dualitdst alkalmazva kapjuk, hogy H?(X;Z) & Hy(X;Z); belathaté tovabba,
hogy minden o € Hy(X;Z)-re létezik egy olyan bedgyazott (zért, irdnyitott) 3, 2-sokasdig,
hogy annak fundamentdlis osztdlya éppen a-val egyenls. Az a,b € H?(X;Z) elemek Poincaré
dudlisait «, #-val jelolve marmost beldthat6 az, hogy Qx(a,b) egyenlé a X, és ¥z bedgyazott
részsokasagok algebrai metszetével. Ez az egyenloség megmagyarazza () x elnevezését is.

Poincaré dualitést alkalmazva konnyen beldthatd, hogy @ x unimoduldris, vagyis tetszoleges
bézisban felirva matrixdnak determindnsa +1. Vegyiik észre, hogy (mivel feltettiik, hogy X
egyszeresen Osszefiiggd) @Qx valéjaban leirja X kohomolégia-gytirtijét, ilymédon X minden
“homotopikus adatat” tarolja. Whitehead kovetkezd tétele szerint ()x meg is hatarozza X
homotépia-tipusat:

2.2. tétel. Az Xy, Xy (zdrt, irdnyitott, egyszeresen dsszefiiggd) topologikus 4-sokasdgok pon-
tosan akkor homotop ekvivalensek, ha metszetformdik izomorfak. O

Metszetformaja alapjan egy topologikus 4-sokasdghoz 3 alapvetd invaridnst rendelhetiink.
Jelolje by(X) a H%(X; Z) kohomoldgia-csoport rangjat. Ekkor X egyszeres osszefiigg8sége miatt
X FEuler karakterisztikdja, x(X) egyenlé by(X) + 2-vel. (A by(X) méasodik Betti szdmot @ x
rangjanak is szokds hivni, amit rk(Qx)-szel jeloliink.) @Qx fenti definicijat altaldnositva a
metszetformat terjessziik ki a H?(X;R) valés vektortérre és diagonalizdljuk ezt a szimmetrikus
(valds értékii) bilinearis format R felett. A féatléban 4ll6 +1-ek szdmat jeloljiik by (X)-szel,
a —1-ek szdmdt pedig by (X)-szel. X szignatirdja definicié szerint a o(X) = by (X) — by (X)
kiilonbséggel egyenls. Végezetiil X pdros, ha minden a € H?(X;Z) esetén Qx(a,a) € Z egy
paros szam és pdratlan egyébként. Whitehead fent idézett homotopikus klasszifikdciéjanak
topologikus valtozataként foghaté fel Freedman nevezetes eredménye:

2.3. tétel. (Freedman, [F], [FQ|) Legyen Q pdros, szimmetrikus bilinedris forma. FEkkor
(homeomorfizmus erejéig) egyetlen olyan topologikus (zdrt, irdnyitott, egyszeresen dsszefiiggd)
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X 4-sokasdg létezik, melyre QQ = Qx. Pdratlan () esetén pontosan két, eqymdssal nem home-
omorf olyan topologikus 4-sokasdg létezik, melynek metszetformdja az adott Q-val egyenld. (E
két sokasdg kézil legfeljebb az egyik ldathatd el sima struktirdval.) O

A tétel (meglehetdsen bonyolult) bizonyitdsa azon az észrevételen alapul, hogy bar a Whitney
triikkk csak n > 5-re végezhetd el simédn, topologikus izotépidt megengedve mar n = 4-re is igaz
lesz. (Err6l még a 4. fejezetben szé lesz.) Ilymédon a topologikus (egyszeresen osszefiiggd)
4-sokasagok elmélete (a magasabb dimenziéban tapasztaltakhoz hasonléan) a metszetforma —
vagyis a sokasdg egy homotopikus invaridnsa — megértésére redukaldodik.

2.4. megjegyzés. Freedman fenti tételének bizonyitdsa a kovetkezd, Walltdl szarmazoé
eredményen alapszik: Két sima (zart, egyszeresen Osszefliggd) 4-sokasdg pontosan akkor h-
kobordédns, ha metszetformaik izomorfak. (Az mér kordbban ismert volt, hogy két sima zdrt
4-sokasig pontosan akkor kobordans, ha szignatirdjuk megegyezik.) Mivel a h-kobordizmus
tétel bizonyitasanak — a Whitney triikkot leszamitva — minden lépése alkalmazhato n = 4
esetén is, a Whitney triikk topologikus bizonyitdsa n = 4-re azt adja, hogy izomorf met-
szetform&ji sima 4-sokasidgok homeomorfak. X simasdga helyett X — {egy pont} simasigdt
feltételezve Freedman végigvitte a fent vézolt programot, majd (Quinn egy eredményét alka-
Imazva) beldtta, hogy minden X topologikus 4-sokasagra teljesiil az, hogy X — {egy pont} sima.
Végiil (a foganty ragasztds kordbban ismertetett médszerét alkalmazva) megfeleld topologikus
4-sokasagokat konstrudlva fejezte be fent ismertetett tételének bizonyitésat.

Klasszikus algebrai eredmények szerint egy indefinit forméat rk rangja, o szignatiurija és
paritdsa mar meghatarozza. Pontosabban: egy () paratlan, indefinit forma alkalmas bazisban
az n(l) & m(—1) diagondlis méatrixszal adhaté meg (itt n = Tk(%i@) és m = M)

a(Q)

Egy péros, indefinit ) forma pedig alkalmas bazisban aFg & bH-val irhaté le; itt a = =g,

b= w tovabbd H = [9}] és

-2 1 0 0 0 0 0 01
1 =21 0 0 0 0 0
0 1 -2 1 0 0 0 0
|0 0 1 =21 0 0 0
&~ 10 0o 0 1 -2 1 0 1
0 0 0 0 1 -2 1 0
0 0 0 0 0 1 -2 0

0 0 0 0 1 0 0 -2

(A definit formdk osztdlyozdsa nem ilyen elegdns, az idevonatkozé eredményekrdl lasd [MH].)
Donaldson nevezetes tétele alapjan azonban sima 4-sokasag metszetforméja csak akkor lehet
definit, ha az diagonalizalhatd, pontosabban:

2.5. tétel. (Donaldson, [D1]) Ha egy X egyszeresen dsszefiiggd (zdrt, irdnyitott) sima 4-sokasdg
Qx metszetformdja negativ (vagy pozitiv) definit, akkor ez az n{—1) (illetve az n(l)) diagondlis
mdtrizszal reprezentdlhatd. O

Osszefoglalva tehdt, egy egyszeresen osszefiiggd topologikus 4-sokasdgot annak metszetforméaja
(a 2.3 tételben leirt értelemben) lényegében meghatédrozza. Donaldson fenti tétele szerint egy
adott topologikus 4-sokasag csak akkor hordozhat sima struktirat, ha metszetformaja indefinit,
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vagy ha definit és diagondlis. (Példdul az Eg vagy 2FEg péros, negativ definit metszetformak
altal meghatarozott topologikus 4-sokasdgok nem lathatdk el sima struktirdval.) A fent leirt
lehetdségekben a formét meghatdrozza annak rangja, szignaturdja és paritdsa. Nem minden
indefinit bilinedris forma &4llithaté elé azonban sima sokasdg metszetformdajaként:

2.6. tétel. (Rohlin, [R]) Ha X egy egyszeresen dsszefiiggd sima sokasdg pdros metszetformdval
(vagyis Qx = kEg & lH), akkor X szignatirdja 16-tal oszthatd, vagyis a fenti felirdsban k
pdros. O

2.7. tétel. (Furuta, [Fu]) Egy X egyszeresen dsszefiiggd sima, Qx = 2kEg @ [H pdros met-
szetformdji 4-sokasagra l > 2|k| + 1. O

Mint azt rovidesen litni fogjuk, minden pératlan indefinit (tovdbbd minden, Donaldson 2.5
tétele altal megengedett definit) metszetformahoz tartozé topologikus sokasdg hordoz sima
struktirat. A példdk azt is mutatni fogjak, hogy | > 3|k| esetén a 2kFg @ [H formahoz tartozo6
(egyszeresen Osszefiiggd) topologikus 4-sokasdg is elldthaté sima struktiraval. OSszefoglalva
tehat a 2.3 tétel az egyszeresen Osszefiiggd topologikus 4-sokasdgok felsorolasat egy algebrai
problémadra (metszetformdk osztélyozasara) vezeti vissza, annak eldontése pedig, hogy egy adott
(egyszeresen Osszefiiggd) topologikus 4-sokasdg hordoz-e sima struktirat, a fenti tételek és a
kovetkez6 fejezet példéi alapjan (a Q = 2kEg & [H, 2|k| + 1 < I < 3|k| eseteket leszdmitva)
konnyen eldonthetd feladat.

2.8. megjegyzés. Az n. L-sejtés értelmében a 2.7 tételben valéjaban | > 3|k| lenne a
helyes kovetkeztetés! — igy a sima struktira létezésére vonatkozé kérdés teljes valaszt nyerne
az egyszeresen Osszefiiggd esetben. Fz a sejtés azonban még nyitott.

3. SIMA 4-SOKASAGOK

3.1. Példdk. A legegyszeriibb példat (zart, iranyitott) 4-sokasdgra az S* gombfeliilet adja.
Konnyen 14thato, hogy a Qg+ metszetforma (mely a H%(S*; Z) = 0 csoporton van definidlva) az ()
formaval egyenl6. Tovabbi példakat kapunk alacsonyabb dimenzids sokasagok Gsszeszorzasaval;
igy adddik az S' x S' x St x S' = T* 4-dimenzids térusz, X, X ¥), (mint két Riemann feliilet
szorzata) és S x M egy tetszbleges (zdrt, irdnyitott) M 3-sokasdgra. Konnyen lathaté, hogy
ezen sokasagok koziil egyediil az S% x S? szorzat egyszeresen osszefiiggd; ennek Qg24g2 met-
szetformédja (alkalmas bazisban) a H = [ } | métrixszal reprezentdlhat6. Egy tovabbi példat ad
a CP? komplex projektiv sik, melyet C*> —{0}-bél dllithatunk el a koordindtankénti C* = C—{0}
hatés faktoraként. (Ebbdl a szempontbél CP? az S? = CP' = (C? — {0})/C* projektiv egyenes
4-dimenziés valtozataként is felfoghat6.) Nem tiil nehéz beldtni azt, hogy Ho(CP?; Z)-t a kom-
plex projektiv sik egy projektiv egyenese generalja, igy Hy(CP?;7Z) = Z és Qcp> = (1) (hiszen
két kiilonbozd egyenes egymdst egy pontban metszi). Vegyiik észre, hogy CP? valéjaban egy
komplex sokasdg (s6t, komplex algebrai struktirdval is elldthaté). Mint ilyen, természetes
irdnyitdst hordoz — ez a komplex érintétér egy {v1, vo} komplex bézisat a {vy, iv1, ve, 1v9} valds
bézissa kiegészitve kaphaté meg. CP?-t a fentivel ellentétes irdnyitdssal ellditva a CP? sokasig
adédik. Egyszertien lathat6, hogy i (CP?) = 1 (és természetesen 7, (CP?) = 1), illetve hogy

'Ezt a sejtést azért nevezik %—sejtésnek, mert ekvivalens avval, hogy a fenti tulajdonsdgi X sokasig ba(X)
Betti szdméra és o(X) szignatirajara fennall a by(X) > L|o(X)| egyenlStlenség.
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Q= = (—1). Valamivel nehezebb annak igazoldsa, hogy az

3
Sy={[20:21:2: 2] € CP? | Z:,zglzﬂ}C(C]P"g
=0
definiciéval megadott komplex (s6t komplex algebrai) 4-sokasdg — melyet K3-feliiletnek is
szokds nevezni — egyszeresen Osszefiiggd és Qs, = 2Es @ 3H (ldsd [GS]). Egyszeriien bi-
zonyithaté azonban a kovetkezo

3.1. lemma. Legyenek az Xy, Xy (zdrt, irdnyitott) 4-sokasdgok metszetformdi Qx, €s Qx,.
Ekkor az X 1#Xo dsszefiiggo osszeq metszetformdja Qx, ® Qx,-vel egyenlo. O

Ilymédon tetszéleges, Donaldson tétele alapjan szébajové, paratlan bilinearis forma (mely
fgy az n{1) ®m(—1) formaval ekvivalens) el64ll mint az #nCP?#mCP? (t5bbszords) sszefiiggd
osszeg metszetformaja. Hasonléan, a #kS,# (1 —3k)S? x S? sokasdgok minden, a 2.5, 2.6 tételek
ésa %—sejtés altal megengedett bilinedris format elddllitanak sima (egyszeresen Osszefiiggd, zart,
irdnyitott) 4-sokasdg metszetformdjaként. Kovetkezésképp a sima struktiira létezésének kérdése
— az egyszeresen Osszefuiggd esetben, és a 2.7 tétel valamint a %—sejtés kozti kiillonbségtdl eltek-
intve — lényegében meg lett valaszolva. A tovabbiakban tehat arra a kérdésre Gsszpontositunk
majd, hogy egy topologikus 4-sokasdgon hany nem-diffeormorf sima struktira létezhet.

3.2. Sima invaridnsok. A kiilénbo6z6 konstrukcidkkal megadott sokasagok kozott azok in-
varidnsaival tehetiink kiillonbséget. Mint ismeretes, a homotdpia- és homoldgia-csoportok (és
hasonléan a kohomoldgia-csoportok vagy a metszetforma) homotopikus invaridnsok, vagyis
homotép sokasigokra ezek az invaridnsok azonosak. Mint lattuk (legaldbbis az egyszeresen
osszefliggd esetben) ezek az invaridnsok 4-dimenziéban meghatérozzdk a sokasdg topologikus
struktirajat — tehat teljes (topologikus) invaridnsrendszert alkotnak. Mivel homeomorf sima
4-sokasagok h-koborddnsak — a magasabb dimenzidkban tapasztaltakat alapul véve — azt
varnank, hogy a h-kobordizmus diffeomorfizmust eredményez, vagyis hogy egy topologikus 4-
sokasag legfeljebb egy mddon ladthatd el sima struktdrdval. Ez azonban tavolrél sem igaz.
A homeomorf, de esetleg nem diffeomorf sokasdgok megkiilonboztetéséhez sima invaridnsok
bevezetésére van sziikségiink.

3.2. megjegyzés. Az elsé mérce-elméleti (gauge-elméleti) invaridnsok definicidja és alapvet
tulajdonsdgainak beldtdsa Donaldson nevéhez flizédik [D1], [DK]. Egy bizonyos, a sokasdgon
rogzitett metrikatdl fiiggd differencidlegyenlet — az un. Yang-Mills vagy anti-ondualitdsi
egyenlet — megolddsainak szdmardl latta be Donaldson, hogy (néhany j6l megértett esetet
kivéve) az a véalasztott metrikatél nem, csak a sokasdg sima struktirdjatol fiigg, igy sima in-
varidns. (Ugyanennek a differencidlegyenletnek a megoldésterét vizsgalva kapta meg Donaldson
nevezetes, 2.5 tételben kordbban mér idézett eredményét.) Ezeket a Donaldson polinomokat
valtottak fel 1994-ben a hasonlé elvek alapjan definidlt, de egyszertibben szamolhat6 és igy
sokkal hatékonyabb Seiberg-Witten invaridnsok [Wi|, [Mrl]. A tovdbbiakban mi ez utébbi
invaridnsokat fogjuk — nagyon vézlatosan — bemutatni. (A szigori definiciéhoz olyan dif-
ferencidlgeometriai alapfogalmak, mint spin és spin® struktirdk, Dirac operdtorok targyaldsa
lenne sziikséges, melyekre ehelyt a rovidség kedvéért csak utalni fogunk.)

Minden sima sokasag elldathaté valamilyen Riemann metrikaval — a sokasag érintoterén
értelmezett pozitiv definit skaldris szorzassal. (Bizonyos specidlis — pl. hiperbolikus vagy
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pozitiv skalargorbiiletii — metrika 1étezésének altalaban fontos topoldgiai kovetkezményei is
vannak.) Sok esetben hasznos azonban egy tovdbbi, nem minden sokasigon 1étezd struktira
létezését feltételezni. Egy sokasdg spin struktirdval lathaté el (vagy roviden spin sokasdg), ha
attérési fiiggvényeinek derivaltjaibdl konzisztens médon “négyzetgyokot lehet vonni”. (Minden
4-sokasdgnak — ha 6 maga nem spin — létezik egy olyan kétrétii elagazé fedése, melyre mar
az attérési fiiggvények derivaltjabol négyzetgyok vonhatd, tehat spin. A helyzet hasonld ah-
hoz, ahogy a +/z fiiggvény a C komplex sikon nem, csak sajit Riemann feliiletén értelmezhetd
egyértelmiien.) Egy X sokasdgon értelmezhetd spin struktirdk &(X) tere — amennyiben
nem iires — a H'(X;Z,) kohomoldgiacsoporttal paraméterezhets, mégpedig nem természetes
médon: G(X) valbjadban egy H'(X;Zy) feletti affin struktiraval 14thaté el. Egy egyszeresen
Osszefiiggd 4-sokasdgon példdul pontosan akkor 1étezik spin struktira, ha metszetforméja paros.
(Spin struktirdk részletes tdrgyaldsa megtaldlhaté pl. [LM] vagy [GS]| konyvekben.) Rohlin
korabban idézett 2.6 tétele példdul a nem egyszeresen Osszefiiggd esetre is altalanosithato, a
metszetforma paritdsa helyett egy spin struktira meglétét kovetelve meg. A spin struktira
komplex éltaldnositasaként kapjuk a spin® struktira fogalmat (lasd [Mrl]| vagy [Mr2]-ben).

3.3. tétel. Minden irdanyithato 4-sokasdgon létezik spin® struktira. Az X sokasdgon megad-
haté spin® struktirdk &¢(X) tere a H*(X;Z) kohomoldgiacsoporttal paraméterezhetd (nem
természetes mddon) — pontosabban, G¢(X) a H*(X;Z) csoport feletti affin struktirdval ldthatd
el. O

Egy X 4-dimenzi6s Riemann sokasigon rogzitett s spin® struktira segitségével egy, a metrikatol
fiiggd differencidloperator, az un. Seiberg- Witten operdtor, G20 adhaté meg. (Az operétor
definicidja ismét hosszas el6készitést — konnexidk, kovaridns derivéldsok ill. (csavart) Dirac
operatorok elméletének ismertetését — igényel, igy erre ehelyt nem tériink ki. Az érdekodd
olvasé figyelmébe ajanljuk [Mrl], [GS] (illetve a magyar nyelvii [St1]) munkdkat.) Az G20
Seiberg-Witten operator megoldastere (vagyis G20 *(0)) vagy iires vagy egy végtelen dimenziés
tér. Ez utébbi jelenség abbdl fakad, hogy az operator szimmetria-csoporja (vagyis az értelmezési
tartomanyul szolgalé fiiggvénytér automorfizmus-csoportjanak azon részcsoportja, melyre nézve
G2 invaridns) végtelen dimenzids Lie-csoport. (Ezt a csoportot szokds mérce- avagy gauge-
csoportnak nevezni, és innen kapta az elmélet is a nevét.) A megolddsok terének ezen csoport-
tal vett faktora azonban mér egy véges dimenziés (kompakt, irdnyithaté) DM x (s) sokasdg lesz,
melyet az X sokasdg (s spin® struktirdhoz tartoz6) Seiberg- Witten modulusterének neveziink.
M (s) természetes médon agyazhaté be egy végtelen dimenziés By (s) sokasdgba (melyet
konfigurdcids térnek szokds nevezni). Amennyiben X egyszeresen Osszefiiggd, ugy Bx (s)-rol
belathaté, hogy a CP™ végtelen dimenzids projektiv térrel homotép ekvivalens. Ilymédon
dim My (s) = d esetén az [Mx(s)] fundamentalis osztaly Hy(CP>; Z) egy elemét reprezentdlja.
Ko6nnyen belathaté, hogy Hy(CP*; Z) paros d-re Z-vel, paratlan d-re 0-val izomorf, d paritdsa
pedig pusztdn by (X) paritdsatdl fiigg. Ilymddon az X sokasdg Seiberg- Witten invaridnsa az
s spin® struktirdn [y (s)] € Z (ill. paratlan d-re 0) értékekkel definidlhaté. Végeredményiil
tehat egy

S Wx: GC(X ) — 7
fiiggvényt, X Seiberg- Witten figgvényét kapjuk. Mind a spin® struktira definiciéja, mind
az 620 operdtor megaddsa egy Riemann metrika jelenlétét feltételezi. A kapott SWix(s)
értékrdl belathaté azonban, hogy by (X) > 1 esetén az csak X sima struktirajatdl fiigg (tehat
a metrikatol fiiggetlen), vagyis
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3.4. tétel. Tegyiik fel, hogy by (X1) = by (X2) > 1. Ha f: X; — X, egy diffemorfizmus, akkor
az természetes madon egqy f*: &¢(Xy) — G%(X,) azonositdst ad meg, melyre

SWy,(s) = £SWx, (f*(s))

teljesiil minden s € &¢(Xy)-re. Tehdt az SWx Seiberg- Witten fiigguény (eldjelétél eltekintve)
by (X) > 1 esetén egy sima invaridns. O

3.5. megjegyzés. A fent vazolt sima invaridnsok csak 4-dimenzids sokasagokra definidlhatok.
Ennek oka abban rejlik, hogy a — fent nem részletezett, és mind a Donaldson polinom mind
a Seiberg-Witten invaridns definici¢jdban kozponti szerepet jatszé — anti-ondualitdsi operator
csak ebben a dimenziéban definidlhato. Ennek okaként pedig azt lehet felhozni, hogy csak 4-
dimenziéban fordul el6 az, hogy a standard n-dimenziés eulideszi tér SO (n) szimmetria-csoporja
két részre hasad, értelmet adva igy egy ondualitdsi és egy anti-ondualitdsi operatornak. Az
SO(n) Lie-csoport minden n # 4 esetén egyszerti, n = 4-re azonban, legaldbbis az univerzdlis
fedések — vagy Lie-algebrak — szintjén SO(3) x SO(3) szorzatra bomlik, és a két komponensre
vetités adja (természetesen meglehetésen komplikalt definiciék és tételek sordnak ismeretében)
az ondualitasi és anti-ondualitasi operdtorokat. Bévebben errél lasd [FU] vagy [Mrl] munkékat.

3.3. Szimplektikus 4-sokasagok. Sima invaridnsokat egyszertien definidlhatunk — pl. ren-
deljiik minden sima 4-sokasdghoz a 17-es szdmot. Olyan invaridns taldldsa azonban, mely
informéciét hordoz az adott sokasag sima struktirajarél, mar nehéz feladat. A fent vazlatosan
ismertetett Seiberg-Witten invarians két alapvetoé fontossagu tulajdonsigat foglalja Ossze a
kovetkezo tétel. Ennek ismertetéséhez azonban tisztdznunk kell a szimplektikus sokasag fo-
galmat.

3.6. definicié. Az X 4-sokasagon egy w differencidlhaté 2-format szimplektikus struktirdnak
neveziink, ha w zirt (dw = 0) és nem-elfajuld (w A w # 0). Az X 4-sokasigot szimplektikusnak
nevezziik, ha létezik rajta szimplektikus struktira.

3.7. tétel. 1. (Eltinési tétel) Ha X elddll igy X = X 1#Xo oOsszefiiggd dsszegként, hogy
by (X;) >0 (i =1,2), akkor minden s € G¢(X) spin® struktirdra SWx(s) = 0.
2. (Nem-eltiinési tétel) Ha X-en létezik szimplektikus struktira, akkor létezik olyan sy €
G¢(X) spin® struktira, melyre SWx (so) = %1.

3.8. megjegyzés. Egy w szimplektikus struktira természetesen jelol ki egy spin® struktirat; a
fenti nem-eltiinési tételben szereplé sq spin® struktira éppen a (feltétel szerint 1étez6) szimplek-
tikus struktira altal kijelolt struktirdnak vélaszthaté. Ezt a spin® struktirdt a 0 € H*(X;Z)
elemnek megfeleltetve ilymédon egy szimplektikus struktiira egyben egy G¢(X) ~ H?*(X;Z)
azonositast is megad. Megjegyzendo, hogy a komplex 4-dimenziés sokasagok osztalyozasa
alapjan ismert, hogy minden komplex (egyszeresen Gsszefiiggd) 4-sokasig elldthaté szimplek-
tikus strukturaval.

Egy (részben a fenti tétel atal sugallt) sejtés szerint minden X egyszeresen Gsszefiiggé sima
4-sokasag szimplektikus sokasdgok Osszefiiggd Osszegeként &llt volna eld — hasonldéan a 3-
dimenziéban érvényes 1.11 tétel dltal mutatott képhez. A sejtésre ellenpéldat Szabé [Sz| talalt;
ezt kovetGen Fintushel és Stern adott egy dltaldnosabb (a fenti sejtésre tovabbi ellenpélddkat
szolgéltatd) konstrukciét [F'S]. A tovdbbiakban ez utébbi konstrukciét ismertetjiik.
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3.9. megjegyzés. A 3-dimenzios esethez hasonléan, a 4-dimenzids sokasagok elméletében is
centralis probléma az irreducibilis sokasidgok megtaldldsa. (X-et irreducibilisnek nevezziik,
ha minden X = X #X, Osszefiiggd Osszegre bontdsban X; vagy X, az S* gémbfeliilettel
homeomorf.) Hosszi ideig tigy tiint, hogy egy irreducibilis (egyszeresen osszefiiggd, S*-t6l
kiilonb6z6) 4-sokasag komplex struktirdval ldthaté el. Az els6 ellenpéldék [GM] megtaldlasa
utdn a komplex struktira szerepét a szimplektikus struktiira vette at. Szabd (majd Fintushel és
Stern) ellenpéldai irreducibilis, de szimplektikus struktirat nem hordozé (a 3.7 tétel 2. pontjat
nem teljesitd) sokasdgok voltak. Pillanatnyilag egy sokasdg irreducibilitdsdra nem ismert ekvi-
valens, a sokasag geometridja alapjan megfogalmazhaté feltétel. Itt jegyezziik meg, hogy bar
konnyen lathaté mdédon minden 4-sokasag felbonthaté irreducibilisek Osszefiiggd Osszegére, ez
a felirds tavolrél sem egyértelmii — ellentétben a 3-dimenzids esettel. Az X = §? x S2#CP?
Osszefiiggd Gsszegrol nem nehéz megmutatni, hogy CP?#2CP2-vel diffeomorf, igy tehdt X-nek
két lényegesen kiilonbozé irreducibilis faktorokra bontésa létezik. (Irreducibilis 4-sokasdgokrdl
1d. még [St2].)

Legyen tehat X egyszeresen Osszefliggd (zdrt, irdnyitott) 4-sokasdg és T? C X bedgyazott
térusz, melyre Qx ([T?], [T?]) = 0 (de [T?] a H2(X; Z) homolégia-csoportban nem-nulla). Ekkor
X —vT? egy T? = S' x S x S! peremii sokasag lesz (itt T2 a térusz nyilt csbszerti kornyezetét
jeloli). Legyen tovdbba K C S% egy adott csomd, és vegyiik a (szintén T2 peremil) Yx =
St x (S* — vK) peremes 4-sokasagot. X — vT? és Yi hatdraik mentén valé Gsszeragasztasdval
egy Xy (zért, irdnyithatd) 4-sokasigot kapunk, mely alkalmas T2 — X beédgyazast vélasztva
X-szel lesz homeomorf.

3.10. tétel. (Fintushel és Stern, [FS]) Legyen X egyszeresen dsszefiiggd (zdrt, irdnyitott) sz-
implektikus 4-sokasdg, T?> C X alkalmas bedgyazott torusz, K C S® pedig olyan csomd, melynek
Alezander polinomjiban a féegyitthato # +1. Ekkor X nem irhato fel szimplektikus sokasdgok
0sszefliggd osszegeként. O

A kovetkezo sejtés pedig azt mutatja, hogy egy adott topologikus sokasdgon az Gsszes sima
struktira feltérképezése legaldbb olyan nehéz feladat, mint az S3-beli csomdk osztdlyozésa.
(Ez utébbi pedig a matematika egyik legnagyobb miiltra visszatekinté, és latvanyos fejlédése
ellenére kevéssé értett fejezete.) A sejtés ismertetése el6tt megadjuk azt az eredményt, melyre
a sejtés is tamaszkodik.

3.11. tétel. ([FS]) Legyen X szimplektikus 4-sokasdg, T?> C X alkalmas bedgyazott térusz, K,
és Ky pedig két olyan S3-beli csomd, melyek Alezander polinomja kiilonbozik. Ekkor az Xy, és
Xk, egymdssal (és X -szel) homeomorf 4-sokasdgok nem diffeomorfak. O

3.12. sejtés. Egy fentt X szimplektikus 4-sokasdgra és K, Ky csomokra Xk, és Xk, pontosan
akkor diffeomorfak, ha a K, és Ky csomdk S®-ban ekvivalensek (izotdpak).

Fintushel és Stern a fenti tételeket X Seiberg-Witten invaridnsainak kiszamitasaval latta
be — bebizonyitottdk, hogy SWx és K Alexander polinomja egyértelmiien megadjdk SWx, -t.
Tovabbi operacidk (pl. logaritmikus transzformdcié) alkalmazisdval X-bdl olyan (vele home-
omorf) 4-sokasag &llithaté els, mely semelyik fenti Xx-val sem diffeomorf, igy a 3.12 sejtés
igaz volta esetén azt taldljuk, hogy bizonyos (enyhe) feltételeknek eleget tevé (vagyis megfeleld
téruszt tartalmazo, szimplektikus) 4-sokasdgokra a sima struktirdk feltérképezése nehezebb
feladat mint S3-ban a csomdk osztalyozisa.
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3.13. megjegyzés. A fenti tételek bizonyitdsa az Un. “vagj és ragassz” modszerrel tortént.

Ez a modszer akkor alkalmazhatd, ha egy 4-sokasagot olyan részekbol rakunk ossze, melyekre

a GV operator megoldésai (t6bbé-kevésbé) jol leirhaték. Ekkor a kiilonboz6 részeken kapott

megoldasokat az egész sokasdgon 16v6 megoldassa prébaljuk osszeragasztani, majd megvizsgaljuk,
hogy vajon ilymddon eléallitottunk-e minden megoldast. A részsokasiagokon pedig ugy prébaljuk

a megoldasteret megkapni, hogy a részeket valamely jolismert sokasdgba agyazva a fenti eljaras

megforditdsdval, a megoldasok kivdgdsaval prébédlkozunk. Ilymdédon (szerencsés esetben) az

invaridnsok szdmitdsa (a Mayer-Vietoris tételben megismert séma szerinti) egyszerii algebrara

redukalhat6. A moédszer alkalmazhatésaga azonban nagyban fiigg a konstrukcidoban szerepld

részek illetve azok 3-dimenzids hatarainak topologidjatol.

A 3.11 tételbdl konnyen bizonyithaté példaul a kovetkezod

3.14. tétel. A 2kEg® (4k —1)H (k € N) és a (2n — 1)(1) ® m(—1) (n > 2,m > 10n — 1)
formdkhoz tartozo egyszeresen dsszefiiggd (zdrt, irdnyithatd) topologikus 4-sokasdgok végtelen
sok nem-diffeomorf sima struktirdt hordoznak. O

Amennyiben X egy szimplektikus 4-sokasag, a bedgyazott T? térusz szimplektikus részsokasig
és K C S? fibrdlt csomd (vagyis létezik egy f: S — K — S! fibrélas), igy X is elldthaté szim-
plektikus struktiraval. Tehat az X -szel homeomorf szimplektikus 4-sokasdgok (valdsziniileg) az
S3-beli fibralt csomdk elméleténél osszetettebbek. Egy més megkozelités azonban némi reményt
nyujt szimplektikus 4-sokasdgok megértésére. Legyen eloszor X C CP" egy un. projektiv felilet
(vagyis valamely n-re CP" egy komplex 2-dimenzids — igy valés 4-dimenzids — részsokasdga).
Legyen tovabbd A = CP"~2 C CP”" rogzitett két komplex kodimenzids altér. Az A-t tartalmazé
CP"-beli hipersikok (egy komplex kodimenziés alterek) tere kénnyen lathaté médon CP'-gyel
paraméterezhetd, és azt sem nehéz megmutatni, hogy minden z € X — A pontra pontosan
egy olyan H; (a t € CP' paraméter-értékhez tartozé) A-t tartalmazé altér taldlhaté, melyre
z € H,. Tlymédon egy f: X — A — CP' fiiggvény kaphaté (legyen f(x) =t azon t € CP'-re,
melyre x € H;) mely generikus A-t vdlasztva egy Un. Lefschetz vonalazds (vagy komplex Morse
fliggvény) lesz, vagyis f minden kritikus pontja kornyezetében (lokélisan) 2?2 + 22 alakd. Az
XNA-beli (véges sok) pontot felfijva (vagyis minden pontot egy-egy CP' gombbel helyettesitve)
pedig a fenti f a kapott X komplex feliiletre egy f: X — CP' Lefschetz fibrdldssd (vagyis az
egész X sokasdgon értelmezett Lefschetz vonalazdssa) terjeszthetd ki. Vegyiik észre, hogy f egy
fibruma egy komplex 1-dimenzids zart sokasag, vagyis valamilyen g-re egy 3, Riemann feliilet
lesz.

3.15. megjegyzés. Kodaira munkassaga nyoman ismert, hogy minden egyszeresen osszefiiggo
X komplex 4-sokasdgra meg lehet X komplex struktirdjat ugy valtoztatni, hogy sima struktiréja
ne vatozzék, de az eredményiil kapott (in. deformalt) X' sokasdg mar valamely CP"-be kom-
plex médon bedgyazhaté legyen. Ezekre a deformdlt sokasdgokra pedig a fenti médon Lefschetz
vonalazas, illetve felftjtjukra Lefschetz fibralas talalhato.

Kodaira kutatdsai alapjan (legalabbis az egyszeresen Osszefiiggd esetben) komplex 4-sokasagok
topolégidja és differencidltopolégidja a sokasdgok elméletének egy jol feldolgozott fejezete. E-
szerint egy egyszeresen Osszefiigg$ komplex 4-sokasdg CP2-vel, CP' x CP'-gyel, S;-gyel, egy
elliptikus feliilettel, vagy egy édltaldnos tipusu feliilettel (illetve ezek felfijtjaival) azonosithatd.
(Egy S komplex 4-sokaség elliptikus feliilet, ha 1étezik egy olyan f: S — CP' holomorf fiiggvény,
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melynek dltalanos fibruma egy torusszal diffeomorf. Altaldnos tipust feliiletek definiciéja nagy-
obb el6készitést igényelne, igy ehhez [FM] konyvet ajanljuk az olvasé figyelmébe.) Egy X
(egyszeresen Osszefiiggd) elliptikus feliiletr6l (mely nem felfijtja mas komplex feliiletnek, tehét
minimdlis) ismert, hogy o(X) = —8n és x(X) = 12n valamely n € N egészre. (Itt x(X) az
X sokasdg Euler karakterisztikdjat jeloli.) Altaldnos tipusu feliiletekre pedig belathatd, hogy
30(X) < x(X) és 0 < 50(X)+ 3x(X) + 12 — a 2.3 tétel értelmében ezek topoldgidja a x(X)
és 0(X) algebrai topoldgiai invaridnsok éltal lényegében meghatarozott.

A fent vazoltakndl Osszetettebb analitikus megfontoldsokat alkalmazva Donaldson beldtta
azt, hogy a fenti eredmények minden szimplektikus 4-sokasagra kiterjeszthetok, vagyis

3.16. tétel. (Donaldson, [D2]) Legyen X egy (zdrt) szimplektikus 4-sokasdg. Ekkor létezik X -
nek egy véges B C X részhalmaza és annak X — B komplementumdn egy olyan f: X —B — CP!

fiigguény, mely Lefschetz vonalazds. B pontjait felfujva igy a kapott X szimplektikus sokasdg
Lefschetz fibrdldssal ldathato el. O

3.17. megjegyzés. A tétel (Gompf nevéhez fliz6d6) megforditdsa is igaz [G2]: néhany (jol
megértett) specidlis esetet leszdmitva egy Lefschetz vonalazds (illetve Lefschetz fibrélds) a
sokasdgot szimplektikus struktirdval 14tja el. Informélisan egy f: X — CP' Lefschetz fibralds
a valés (és minden sima sokasdgon létez6) Morse fiiggvény fogalmat terjeszti ki a komplex ese-
tre, igy tehat szimplektikus struktira pontosan akkor létezik egy sima 4-sokasagon, ha valamely
felfijtjan van komplex Morse fiiggvény.

Egy f: X — CP' = S? Lefschetz fibralast generikus f~1(¢) 2 %, fibruma bizonyos kéreinek
kijelolésével lehet leirni. Ezen korok f kritikus pontjaihoz kapcsolédnak, és dltalaban eltdnés:
ciklusoknak hivjsk 6ket. Legyen tehat t, € S? rogzitett reguldris érték, és tegyiik fel, hogy f
injektiv C' = {p1, ..., px} kritikus pontjainak halmazan. (Ez a tulajdonsdg kis perturbaldssal
minden [ Lefschetz fibrélas esetén elérhetd.) Egy t; = f(p;) kritikus értékhez és v;: [0,1] — S2,
a to rogzitett pontot f(p;)-vel Osszekotd uthoz a v; C f~1(ty) egyszerti zart gorbe rendelhetd
avval a tulajdonsaggal, hogy t;-bol v; mentén t;-be utazva v; a fibrumban egy pontra hizdédik
(lasd a 3. abrét). Az eltiinési ciklusok lehetséges szdmanak illetve elhelyezkedésének vizsgalata
Lefschetz fibralasok — és igy szimplektikus 4-sokasdgok — jobb megértését tette a kozelmultban
lehet&vé.

3.18. példa. Egy X — S? Lefschetz fibralds 7 (X) fundamentalis csoporja példdul a mi (f~'(¢))/(v1, - -
faktorral azonosithaté.

3.19. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a v; eltiinési ciklus nemcsak a szinguldris fibrumtél,
hanem a vélasztott ~; uttél is fiigg. Fel szokds tételezni, hogy a szinguldris fibrumok egy
kozépponti egységkor pereme felett helyezkednek el, és a valasztott v,-k éppen ennek a kornek
megfelel6 sugarai. A szinguldris fibrumok korvonal menti sorrendjének megvéltoztatasa az
eltlinési ciklusok megvaltoztatasaval jar — ezeket a transzforméacidékat nem nehéz megérteni,
1d. példéul [GS].

A wv; eltiinési ciklus izotépia-osztalyat valéjaban egy hozza asszocidlt algebrai invaridns,
a vi-hez tendelt (jobbkezes) Dehn csavar meghatdrozza. Legyen Difff (X) a fibralds gener-
ikus f~'(t) = ¥ fibrumdnak (irdnyithaté) diffeomorfizmus-csoportja, Difff () pedig ennek
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ABRA 3. Eltiinési ciklus

egységkomponense. Az 9, = Diff" (X)/Diff§ (¥) faktorcsoportot a 3 Riemann feliilet leképezés-
oszldly csoportjanak nevezik (itt g a X Riemann feliilet nemét jeloli). ¥-n egy ~y egyszerii zart
gbrbe (vagyis S* egy bedgyazdsa) egy D(7y) € M, elemet definidl a kdvetkezé mddon.

3.20. definicié. A 7 C X egyszeri zart gorbe altal meghatdrozott f,: ¥ — X (job-
bkezes) Dehn csavart ugy kapjuk meg, hogy Y-t v mentén felvdgjuk, majd a keletkezd két
hatdrkomponenst egy 360°-os (jobbra) forgatds utdn ismét Osszeragasztjuk. (Formélisan, a
vy C X tubuldris kornyezetet S* x (0,1)-gyel azonositva azon legyen f.,(6,t) = (0 + 2nt,t)
majd ezt siman identitdsként terjessziik ki vy komplementumaéra.) Az f, dltal meghatdrozott
IM,-beli elemet D(7y)-val jeldljiik.

3.21. tétel. Egy D(v) Dehn csavar izotdpia erejéig meghatdrozza az 6t definidld egyszert zdrt
gorbét. O

Ilymédon tehdt az f: X — S? Lefschetz fibrdlast a D(v;)D(vg) - - - D(vg), My-beli sz6
hatdrozza meg. Vagyis egy Lefschetz fibrilds (igy attételesen egy szimplektikus 4-sokasig) egy
algebai invaridnssal — az eltiinési ciklusok dltal adott Dehn csavarokbdl alkotott 91,-beli széval
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— adhat6 meg. M, Osszetett viselkedése miatt azonban szimplektikus sokasdgok ilyen jellegii
leirdsa még kiaknazasra var.

4. FUGGELEK: EGZOTIKUS R*-EK

A 4-dimenziés differencidltopolégia taldn legmeghdkkentébb eredménye egzotikus R*-ek léte-
zésének beldtasa volt. (Egy X sima sokasdgot akkor neveziink egzotikus R*-nek, ha homeomorf
de nem diffeomorf a standard 4-dimenzids euklideszi térrel, R*-gyel.) Ez az eredmény kiilonosen
a kovetkezo tétel fényében furcsa:

4.1. tétel. Legyen X olyan sima n-sokasdg mely R™-nel homeomorf és tegyiik fel, hogy n # 4.
Ekkor X és R™ diffeomorfak. O

Vagyis egzotikus euklideszi terek csak 4-dimenziéban létezhetnek, ott azonban rogton elég
sok talalhato:

4.2. tétel. Minden (s,t) € R? paraméter-értékre megkonstrudlhatd egy olyan Xs; egzotikus
R*, hogy X, pontosan akkor diffeomorf Xg y-vel ha (s,t) = (s',t'). O

Az elsé egzotikus R* 1étezésének beldtasdhoz (Casson egy korébbi otlete nyomdn) Freedman
és Donaldson korabban targyalt eredményeit hasznaltak fel. Freedman tétele szerint az Sy
(3.1 pontban definidlt) K 3-feliilet topologikusan felbonthaté egy olyan Sy = X # X, Osszefliggd
Osszegre, hogy Qx, = 2Fg és Qx, = 3H. (Ez kovetkezik abbdl, hogy a fenti tulajdonsigu
X1, X, topologikus sokasagok a 2.3 tétel szerint léteznek, és — ismét a 2.3 tétel szerint —
X # X, Osszefiiggd Osszegiik az S, sokasdggal homeomorf.) Az X sokasig azonban Donaldson
2.5 tétele értelmében nem lathaté el sima struktirdval, igy a fenti (topologikus) Gsszefiiggo
Osszegre bontds siman nem hajthaté végre. Azon pontok kornyezetének vizsgalata, melyekben
az Osszefiiggd Osszeg vétetett, vezet el végiilis egy egzotikus R? 1étezésének beldtdsdhoz. Errél
az egzotikus R*-r6l beldthaté példdul, hogy simdn nem &gyazhaté be a standard euklideszi
R*-be. (A fenti érvelés tovabbi részleteirél lasd [FU].)

A Donaldson majd Seiberg-Witten invaridnsok megtaldldsa egzotikus R*-ek egy mésik faj-
tajanak felfedezéséhez vezetett. Ezen egzotikus R*-ek a standard 4-dimenzids euklideszi tér
nyilt részhalmazaiként is el6allithaték; a tovdbbiakban ezek konstrukcidjat fogjuk (vézlatosan)
megadni. Vegylink tehdt két egyszeresen Osszefiiggd, homeomorf de nem diffeomorf zdrt 4-
sokasagot, legyenek ezek Xy és X;. (Ilyen példat kapunk Sy és (Sy) g vélasztdssal minden olyan
K csoméra melynek Alexander polinomja # 1.) Wall kordbban (a 2.4 megjegyzésben) idézett
tétele szerint ekkor X, és X; kozott létezik egy W h-kobordizmus. Nem til nehéz belatni
azt, hogy W-t az X, x [0, 1] 5-sokasagra pusztan 2- és 3-indexii fogantyik ragasztdsaval is el
lehet allitani. Ha csak a 2-fogantytikat ragasztjuk oda Xy x [0,1]-hez, akkor egy (X 1 fels6
peremii) Wi kobordizmust kapunk. Az X 1 4-sokasagban taladlhaték meg W 2-fogantyiinak
Ay, ..., A, Ov- és 3-fogantyiinak By, ..., B, ragaszt6 gombjei. Mivel W egy h-kobordizmus,
(esetleg izotGpia alkalmazdsa utdn) feltehetd, hogy az A, - B; algebrai metszési szam 0;;-vel
egyenlo. Amennyiben ez az algebrai metszet egyenlové teheté lenne a geometriaival, gy
a 3.7 lemma alkalmazhatéva valna, ami végilis W trivialitdsat és igy egy Xy = X; dif-
feomorfizmust eredményezne — ellentétben X, és X; valasztasaval. Az algebrai és geome-
triai metszésszam a szokdsos (kordbban targyalt) médon azért nem tehetd egyenlévé, mert a
Whitney triikkk nem alkalmazhaté 4-dimenziéban. Az ellentétes elGjelti pontparokat A;-ben
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és Bj-ben 0sszekotd gorbékbdl osszeflizott hurok ugyan pontrahdzhaté lesz X 1= UA; U Bj-

ben (ehhez esetleg izotépidval a gémboket valtoztatni kell), az igy kapott D?-k azonban nem
feltétleniil lesznek bedgyazottak, igy nem taldljuk meg a korabban latott lokdlis modellt. Di-
menzi6-okokbdl feltehetd, hogy D? képének véges sok (transzverzalis) onatmetszése van. Egy
ilyen onatmetszést a Whitney triikk ismételt alkalmazasaval probalhatunk meg eltiintetni:
az Onatmetszés altal definialt hurkot X 1 -ben pontrahizva ismét egy immertélt (véges sok

transzverzalis ondtmetszéssel rendelkezd) D?-t kapunk. Ezt a processzust végtelen sokszor
elismételve hatarértékben egy CH C X 1 alteret, egy un. Casson fogantyut kapunk. Véve
az Osszes A;, B; gombok csoszerii kornyezeteinek illetve az ellentétes el6jeldl pontparokhoz tar-
toz6 Casson fogantyiknak az unidjat, X 1 egy nyilt U részét kapjuk. U-bdl B;-k menti miitéttel
(vagyis U x |0, 1]-hez 3-fogantyik ragasztdsival) V; C X, mig A;-k menti mitéttel Vo C X nyilt
részeket kaphatunk meg. Freedman kordbban idézett 2.3 tételének bizonyitdsaban a kozponti
(és legnehezebb) 1épés annak beldtdsa, hogy a fent definidlt Casson fogantyik a D? x D?
szokasos fogantyival homeomorfak. (Ilymédon tehdt a magasabb dimenzidkban megismert
miitéti eljardsok véghezviheték.) EbbOl adédéan azonban az is latszik, hogy topologikusan a
Whitney triikkk véghezvihetd, vagyis topologikusan V; valéjaban R*-gyel azonos (tehat home-
omorf vele). Konnyen ellenérizheté az is, hogy Xo — Vi és X; — Vi diffeomorfak, hiszen a W
kobordizmust ezekre a peremes sokasagokra megszoritva trivialis koborizmust kapunk, mivel
minden fogantyt-ragasztds Vp-en beliil tortént. Ilymddon tehét Vy és V) egy-egy R*-gyel home-
omorf nyilt sokasdg. Amennyiben ezek a standard R*-gyel diffeomorfak lennének, gy az U
részsokaségot Vj x [0, 1]-re cserélve (Vo = V) = R* miatt) X és X; kozott egy trivialis kobordiz-
must, végeredményben tehat egy Xy = X, diffeomorfizmust kapnank, ami azonban ellentmond
X és X valasztasanak. Evvel tehdt belattuk, hogy a fent megkapott Vy C X, részsokasag egy
egzotikus R*.

Az ilyen, in. h-kobordizmusos konstrukciéval taldlt egzotikus R*-ekrél beldthat6, hogy
a standard eukideszi tér nyilt részhalmazaival diffeomorfak; egy bonyolultabb érvelést alka-
Imazva valGjaban kontinuum sok, fenti konstrukciéval adott (tehdt a standard R*-be dgyazhatd),
egymassal nem diffeomorf egzotikus R* taldlhaté. (Egzotikus R*-ek kiilonbozé konstrukeibirdl
és tovabbi furcsasdgairdl [G1] cikkben illetve [GS] kényvben olvashatunk.)
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