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Stipsicz Andras Kontakt struktarak: létezés és egyértelmiiség



Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Sokasagok

Egy X topologikus tér egy sima sokasag, ha lokalisan olyan mint
valamilyen R” (tehat minden pont koriil van egy lokdlis térkép), és a
térképek kozotti atmenet végtelenszer folytonosan differencialhaté.
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Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Sokasagok

Egy X topologikus tér egy sima sokasag, ha lokalisan olyan mint
valamilyen R” (tehat minden pont koriil van egy lokdlis térkép), és a
térképek kozotti atmenet végtelenszer folytonosan differencialhaté.

Formalisan: létezik egy olyan {(Ua, ¢o) | @ € A} halmazrendszer
(egy atlasz), melyre

o U, C X nyilt és Upecal, = X,

® ¢o: Uy — R" homeomorfizmus, és

o ¢po ¢, végtelenszer folytonosan differencialhaté (ahol
értelmezett)
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Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Atmené fiiggvények leirasa
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Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Erintévektorok

Egy ilyen X téren értelmes f: X — R fliggvények
differencialhat6sagardl beszélni (térképen nézziik; a lanc-szabaly
miatt ez a tulajdonsag térképtdl fliggetlen).

Tudunk iranymenti derivaltat is venni: ha egy U, térképen a ¢,
altal adott koordinatak {xi,...,xn}, akkor a szokasos )" a,-a%_
formulat alkalmazzuk (ez az (ay, ..., ap)-irdnyd derivalt).
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Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Erintévektorok

Egy ilyen X téren értelmes f: X — R fliggvények
differencialhat6sagardl beszélni (térképen nézziik; a lanc-szabaly
miatt ez a tulajdonsag térképtdl fliggetlen).

Tudunk iranymenti derivaltat is venni: ha egy U, térképen a ¢,
altal adott koordinatak {xi,...,xn}, akkor a szokasos )" a,-a%_
formulat alkalmazzuk (ez az (ay, ..., ap)-irdnyd derivalt).

Ha egy pont két térképben is benne van, akkor ismét a lanc-szabaly
segit: az {y1,...,yn} ((Us, ¢g) altal adott) koordinatakban a
megfelels iranymenti derivalt a

Oyi
Z "Ox; 87,

formulaval adhaté meg.
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Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Erintényalab

Az érintSvektorokat ezekkel az iranymenti derivalasokkal
definialhatjuk.

Stipsicz Andras Kontakt struktarak: létezés és egyértelmiiség



Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Erintényalab

Az érintSvektorokat ezekkel az iranymenti derivalasokkal
definialhatjuk.

Az érintSvektorok egy tjabb sokasagot, az X sokasag TX
érintéterét alkotjak; ez 2n-dimenziés lesz. A

T TX = X

vetités pedig az érintényalabot adja meg. Ennek fibrumai az
érintéterek (a fibrumok tehat vektorterek).
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Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Differencialformak

Egy A\: TX — R olyan fliggvényt, mely 7w: TX — X fibrumain
(vagyis az érintStereken) linearis, 1-formanak neveziink.
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Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Differencialformak

Egy A\: TX — R olyan fliggvényt, mely 7w: TX — X fibrumain
(vagyis az érintStereken) linearis, 1-formanak neveziink.
Hasonléan, egy olyan hozzarendelést, mely a TX egy fibrumaban
lévé k vektorhoz rendel gy egy valés szamot, hogy minden
fibrumon egy k-linearis, antiszimmetrikus format kapjunk, az X
sokasag differencial-formajanak (k-formajanak) neveziink.
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Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Ekszorzat

Ha « és [ egy k- és egy m-forma, akkor ae A 3 ékszorzat egy olyan
(k + m)-forma, mely egy vektor-(k + m)-esen gy értékelédik ki,
hogy a vektorok egy permutaciéjat behelyettesitjiik a-ba és [3-ba,
ezeket az értékeket 6sszeszorozzuk, a kapott szamokat pedig
dsszeadjuk a permutacié paritasatdl fiiggd elgjellel.
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Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Ekszorzat

Ha « és [ egy k- és egy m-forma, akkor ae A 3 ékszorzat egy olyan
(k + m)-forma, mely egy vektor-(k + m)-esen gy értékelédik ki,
hogy a vektorok egy permutaciéjat behelyettesitjiik a-ba és [3-ba,
ezeket az értékeket 6sszeszorozzuk, a kapott szamokat pedig
dsszeadjuk a permutacié paritasatdl fiiggd elgjellel.

Példaul \1,..., A 1-formakra a A1 A ... A A\ k-forma értéke a
V1, ..., Vg érintévektorokon a (A;(v;)) matrix determinansa.
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Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Ekszorzat

Ha « és [ egy k- és egy m-forma, akkor ae A 3 ékszorzat egy olyan
(k + m)-forma, mely egy vektor-(k + m)-esen gy értékelédik ki,
hogy a vektorok egy permutaciéjat behelyettesitjiik a-ba és [3-ba,
ezeket az értékeket 6sszeszorozzuk, a kapott szamokat pedig
dsszeadjuk a permutacié paritasatdl fiiggd elgjellel.

Példaul \1,..., A 1-formakra a A1 A ... A A\ k-forma értéke a
V1, ..., Vg érintévektorokon a (A;(v;)) matrix determinansa.

Az x; koordinata-fliggvényre dx; értéke % vektoron §j;.
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Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Kulsé derivalt

Egy a k-formara a da (k + 1)-forma a kdvetkezé médon definialt:
legyen egy térképen

o= Zf/(xl,...,x,,)dx,':l AL N dx,

ekkor

" of,
dazza—;d@-/\dx,-l/\.../\dx,-k.
j=1 "
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Bevezetés

Sima sokasagok
Differencialformak

Kulsé derivalt

Egy a k-formara a da (k + 1)-forma a kdvetkezé médon definialt:
legyen egy térképen

a—Zf/(xl, coXp)dXiy A LA dXG,

ekkor

n
da—zgjdxj/\dx,-l AN dX .
j=1 "
Stokes tétele ekkor: egy w k-formara és egy C C X peremes
(k 4 1)-dimenziés részsokasagra [ dw = [;-w.
(Ez az f[a,b] F'dx = f@[a,b] F = F(b) — F(a) Newton-Leibniz
formula altalanositasa.)
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Kontakt és szimplektikus struktarak S s sshestme

Kontakt sokasagok

Szimplektikus struktarak

Definicié

Legyen X egy 2n-dimenziés sima sokasag. Az w 2-forma egy
szimplektikus forma ha
e w nem-elfajulé (fibrum-menti tulajdonsdg: minden v # 0-ra
legyen w hogy w(v,w) #0), és

@ w zart, vagyis dw = Q.

A nem-elfajulésag avval ekvivalens, hogy w A ... Aw # 0 (és akkor
minden bazisra egy el6jelet ad, ami a sokasagon egy irdnyitast
Jelent).

2-dimenziéban (tehat n = 1 esetén) w egyszer(en egy teriileti
forma.
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Kontakt és szimplektikus struktarak

Szimplektikus sokasagok

Kontakt sokasagok

o R2"-en az (x1,¥1,..,Xn, ¥n) koordinatakban

w:de,-/\dy,-

2-forma szimplektikus lesz. (Ez az an. standard szimplektikus
forma.)

@ TX-en (pontosabban a T*X duélis téren) egy természetes
szimplektikus struktiara adédik (a Liouville formabdl). Ezt
alkalmazzuk klasszikus mechanikai rendszerek leirasaban
(Hamilton formalizmus).
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Kontakt és szimplektikus struktarak

Szimplektikus sokasagok
Kontakt sokasagok

Kontakt struktarak

Legyen most X egy (2n + 1)-dimenzids iranyitott sokasag.

Definicié

A )\ 1-forma X-en egy kontakt forma ha
AANAAA ... AdA=AAdA > 0.

A& =ker A < TX altér-mezé az X-en egy kontakt struktara.

A £ altérmezén a d\ 2-forma egy szimplektikus forma lesz.
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Kontakt és szimplektikus struktarak Sefimalhailis eslesdaa

Kontakt sokasagok

Standard kontakt struktira

Az R?"+1 téren (a (z,x1,¥1, -, Xn, yn) koordinatakban) a

A=dz+ ) xdy;

1-forma egy kontakt struktarat, a & standard kontakt struktarat
hataroz meg.
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Kontakt és szimplektikus struktarak Sl solesiat

Kontakt sokasagok

3-dimenziéban

R3-ban a standard kontakt struktara cilindrikus (r, ¢, z)
koordinatakban a kovetkezd formaval adhaté meg:
A\ = dz + r? - d¢. Rajzban:

3

4

/ |

Stipsicz Andras Kontakt struktarak: létezés és egyértelmiiség



Kontakt és szimplektikus struktarak Sefimalhailis eslesdaa

Kontakt sokasagok

Sehol sem integralhatésagi feltétel

Egy 3-dimenziés sokasagra A A dA = 0 azt jelentené, hogy a

& = ker X\ altér-mezé integralhaté (ez Frobenius tétele), vagyis
beagyazott feliiletek érintévektoraiként allithat6 el6. A kontakt
feltétel: sehol sem integralhaté, maximalisan 'csavarodott’
tulajdonsagot ad.

A fogalom el6szér Sophus Lie egy 1872-es cikkében jelenik meg,
mint kontakt transzformacick (Beriihrungstransformationen =
érintkezési transzformaciok).
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Komplex és Kahler geometria
Motivacié Reeb dinamika
Kapcsolat

Kahler sokasagok

Definicié

Egy Z komplex sokasag Kahler ha létezik rajta egy olyan g
metrika, hogy az w(v,w) = g(iv, w) 2-forma szimplektikus.

Ilyen példaul minden komplex projektiv tér, és ezek komplex
részsokasagai.
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Komplex és Kahler geometria
Motivacié Reeb dinamika
Kapcsolat

Kahler sokasagok

Definicié

Egy Z komplex sokasag Kahler ha létezik rajta egy olyan g
metrika, hogy az w(v,w) = g(iv, w) 2-forma szimplektikus.

Ilyen példaul minden komplex projektiv tér, és ezek komplex
részsokasagai.

Egy szimplektikus struktiara tehat a komplex projektiv sokasag
fogalmanak altalanositasa.
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Komplex és Kahler geometria
Motivacié Reeb dinamika
Kapcsolat

Stein tartomanyok

Egy X sima sokasag differencialhaté médon beagyazhaté valamely
RN-be (Whitney tétele szerint). Ha Z komplex, akkor a kompakt
esetben (a maximum elv szerint) holomorfan Z soha nem
agyazhaté be CN-be.
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Komplex és Kahler geometria
Motivacié Reeb dinamika
Kapcsolat

Stein tartomanyok

Egy X sima sokasag differencialhaté médon beagyazhaté valamely
RN-be (Whitney tétele szerint). Ha Z komplex, akkor a kompakt
esetben (a maximum elv szerint) holomorfan Z soha nem
agyazhaté be CN-be.

Ha Z nem-kompkat (de komplex), ez néha megtehets: az ilyen
(tehat valamely CN holomorf részeként el6allé) komplex
sokasagokat Stein sokasagoknak hivjak.
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Komplex és Kahler geometria
Motivacié Reeb dinamika
Kapcsolat

Betolthet&ség

Legyen Z C CN egy Stein sokasag, es vegyiik a Zp = Z N By(R)
metszetet (ahol By(R) az origd kdzéppontd, R sugard tomor
goémb); Zg egy an. Stein tartomany lesz, aminek 0Zr peremén a
T(0Zr) NiT(0Zr) metszet egy & altérmezét ad.
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Komplex és Kahler geometria
Motivacié Reeb dinamika
Kapcsolat

Betolthet&ség

Legyen Z C CN egy Stein sokasag, es vegyiik a Zp = Z N By(R)
metszetet (ahol By(R) az origd kdzéppontd, R sugard tomor
goémb); Zg egy an. Stein tartomany lesz, aminek 0Zr peremén a
T(0Zr) NiT(0Zr) metszet egy & altérmezét ad.

Az igy kapott £ mezs egy kontakt struktira lesz, melyet Stein
betélthets kontakt struktaranak neveziink.
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Komplex és Kahler geometria
Motivacié Reeb dinamika
Kapcsolat

Betolthet&ség

Tehat kontakt struktarak Stein sokasadgok 'peremén’ természetes
modon jelennek meg. Ez a konstrukcié adja kontakt struktarak
(egyik) leggazdagabb forrasat.

Hasonl6 konstrukcié miikddik peremes szimplektikus sokasagokra is,
ezek adjak a szimplektikusan betdlthetd kontakt struktarakat.
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Komplex és Kahler geometria
Motivacié Reeb dinamika
Kapcsolat

Reeb dinamika, Weinstein sejtése

Legyen & egy kontakt struktdra, amit egy (nem egyértelmd) A
kontakt 1-forma definial. Legyen V = {v,} egy olyan vektormezé
(vagyis minden pontban egy érintévektor) X-en, amire

@ d\(vx,w) =0 minden w € T, X-re, é&s minden x € X-re, és
@ A(vyx) = 1 minden x € X-re (normalasi feltétel).

A V vektormezd neve: Reeb vektormezd, ezt A meghatarozza.
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Komplex és Kahler geometria
Motivacié Reeb dinamika
Kapcsolat

Reeb dinamika, Weinstein sejtése

Legyen & egy kontakt struktdra, amit egy (nem egyértelmd) A
kontakt 1-forma definial. Legyen V = {v,} egy olyan vektormezé
(vagyis minden pontban egy érintévektor) X-en, amire
@ d\(vx,w) =0 minden w € T, X-re, é&s minden x € X-re, és
@ A(vyx) = 1 minden x € X-re (normalasi feltétel).
A V vektormezd neve: Reeb vektormezd, ezt A meghatarozza.

A V vektormezé altal meghatarozott dinamikai rendszer elég
specialis:

Sejtés (Weinstein Sejtése)

Egy Reeb vektormezének mindig van zart orbitja.

(3-dimenziés sokasagokra ez Taubes egy tétele, a bizonyitas
Seiberg-Witten elméleten és holomorf gorbék alkalmazasan alapul.)
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Komplex és Kahler geometria
Motivacié Reeb dinamika
Kapcsolat

Kontakt és szimplektikus kozotti kapcsolat: kontakt sokasag
szimplektizaltja

Egy kontakt sokasag mindig megad egy szimplektikusat:

Definicié

Legyen (M, &) egy adott kontakt sokasag és A egy kontakt forma.
Ekkor az p = e*\ 1-format véve az M x (0, 00) szorzaton, a
Symp(M, &) = (M x (0, 00), dn) szimplektizaltat kapjuk.
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Komplex és Kahler geometria
Motivacié Reeb dinamika

Kapcsolat

Szimplektikus struktara: lehetévé teszi, hogy az X sokasagon
"holomorf’ (pontosabban pszeudo-holomorf) médszereket
alkalmazzunk: ezeken a sokasadgokon mindig van majdnem-komplex
struktdra (egy olyan J: TX — TX leképezés, amire Jo J = —Id),
ami az w szimplektikus struktaraval majdnem-Kahler-ré teszi a
sokasagot. Ennek segitségével értelmezheté egy f: C — X, C
komplex sokasagon (pl. C-n) értelmezett fiiggvény komplex
derivalhatésaga.
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Komplex és Kahler geometria
Motivacié Reeb dinamika

Kapcsolat

Szimplektikus struktara: lehetévé teszi, hogy az X sokasagon
"holomorf’ (pontosabban pszeudo-holomorf) médszereket
alkalmazzunk: ezeken a sokasadgokon mindig van majdnem-komplex
struktdra (egy olyan J: TX — TX leképezés, amire Jo J = —Id),
ami az w szimplektikus struktaraval majdnem-Kahler-ré teszi a
sokasagot. Ennek segitségével értelmezheté egy f: C — X, C
komplex sokasagon (pl. C-n) értelmezett fiiggvény komplex
derivalhatésaga.

A Reeb vektormez§ zart orbitjai, és a szimplektizaltban levs
(pszeudo-)holomorf gérbék egy "homoldgia-elméletet’ (az an.
kontakt homologiat) definialjak.
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Kontakt topolégia

Kontakt topolégia 3-dimenziés kontakt topolégia

Kontakt topolégia

A kontakt topoldgia két alapvetd kérdése:
@ Mely sima sokasagokon létezik kontakt struktara?

@ Ha egy X sokasagon van kontakt struktira, akkor soroljuk fel
az osszeset.
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Kontakt topolégia

Kontakt topolégia 3-dimenziés kontakt topolégia

Majdnem-kontakt struktarak

Ha \ egy kontakt 1-forma M-en, akkor M-en létezik egy olyan
(A, w) par (amiben X egy 1-forma, és w egy 2-forma), hogy
AAWN > 0 (valasszuk w = dA-t).
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Kontakt topolégia

Kontakt topolégia 3-dimenziés kontakt topolégia

Majdnem-kontakt struktarak

Ha \ egy kontakt 1-forma M-en, akkor M-en létezik egy olyan
(A, w) par (amiben X egy 1-forma, és w egy 2-forma), hogy
AAWN > 0 (valasszuk w = dA-t).

Egy fenti (\,w) par: majdnem-kontakt struktira. Ennek létezése
nyilvan sziikséges ahhoz, hogy M-en legyen kontakt struktdra, és
ennek létezése algebrai topoldgiai mészerekkel elddnthetd.
(Ekvivalens avval, hogy a TM nyalab felhasad R & E &sszegre, ahol
E egy komplex n-dimenziés nyalab.)
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Kontakt topolégia

Kontakt topolégia 3-dimenziés kontakt topolégia

Majdnem-kontakt struktarak

Egy Y 3-sokasagra egy majdnem-kontakt struktira egy iranyitott
2-mez6 (vagyis minden T, Y érintétérben egy iranyitott
2-dimenziés altér).
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Kontakt topolégia

Kontakt topolégia 3-dimenziés kontakt topolégia

Majdnem-kontakt struktarak

Egy Y 3-sokasagra egy majdnem-kontakt struktira egy iranyitott
2-mez6 (vagyis minden T, Y érintétérben egy iranyitott
2-dimenziés altér).

Majdnem-kontakt struktarakat jénéhany esetben expliciten
osztalyozni lehet, példaul S?"1 gombfeliiletekre, vagy 3- és
5-dimenziés sokasagokra.
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Kontakt topolégia

Kontakt topolégia 3-dimenziés kontakt topolégia

A harom-dimenziés eset

Definicié

Legyen (Y, &) egy adott kontakt 3-sokasag, és D> C Y egy
beagyazott korlap. A kérlap talcsavart (overtwisted) ha pereme
mentén &|pp2 = TD?|gp2. A & kontakt struktiira talcsavart ha
van benne tilcsavart kérlap.

Példaul: a Ao = cosr - dz + rsinr - d¢ kontakt 1-forma az R3-on
(az (r, ¢, z) cilindrikus koordinatakban), az {r < 7,z = 0}
korlappal ilyen. (Emlékeztetdiil: a standard forma A = dz+r?-d¢.)
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Kontakt topolégia

Kontakt topolégia 3-dimenziés kontakt topolégia

A talcsavart kontakt struktara rajza

f | .-llll‘f_r:.-r_ yiE #"II

| . ke
e e W i
- ,;.-.‘? \ B ‘ﬁ J
O,
%‘\-u..__ ' ____-.--""-'.
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Kontakt topolégia

Kontakt topolégia 3-dimenziés kontakt topolégia

Az OT korlap rajza

Ha a £ altérmez6t elmetsszitk a D talcsavart korlap TD
érint6nyalabjaval, akkor a keletkezé (szingularis) mezé
integralgorbéi igy néznek ki. (Bal oldalon a lapos korlap, mellette a
kicsit felptpositott esete.)

)
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Kontakt topolégia 3-dimenziés kontakt topolégia

Klasszifikaciés tételek

Tétel (Eliashberg, 1990, Lutz, Martinet, 60-as évek)

Legyen Y egy 3-dimenziés sokasiag. Minden majdnem-kontakt
struktira Y -on pontosan egy OT kontakt struktirat tartalmaz.
(Vagyis minden 2-dimenzids iranyitott altér-mezé pontosan egy OT
kontakt struktiraba mozgathatd.)

Kovetkezmény

Legyen &1,&> egy Y 3-sokasdgon lévé olyan kontakt struktirak
parja, melyek homotépak (mint majdnem-kontakt struktarak,
vagyis mint irdnyitott 2-mezdk). Egy tetszbleges (ot tilcsavart
struktarara ekkor &1#EoT és Eo#EoT mar azonosak lesznek.
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3-dimenziés kontakt topolégia

Kontakt topolégia

Feszes strukturak

Definicié
Egy £ kontakt struktira akkor feszes (tight), ha nem tdlcsavart.
Ha & (Stein vagy szimplektikusan) betélthets, akkor feszes.

Feszes struktarak sokkal nehezebben talalhatéak, és sokkal tobbet
mondanak a sokasag geometridjarél. Pl. ha £ feszes Y-on és
> C Y egy g génusza 2-dimenzids feliilet, akkor

[{ca(€), [X])] < 2g —2.

Feszes struktirak létezése azonban altalaban még nem tisztazott.
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Kontakt topolégia 3-dimenziés kontakt topolégia

Létezési tétel feszes kontakt struktirakra

Perelman tétele szerint: Minden 3-sokasag hiperbolikus és Seifert
fibralt részekbsl tehets Gssze S? és T2 menti ragasztasokkal.
Nem-trivialis T2-menti ragasztasokra mindig van (végtelen sok
kiilonbdzs) feszes struktara, S? menti ragasztasokra pedig a
komponensek feszes struktirai 'dsszeadédnak’. Tehat a
hiperbolikusak és a Seifert fibraltak az igazan érdekesek.
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Kontakt topolégia

Kontakt topolégia 3-dimenziés kontakt topolégia

Létezési tétel feszes kontakt struktirakra

Perelman tétele szerint: Minden 3-sokasag hiperbolikus és Seifert
fibralt részekbsl tehets Gssze S? és T2 menti ragasztasokkal.
Nem-trivialis T2-menti ragasztasokra mindig van (végtelen sok
kiilonbdzs) feszes struktara, S? menti ragasztasokra pedig a
komponensek feszes struktirai 'dsszeadédnak’. Tehat a
hiperbolikusak és a Seifert fibraltak az igazan érdekesek.

Tétel (Lisca-S., 2007)

Feszes kontakt struktirak létezése Seifert fibralt 3-sokasigokon
teljesen ismert: mindig létezik, kivéve az S3, 1(Ta2n+1) N €N
sokasagokon.
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3-dimenziés kontakt topolégia

Kontakt topolégia

Specialis Seifert fibraltakra: feszes struktarak teljes klasszifikacigja
is megvan (Wu, Ghiggini, Ghiggini-Lisca-S.).
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Stein betdlthetd struktarak vizsgalata
Létezési tételek
Magas dimenzids tilcsavartsag

Magas dimenziés kontakt sokasagok A Borman-Eliashberg-Murphy tétel

Kontakt struktarak |étezése magasabb dimenziéban

Legyen M egy (2n + 1)-dimenzids sokasag.
Egy Stein betdlthetd struktira létezése: topolégiai feltétel.

Stipsicz Andras

Kontakt struktarak: létezés és egyértelmiiség



Stein betdlthetd struktarak vizsgalata
Létezési tételek

Magas dimenzids tilcsavartsag

A Borman-Eliashberg-Murphy tétel

Magas dimenziés kontakt sokasagok

Kontakt struktarak |étezése magasabb dimenziéban

Legyen M egy (2n + 1)-dimenzids sokasag.
Egy Stein betdlthetd struktira létezése: topolégiai feltétel.

Tétel (Eliashberg, 1991)

Egy M (2n + 1)-sokasagon n > 2 esetén pontosan akkor van Stein
betéltheté kontakt struktira, ha M = OW?"*+2, ahol W?2+?2
kompakt, van rajta majdnem-komplex struktira (egy

J: TW — TW fibrum-tart6 leképezés, melyre J o J = —Id), és egy
olyan f: W — R fiiggvény, melynek minden kritikus pontja
legfeljebb (n + 1)-index.

(Az index a (af?gX,) szimmetrikus matrixbdl szamithaté ki.)
i0Xj
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Stein betdlthetd struktarak vizsgalata
Létezési tételek

Magas dimenzids tilcsavartsag

Magas dimenziés kontakt sokasagok A Borman-Eliashberg-Murphy tétel

Ezalapjan: obstrukcié adhaté, mely egy (M, () majdnem-kontakt
sokasagra pontosan akkor tiinik el, ha létezik Stein betdlthets
kontakt strukttra M-en ami (-val homotép (Bowden-Crowley-S.,
2012). Ebbsl néhany kdvetkezmeény:

Tétel (Bowden-Crowley-S, 2012)

e Ha M 7-dimenziés, m1(M) = 1 és mo(M) szabad Abel, akkor
minden majdnem-kontakt struktira M-en homotdp egy (Stein
betélthetd) kontakttal.

o Ha X egy olyan egzotikus gémb (tehat az S>"+1 gémbbel
homeomorf, de nem diffeomorf sokasag), mely nem hatarol
spin sokasagot (ilyen van minden 8k + 1 alaki dimenziéban),
akkor X_-n nincs Stein betélthet6 kontakt struktiira.

o Az S8 =1 Kk > 2 esetén gbmbén van olyan majdnem-kontakt
struktira, ami nem homotdp Stein betélthetével.
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Létezési tételek
Magas dimenzids tilcsavartsag

Magas dimenziés kontakt sokasagok A Borman-Eliashberg-Murphy tétel

Kontakt struktrak szorzatokon

o (Geiges-S, 2010) Ha X 4-dimenziés szimplektikus, akkor
X x Sl-en van kontakt struktura.

o (Bourgeois, 2004) Ha (M, &) egy kontakt sokasag és ¥ egy a
gombtél kiilonbézé feliilet, akkor M x ¥-n is van kontakt
struktira.

o (Bowden-CrowleyS, 2012) A fenti &llitss & = S>-re is igaz.
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Magas dimenziés kontakt sokasagok A Borman-Eliashberg-Murphy tétel

Kontakt struktrak szorzatokon

o (Geiges-S, 2010) Ha X 4-dimenziés szimplektikus, akkor
X x Sl-en van kontakt struktura.

o (Bourgeois, 2004) Ha (M, &) egy kontakt sokasag és ¥ egy a
gombtél kiilonbézé feliilet, akkor M x ¥-n is van kontakt
struktira.

o (Bowden-CrowleyS, 2012) A fenti &llitss & = S>-re is igaz.

Tétel (Casals-Pancholi-Presas, Etnyre, 2013)

Legyen ( egy majdnem-kontakt struktira az M 5-dimenzids
sokasagon. Ekkor van egy (-val homotdp £ kontakt struktira M-en.
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Stein betdlthetd struktarak vizsgalata
Létezési tételek
Magas dimenziés thlcsavartsag

Magas dimenziés kontakt sokasagok A Borman-Eliashberg-Murphy tétel

Talcsavaras magas dimenzidban

A talcsavart tulajdnosag altalanositasa: Niederkriiger (2006): egy
(2n + 1)-dimenziés (M, §) kontakt sokasagban egy plastikstufe P
(ez talcsavart korlapok egy (n — 1)-dimenziés csaladja). A definicié
helyett egy kép: 5-dimenziéban talcsavart kérlapok egy 1-dimenzids
(S1) csaladja (ismét a TP N ¢ integraljainak lerajzolasaval):
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Stein betdlthetd struktarak vizsgalata
Létezési tételek

Magas dimenziés thlcsavartsag

A Borman-Eliashberg-Murphy tétel

Magas dimenziés kontakt sokasagok

Eredmények plastikstufe-krél

o (Niederkriiger) Ha (M, &) tartalmaz egy P plastikstufe-t, akkor
nem betdlthetd.

o (Etnyre-Pancholi) Ha M-en van kontakt struktira, akkor olyan
is van, amiben van plastikstufe.

@ (Murphy-Niederkriiger-Plamenevskaya-S) Ha M x [0, 1]-en van
egy olyan Stein struktdara, ami M x {i}-n a & (i=0,1)
kontakt struktdrat indukalja, és (Mp,{p) tartalmaz egy
(specidlis) plastikstufe-t, akkor &1#Ep és E2#Ep megegyeznek.
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Magas dimenziés kontakt sokasagok
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Létezési tételek

Magas dimenzids tilcsavartsag

A Borman-Eliashberg-Murphy tétel

Magas dimenziés kontakt sokasagok

“We ask for an original contribution on the existence or the
construction of contact structures on differentiable manifolds of
dimension greater than three. These contributions should arise
between January 1st 2013 and March 31st 2015 and be submitted
to the Academy by the latter date.”

The financial amount of the prize (1250 Euro) is quite small, but |
hope that the attention of the Royal Academy of Belgium to such
an important question in our field can compensate for that. Please
pass along this information to anyone you feel might be interested.
Best wishes for successful research
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A Borman-Eliashberg-Murphy tétel

Magas dimenziés kontakt sokasagok

A tétel

Tétel (Borman-Eliashberg-Murphy, 2014)

o Legyen ¢ egy majdnem-kontakt struktira az M sokasiagon.
Ekkor van rajta egy olyan £ kontakt struktira, mely
majdnem-kontakttal homotdp.

o ¢ vdlaszthatd gy, tartalmaz egy specialis plastikstufe-t.

e Ha &1,& homotdpak, és mindketts tartalmaz (specidlis)
plastikstufe-t akkor kontakt homotdépak.
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A szerzék
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Stein betdlthetd struktarak vizsgalata
Létezési tételek
Magas dimenzids tilcsavartsag

Magas dimenziés kontakt sokasagok 0 et Eisilaisiiiy i

A bizonyitas otlete

o (Gromov, 70-es évek) Ha M nem-kompakt, akkor minden
majdnem-kontakt struktira homotép egy kontakttal.

e Egy M kompakt sokasagra vegyiik az M — {p} egy pontjatdl
megfosztott sokasagot, és ezen vegyiink egy kontakt
struktarat.

o Prébaljuk meg a 'perem’ 527 kis kdrnyezetén lévs kontakt
struktarat a D™ golyéra beterjeszteni.

@ Ehhez model 'beterjeszthets’ struktarak kellenek (itt jatszik
szerepet a magas dimenziés talcsavart diszk), illetve az
S2"_menti struktarak normalizalasa.

Stipsicz Andras Kontakt struktarak: létezés és egyértelmiiség



	Bevezetés
	Sima sokaságok
	Differenciálformák

	Kontakt és szimplektikus struktúrák
	Szimplektikus sokaságok
	Kontakt sokaságok

	Motiváció
	Komplex és Kähler geometria
	Reeb dinamika
	Kapcsolat

	Kontakt topológia
	Kontakt topológia
	3-dimenziós kontakt topológia

	Magas dimenziós kontakt sokaságok
	Stein betöltheto struktúrák vizsgálata
	Létezési tételek
	Magas dimenziós túlcsavartság
	A Borman-Eliashberg-Murphy tétel


