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1. fejezet

Nyalabok

1.1 Fibralt nyalabok

A kiilonbo6z6 karakterisztikus osztalyok definidldsa és fontos tulajdonsagaik térgyaldsa el6tt réviden tekintsiik
at a fibrélt nyaldbok elméletének alapjait. Legyen tehdt G rogzitett Lie-csoport. Tegyiik fel, hogy G a P
topologikus téren (jobbrél) szabadon hat, vagyis adott egy folytonos f: P x G — P

(pg)—=p-g

leképezés, melyre p - g = p esetén g = 1 4ll fenn. A P/G faktort jelolje M, a P — M faktorizal6 leképezést
pedig .

1.1.1 definicié. A w: P — M leképezés principdlis G-nyaldbot ad, amennyiben minden m € M pontnak létezik
olyan U kérnyezete, hogy 7~ 1(U) az U x G direkt szorzattal G-ekvivarians médon azonosithato.

A definiciéban megkovetelt tulajdonsig azt jelenti, hogy a m: P — M fibralés lokdlisan U x G — U alak,
vagyis lokdlisan trividlis.

1.1.2 feladat. Lassuk be, hogy ha G kompakt, akkor minden P-n adott szabad G-hatés lokalisan trivialis.

1.1.3 definicié. Legyen m: P — M egy principalis G-nyaldb. Egy m € M pontra 7~ !(m) alteret a fibralas
(m feletti) fibrumdnak (vagy rostjanak) nevezzik és alkalmanként P,,-mel jeloljiikk. Egy o: M — P leképezés a
nyaldb szelése amennyiben 7o o = idy,.

Vegyiik észre, hogy egy principalis G-nyaldb minden fibruma (nem kanonikus mddon) a G csoporttal
azonosithaté: p € P, védlasztédssal a g — p - g leképezés egy G = P, bijekciét ad. (A fibrumok tehdt “affin
értelemben” Lie-csoportok — amint kijel6ljiik Py,-ben az egységelemet, az G-vel izomorf csoportstruktirat kap.)

A principélis nyalab fenti definicidja konnyen kiterjeszthetd tetszoleges mas fibrum esetére is. Legyen tehét
F egy rogzitett topologikus tér, G egy Lie-csoport, és rogzitsiik G egy hatasit F-en, vagyis vegyiink egy
G — Aut(F') homomorfizmust. (A tovdbbiakban — az egyszertliség kedvéért — G-t mint Aut(F') részcsoportjét
fogjuk tekinteni.) Ha F és B topologikus terek, m: E — B pedig egy folytonos leképezés, akkor a (m, E, B, F, G)
Otost F' fibrumu, G struktira-csoportd fibrdlt nyaldbnak nevezziik, ha

(1) minden b € B-re létezik egy @p: w1 (b) — F homeomorfizmus;

(2) m: E — B lokalisan triviélis, vagyis minden b € B pontnak létezik olyan U C B nyilt kornyezete és ahhoz
egy ¢ H(U) — U x F, melyre m = pr; o ¢y (itt pry a direkt szorzat elsé komponensére val vetitését
jeloli);

(3) tovdbba B-nek létezik olyan {U,} nyilt fedése, hogy a U, nyilt halmazok felett a nyaldb trividlis (mint
(2)-ben fent), és rogzitett u € U, N Ug pontra a ¢y, o ¢y, (., u): ' — F leképezés egy G-beli elem.



1.1.4 definicié. Az F teret a nyaldb totdlis terének, B-t pedig bdzisanak hivjuk; F a nyaldb fibruma. A fenti
(3) pont éltal garantilt gog = ¢u, o ¢u,:Us N Uz — G rendszert a nyalab kociklus-struktirdjinak nevezziik.
Egy 0: B — E leképezés a nyalab szelése ha mo o =idp.

1.1.5 feladatok. (a) Léssuk be, hogy egy principdlis nyaldb egyben (G fibrumd) fibralt nyaléb is.

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha _{1ga/3} egy kociklus-struktira, akkor v € U, N Ug N Uy esetén gap(u) - gpy(u) -
Ggya(u) =1 és gap(u) = 950 (u).

1.1.6 megjegyzés. Konnyen lathad, hogy a fenti 1.1.5(b) feladat &allitdsa megfordithaté: ha {U,} a B
topologikus tér egy fedése és gag: UnNUg — G folytonos leképezések, melyekre gag-gsy-grya = 1 €s gag = 9 tel-
jestil, akkor létezik egy olyan m: E — B nyaldb, melynek {g.5} a kociklus-struktirdja. Vegyiik ehhez az I[1U,, x F
diszjunkt uniét, és azonositsuk az (u1, f1) € Uy X F', (ug, f2) € Ug x F elemeket akkor, ha u; = ug = u € U,NUp
és fo = gap(u)fi. Az igy kapott faktortér (az els6 koordinatdra torténd vetitéssel) egy olyan m: E — B (F
fibrumd, G struktira-csoporti) nyaldbot ad, melynek éppen {gng} lesz (az {U,} fedéshez tartozé) kociklus-
struktiraja.

1.1.7 példdk. (a) A Bx F — B direkt szorzat tetsz6leges G-re fibralt nyaldbot, az tn. trividlis nyaldbot ad.

(b) Erintényaléb: Egy M sima n—dimenzids sokasdgra vegyiink egy atlaszt és tekintsiik az U, N Ug metszeten
a

Ay
(Far)ig=1.n
maétrixokkal megadott kociklus-struktirdt. (Itt {z1,...,2n} és {y1,...,yn} az Uy és Ug térképeken 1év6

lokalis koordinatakat jeloli.) A kapott métrixokat Aut(R™) = GL(n;R)-beli elemeknek tekintve a kapott
R™—fibrumt nyaldbot az M sima sokasig érintényaldbjinak nevezziik.

Egy m: E — B fibralt nyaldb egy principalis nyaldbot hatdroz meg a kovetkez$ médon. Vegyiik m: E — B
egy kociklus-struktirdjat és ebbdl a 1.1.6 megjegyzésben leirtak szerint, a G x G — G jobbszorzassal mint
G-hatéassal készitsiink egy G fibrumu nyaldbot. Az igy kapott P — B nyaldbrdl konnyen belathatd, hogy
egy principédlis G-nyaldb. Megforditva, egy principalis G-nyaldb és egy A\: G — Aut(F) baloldali G-hatéds (a
1.1.6 megjegyzésben lefrtak szerint, kociklus-strukturdjin keresztiil) egy F fibrumi n: E — B nyaldbot hatdroz
meg, melyet a P-hez A-val asszocidlt nyalabnak hivunk és P x, F-fel jeloliink. Egyszertien lathaté be, hogy
E =P x F/ =~ ahol (p, f) = (pg, \(9g~1)f) minden g € G-re.

1.1.8 feladatok. (a) Ldssuk be, hogy egy P — B principdlis G-nyaldbnak pontosan akkor van szelése, ha a
nyalab trivialis.

(b) Azonositsuk az E — B nyaldb szeléseit az {f: P — F | f(pg) = Mg)f(p) Vg € G} G-ekvivaridns
leképezések terével. (Itt Pr az E — B nyaldbhoz tartozé principélis G-nyaldbot jeloli.)

(c¢) Léssuk be, hogy nem minden minden G fibrumi nyaldb principélis. (Taldljunk olyan példét, melynek
fibruma G, nem trividlis, de van szelése, pl. a tautologikus kvaternié nyalab principdlis nyaldbjdhoz
asszocialjunk egy SU(2)-fibrumu nyaldbot az

ad: G — Aut(G)
adg(h) = 9 'hg
reprezentacioval.

Nem minden G fibrumu nyalab principalis, hiszen....
Egy (F, f): (FE,B) — (F', B') leképezés-péart nyaldbleképezésnek hivunk ha F: E — E’, f: B — B’ és a w,n’
projekcidkra
7 oF=form

all fenn. Két B feletti Eq, Eo nyaldb izomorfha létezik olyan F: E; — Fs leképezés, melyre (F,id g) nyaldbleképezés.



Egy f: B’ — B leképezésre és m: E — B nyaldbra az f*E — B’ visszahiizott nyaldbot — vagy az E nyaldb
f menti visszahizottjat — az f*E = {(e,b) € E x B’ | w(e) = f(b)} formuldval definidlhatjuk. Az f*E — B’
vetitést a masodik faktorra valé projekcié megszoritdsa adja. Ugyanezt természetesen a kociklus-struktiurakkal
is konnyen megfogalmazatjuk: ha ({Ua},{g9ag}) egy kociklus struktira a m: E — B nyaldbra és f: B’ — B egy

folytonos leképezés, akkor az
{7 (Ua)} {f © gap})

par egy kociklus-struktirat ad egy B’ feletti nyaldbra, mely éppen a fent definidlt f*E lesz.

Sok esetben (az {U, fedés esetleges megvaltoztatdsaval és a {gng} fliggvények homotdpidjéval) a kociklus-
strukturardl felteheté, hogy valéjdban egy H < G részcsoportba mutat. (Minden olyan H részcsoportra megte-
het6 ez példaul, mely G-nek deformédcids retraktuma.) Ekkor azt mondjuk, hogy az E — B struktiira-csoportja
G-1r6l H-ra redukalhaté.

1.1.9 feladat. Lassuk be, hogy F — B pontosan akkor trividlis, ha struktira-csoportja az {1} < G trivialis
csoportra redukalhato.

1.2 Vektornyalabok

Legyen F az n-dimenzids valés vektortér, G pedig a GL(n;R) = {A: F — F | det A # 0} csoport részcsoportja.
Ekkor egy m: E — B, F fibrumu, G struktira-csoporti nyaldbot (valds) n-dimenzids vektornyaldbnak neveziink.
Hasonléan, ha F' komplex vektortér és G < GL(n;C), akkor a komplex vektornyalédb fogalmat kapjuk.

1.2.1 feladat. Ldssuk be, hogy ha m: E — B egy vektornyaldb, akkor a szelések I'(E) tere természetes médon
lathaté el vertortér truktiuraval.

Konnyen belathatd, hogy egy differencidlhaté sokasdg érintényaldabja vektornyaldb. A kovetkez6 példa
kozponti szerepet fog jasztszani késobbi vizsgalataink sordn.

1.2.2 példa. Legyen C* = C — {0} és vegyiik a CP" = C"*! — {0} /C* faktort. A 7¢(n) — CP™ tautologikus
nyaldbot, mint CIP* x C**+! részhalmazat a

7c(n) ={(l,p) e CP* xC"*' | pel}

definicié adja meg. Az els§ koordindtdra valé vetitést 7¢(n)-re megszoritva egy 7c(n) — CP™ leképezést
kapunk, melyrol konnyen igazolhatd, hogy egy 1-dimenidés komplex nyaldb — tn. komplex vonalnyaldb. Ha-
sonlé definiciéval valds és kvaternié vonalnyaldbok kaphatok az RP™ és HIP™ projektiv terek felett; ezeket a
tovdbbiakban 1 (n) — RP™ és y(n) — HIP™ fogja jelolni.

A Gram-Schmidt féle ortogonalizacids eljarast alkalmazva egyszeriien belathatd, hogy egy vektornyaldab
struktira-csoportja mindig O(n)-re (ill. a komplex esetben U (n)-re) reduklélhatd. Nevezetesen, egy vonalnyaldb
principélis nyaldbja O(1) = Zs (a komplex esetben U(1) = S = {z € C | 2z = 1}) struktiira-csoportinak
valaszthato.

1.2.3 feladatok. (a) Lassuk be, hogy egy X topologikus tér kett6s fedései a H'(X;Zsy) kohomolégia-csoport
elemeivel bijekcidba allithaték. Vegyiik észre, hogy X kettds fedései éppen az X feletti principalis Zs-
nyalaboknak felelnek meg.

(b) Mutassuk meg, hogy TR (1) — RP! éppen a M&bius szalag.
(c) Léassuk be, hogy 7¢(1) — CP?! principélis S'-nyaldbja a m: S — S? Hopf-fibrdldssal azonos.

(d) Bizonyitsuk be, hogy a m(1) — HP! struktira-csoportja SU(2)-re redukdlhatd, és hatdrozzuk meg a
megfelel§ principdlis SU(2)-nyaldb totélis terét.



Természetesen vektornyaldbokat is vissza lehet hizni; mivel azonban matrixokkal tovédbbi miiveletek is
elvégezhetdk, definidlni tudjuk vektornyalabok Gsszegét, dudlisat, komplexifikaltjat, tenzorszorzatat és deter-
mindnsat.

Adjuk meg az a: GL(n; R) x GL(m;R) — GL(n 4+ m; R) homomorfizmust az (4, B) — [é g} formuldval.
Egy E1 — B n-dimenzids és egy 5 — B m-dimenziés vektornyalab kociklus-struktirajat a-val kompondélva
ilymédon egy (n + m)-dimenziés vektornyaldbot kapunk, amit az E; @ Es Gsszegnek neveziink. (Ugyanigy
adhatunk 6ssze komplex és kvaternié nyaldbokat is.) A t: GL(n;R) x GL(m; R) — GL(nm;R) tenzorszorzast
alkalmazva az E; ® E, tenzorszorzat nyaldbot, mig a c¢: GL(n;R) — GL(n; C) bedgyazast alkalmazva az E¢ =
E ®p C komplexifikdltat kapjuk. A kociklus-struktirdt a det: GL(n;R) — GL(1;R) = R* homomorfizmussal
komponalva a det E determinans vonalnyalab addédik; hasonlé konstrukcidkat kapunk természetesen a komplex
és kvaterni6 esetben is. Hasonlé egyszerli operdcidkkal definidlhaték a dualis es konjugalt nyalabok.

Vegyiik észre, hogy egy B tér feletti vonalnyaldbok a tenzorszorzatra, mint miiveletre nézve zartak. Nem
nehéz belatni, hogy tetszbleges L — B vonalnyaldbra létezik olyan L' — B, hogy L ® L’ trividlis — L’-t
vélaszthatjuk L inverzének, vagyis L’ egy kociklus-struktirajat valaszthatjuk hag(u) = g;é (u)-nak, amennyiben
{908} L egy kociklus-struktirdja. Kovetkezésképp a B feletti vonalnyaldbok (a tenzorszorzésra nézve) csoportot
alkotnak.

1.2.4 feladatok. (a) Bontsuk fel S'-et két intervallum unidjdra és hatdrozzuk meg 7R(1) egy kociklus-
struktirdjat. Adjuk meg az S' feletti valés vonalnyaldbok csoportjat.

(b) Oldjuk meg a fenti feladatot S? feletti komplex vonalnyaldbokra.

(c) A1.2.3(a) feladat eredményét alkalmazva azonositsuk egy B tér feletti vonalnyalabok csoportjat a H(B; Zs)
csoporttal.



2. fejezet

Nyalabok homotopikus elmélete

2.1 Klasszifikalo terek

Legyen G rogzitett kompakt Lie-csoport.

2.1.1 tétel. Létezik egy olyan EG — BG principdlis G-nyaldb, hogy B parakompakt bdzistér esetén minden
P — B principdlis G-nyaldb P = f*EG visszahuzottként dll eld. Az EG totdlis térrdl az is feltehetd, hogy
pontrahizhato; ekkor P a fenti f: B — BG leképezést homotopia erejéig meghatdrozza. O

Kovetkezésképp a B feletti principélis G-nyaldbok izomorfizmus-osztdlyai a [ B, BG| tér elemeivel azonosithatok.
(Adott X, Y topologikus terekre [X, Y] az X-bdl Y-ba mend folytonos leképezések homotdpia-osztdlyainak terét
jeloli.) A BG teret a G csoport klasszifikdld terének, mig az EG — BG nyalédbot az univerzdlis G-nyaldbnak
nevezziikk. FG pontrahizhatosagat feltéve belathato, hogy ezek a terek homotdpia erejéig meghatarozottak. A
fenti tétel alapjan természetesen minden F fibrumi, G struktira-csoportd nyalab el6all mint az EG x\ F — BG
asszocialt nyaldb visszahizottja. Ilymddon tehdt a B tér feletti G-nyaldbok megismeréséhez a BG (homotdépia
erejéig meghatdrozott) teret és a [B, BG| halmazt kell feltérképezniink. A tovdbbiakban a G = O(n), SO(n)
illetve U(n) esetekre fogunk szoritkozni.

2.1.2 megjegyzés. G kompaktsagara tett feltételiink nem til er6s, hiszen minden véges dimenziés Lie-csoport
tartalmaz egy H < G, vele homotopikusan ekvivalens kompakt csoportot, igy minden G struktiura-csoportu
nyalab csoportja H-ra redukalhato.

2.2 Vektornyalabok klasszifikalé terei

Jelolje Gr(n,R™) az R™ vektortér n-dimenzids altereinek topologikus terét. (A topoldgiat Gr(nR™)-en tigy
lehet példdul megadni, hogy azonositjuk a {f € Hom(R™ R™) | dimImf = n}/ = faktorral, ahol f; = fo
pontosan akkor ha Im fi=Im f5.) Az R™ — R™*! egy Gr(n, R™) — Gr(n,R™*!) leképezést indukél; m — oo
direkt limesszel igy egy Grr(n) topologikus tér, az n-dimenziés alterek Grassmann-sokasdga addédik.

2.2.1 megjegyzés. (a) A Gr(n,R™) tér valdjdban egy sima, kompakt sokasdg lesz; Grr(n) azonban mar
nem lesz véges dimenzids.

(b) Legyen R* = {(z1,22,...) | z; € R és z; = 0 véges sok kivétellel}. Ekkor Gry(n) = Gr(n,R>).
(c) Hasonld konstrukeié adja a Gre(n) komplex Grassmann-sokasdgot is.

(d) Vegyiik észre, hogy Gr(1,R"+1) = RP" és Gr(1,C"!) = CP™; jelslje gy RP> és CP>® a Gry(1) és
Gre(1) tereket.

A tautologikus nyaldbok definiciéjdhoz hasonléan adhatunk meg n-dimenziés m(n) (ill. 7¢(n)) nyaldbokat
a Grg(n) (ill. Gre(n)) terek felett.



2.2.2 tétel. A G = O(n) vdlasztissal BG homotdp ekvivalens a Grg(n) térrel. Hasonldan, BU(n) homotép
ekvivalens Gre(n)-nel.

Bizonyitds. A kovetkezO6kben pusztan a valés eset targyaldsdra szoritkozunk, a komplex véltozat téargyaldsa
hasonléan megy. Azt kell tehdt beldtnunk, hogy ha E — B egy n-dimenziés vektornyaldb, akkor létezik egy
olyan f: B — Grg(n) folytonos leképezés, melyre f*mp(n) = E, majd meg kell mutatni, hogy f homotdpia
erejéig egyértelmii.

El6szor is vegylik észre, hogy egy fenti tulajdonsdgi f megaddasa egy olyan f : B — R fiiggvény megaddsdval
ekvivalens, mely E fibrumai mentén linedris és injektiv. (Ebbél mar az fi(e) = (f(e-n athaladé fibrum),

f(e)) € Tr(n) megadja a keresett f1: E — Tp(n) nyaldb-leképezést.)

2.2.3 lemma. A parakompakt B bdzistérnek létezik egy olyan {U;}$° megszmldlhats nyilt fedése, hogy E|U;
trividlis.

Legyen tehat {U;}5° a B tér fenti tulajdonsagi fedése, és legyen V; C U; olyan nyilt halmaz, melyre U® = B
és V; C U;. Hasonléan rogzitsink W; C V; részhalmazokat. O



3. fejezet

Egy kis differencialgeometria

3.1 A konnexié definicidja

Ebben a fejezetben réviden felidézziik a differencidlgeometria néhany olyan alapfogalmét, melyeket a kés6bbiekben
hasznalni fogunk.

Legyen P — M adott principélis G-nyaldb (a tovédbbiakban mindig feltessziik, hogy G=SU(2) vagy SO(3)),
E — M pedig a hozza asszocialt vektornyalab. A kovetkezokben a konnexié fogalménak két egymadssal ek-
vivalens definiciéjat fogjuk megadni. Jelélje Qi (M; E) a T'(M; A'M ® E) nyalab-értékfi i-formak terét. (Egy
m: E — M nyaldbra I'(M; E) a tovédbbiakban az {s: M — FE | s egy C*-leképezés, és mos = idy} szelések
terét jeloli.)

3.1.1 definicié. Egy V:Q°(M; E) — Q(M;E) linedris operdtort konneziénak neveziink, ha f € C(M)
esetén
V(f-s)=df -s+f-V(s) (s€QM;E)).

V-t szokas kovaridns derivdldsnak is nevezni. Sok esetben hasznosabb a konnexidkat més szemszoghol, sokkal
inkabb geometriai objektumokként kezelni. Ehhez azonban némi el6készitésre van sziikségiink.

Mivel m: P — M principélis G-nyaldb, (definicé szerint) G szabadon hat (jobbrdl) P-n és P/G = M. Ez a G-
hatds egy ¢, izomorfizmust definidl Ker dm, < T, P (a fibrum érintétere avagy fliggéleges vektorok) és a Lie(G)
Lie-algebra kozott: egy n € Lie(G) elemet {g;} 1-paraméteres részcsoporttal reprezentdlva gbp(%(p- gt)|t=0) =1
egy

¢p: Ker dr, — Lie(G)
izomorfizmust ad meg. Idézziik emlékezetiinkbe, hogy G hat

e P-n (jobbrdl),

e TP-n (g€ Gredg=g*:TP — TP),

o Lie(G)-n pedig az adjungalt hatéssal (egy {g;} 1-paraméteres részcsoport képe {g~tg,g} 1-paraméteres
részcsoport lesz).

3.1.2 definicié. Egy w P-n definilt Lie(G)-értékit 1-forma (tehdt Q' (P; Lie(G)) egy eleme) konnexié, ha:
() wlker dr, = &p, és (II) g € G esetén wpy(g*v) = g~ 'w,(v)g € Lie(G).

El6szor is kapcsolatot szeretnénk talalni a két definicio kozott. Belatjuk, hogy V vagy w megadéasa ekvivalens
egy olyan szabdly rogzitésével, mely lehet&vé teszi M feletti vektorok (M-beli) gorbe menti parhuzamos eltolasat.
Ezéltal — a parhuzamos eltolds kézbeiktatasdval — V egyértelmfien meghatéroz egy w € Q(P; Lie(G)) 1-
forméat és forditva.

Egy V kovaridns derivdldst rogzitve a kovetkezd médon definidlhatjuk az s € E,,, vektor ~:[0,1] —
M (y(0) = mg) gorbe menti eltoltjat: Eldszor is V:T'(E) — I'(E) @ I'(T*M) helyett V-t tekinthetjiik egy



I'E)®T(TM) — T'(E) operdtornak. Kiterjesztve a 4 ~-menti vektormez6t egy X € I'(T' M) elemmé, keressiik
meg azt az s € I'(E) szelést, melyre V(s, X) = 0 és s(mo) = so. Az s(y(1)) € E,(1) elemet fogjuk az sg € E, (o)
vektor v menti parhuzamos eltoltjanak nevezni. Természetesen, ha adott egy parhuzamos eltolasi szabaly,
vagyis minden gorbére régzitve van egy E. ) — E,(1) izomorfizmus, V-t kénnyen definidlhatjuk: s € I'(E) és
X € T'(T'M) esetén az m € M pontban X (m)-et reprezentaljuk egy v: (—e,e) = M ~(0) = m, §(0) = X(m)
gorbével, majd az s(vy(t)) € E, ) vektorokat toljuk parhuzamosan az E, g fibrumba. Ezéltal £, )-ban kapunk
egy §; gorbét, ennek ¢ = 0-ban vett derivéltjat fogjuk a V (s, X) szelés m € M pontbeli értékeként definidlni. A
fenti gondolatmenet tehat azt mutatja, hogy egy kovarians derivalds egyértelmiien meghatéroz egy parhuzamos
eltoldsi szabdlyt és forditva. Lassuk mi a kapcsolat a konnexié 1-forma (w), és a parhuzamos eltolds kozott! Az
w € QY (P; Lie(G)) 1-forma egy {Ker w,} altérmez6t (disztribiiciét) definidl P-n, melyrél konnyt létni, hogy
a {Ker dm,} fligg6leges vektorok egy direkt kiegészit8je, vagyis Ker w, ® Ker dm, = T,P. Ezért Ker w,
elemeit az w konnexid vizszintes vektorainak is nevezik. Egy +:[0,1] — M gorbe felemeltjének nevezziik azt a
I:[0,1] — P gorbét, melyre m o' = v (m a P — M nyaldb projekcidja). Konny(i meggondolds mutatja, hogy
I'(0) € Py(o) rogzitésével egyetlen olyan I' felemelése létezik y-nak, melyre

[(t)=dl(t) € Ker w,

vagyis a felemelt I' gorbe érint6i vizszintesek. A I'(0) — T'(1) fiiggvény egy P,y — Py(1) izomorfizmust
ad meg, ami az asszocidlt vektornyaldbon éppen egy pdrhuzamos eltolasi szabdlyt jelent. Visszafelé egyszer(i
gondolatmenet mutatja, hogy a parhuzamos eltolasi szabdly kijeloli a vizszintes vektorokat (Ker w elemeit),
hiszen a parhuzamos eltoldsi szabdly megadja a I' “vizszintes” felemeléseket, ezek érintéit véve kapjuk Ker w
elemeit. Mivel Ker dr-n egy w konnexi6é 1-forma (a 2.1.2 definicié (I) pontja értelmében) rogzitett, Ker w
megaddsaval mar az w 1-forma is definidlt. Megmutattuk tehdt, hogy a konnexié két definicidja (V és w)
ekvivalens. Ezentil egy konnexiét A-val fogunk jel6lni, és mindig az elénydsebb realizaciéjat (kovaridns derivalds
vagy 1-forma) fogjuk hasznélni.

A tovébbiak el6tt néhdny jelolést rogzitiink. Jelolje Ap a P — M nyaldbon 1évé konnexidk terét. Mindkét
definiciébdl latszik, hogy A, A € Ap esetén A; + As nem konnexid. wi,ws konnexié 1-formékra azonban
w1 — wo kiilénbség Ker dm-n eltlinik, igy w1 — ws egy M-en 1évé 1-forma P-re vald visszahtzdsdval egyenls. A
P-hez az adjungdlt hatédssal asszocidlt Lie(G) fibrumi nyaldbot adP-vel jelolve a kovetkezé allitas teljesiil:

3.1.3 Allitas. wy,ws € Ap-re pontosan egy olyan n € QY (M;adP) elem létezik, melyre wy — we = 7*1. O

Tehét bar w € Ap értékét a trividlis P x Lie(G) nyaldbban veszi fel, n mar adP-értékii 1-forma lesz M-
en. Vagyis Ap egy Q'(M;adP)-re nézve affin végtelen dimenziés tér. Legyen Gp az a csoport, melynek elemei
olyan g: P — P nyaldb-automorfizmusok, melyek a bazison az identitdst indukéljik, vagyis g(P,) = Py, minden
m € M-re. A Gp csoportot szokds mérce-csoportnak (gauge group) nevezni.

3.1.4 megjegyzések. e RoOvid megfontolds mutatja, hogy Gp elemei annak az AdP — M G-fibrumu
nyalabnak a szeléseivel azonosithaték, melyet ugy kapunk, hogy P — M-hez a konjugdlt hatassal G-t
asszocidljuk (vagyis AdP = P xg G, ahol g € G a h € G elemen a h — g~ 'hg konjugalt hatdssal hat).
AdP tehét egy G-fibrumi de nem principalis nyalab! A P — M nyaldbhoz tehat az Ad-hatdssal G-t
asszocidlva az AdP — M, az ad-hatéssal Lie(G)-t asszocidlva pedig az adP — M nyaldbot kapjuk.

e A fenti definiciébdl jol lathaté, hogy Q°(M; AdP) = T'(M; AdP) csoport-struktiraval, Q°(M;adP) =
['(M;adP) pedig Lie-algebra struktirdval rendelkezik, és természetesen a Gp = Q°(M; AdP) csoport
Lie-algebraja éppen Q°(M;adP) lesz.

e Mivel G =SO(3) (illetve G =SU(2)) esetén a Lie(G) Lie-algebra részalgebraja R? (illetve C?) endomorfizmus-
algebrajanak, ha EndE — M jeloli az E — M nyalab endomorfizmusainak nyaldbjat, akkor

QY (M;adP) < QY(M; EndE)

4ll fenn.



Mint lattuk, a P — M nyaldbon 1év6 A konnexidhoz a P-hez asszocidlt E — M vektornyaldbon egy
V 4 kovaridns derivéldsi operdtor tartozik. (Itt E — M-et a G csoport természetes — SO(3) esetén a 3-
dimenzids valés, SU(2) esetén a 2-dimenziés komplex — reprezentdciéjét hasznalva kapjuk meg P — M-bdl.)
Természetesen minden asszocidlt vektornyaldbon definidlhaté az A konnexidhoz tartozé kovaridns derivaldsi
operator. Ezek koziil szdmunkra a tovabbiakban a da-val jelzett, adP — M szelésein haté operdtor lesz
kiilénosen fontos.

3.1.5 feladat. Léssuk be, hogy a da:Q°(M;adP) — QY(M;adP) oparitor egy w € Q°(M;adP) elemen a
kovetkez6 médon hat: egy s € QO(M; E) = I'(E) szelésre

(daw)(s) = Va(w(s)) —w(Vals)).

(Ne feledjiik, hogy az w € Q°(M;adP) < Q°(M; EndE) elem hat az E — M nyaldbon, és igy az Q(M; E)
tereken is.)

Gp a visszahtizdssal természetesen hat az Ap téren. A Bp = Ap/Gp faktortérnek a késébbiekben nagyon
fontos szerep jut majd.

3.2 Gorbilet

Egy adott V konnexié Fy gorbiiletét a kévetkezé médon adhatjuk meg. A T'(M; E @ A'M) = QY (M; E) teret
réviden QF(E)-vel jelolve legyen VV: QY (E) — Q?(E) az a linedris operator, melyre

V(s -w) =V(s)w—s-dw (w 1-forma, s € T(E)).

Ez a Leibnitz-tipusi szabély egyértelmfien definidlja V-t V ismeretében (hasonlé médon tetszbleges i-re
kiterjesztve a definiciét V: Q' (E) — Q+1(E) operdtort kaphatunk). Bar V nem C°(M)-linedris — hiszen
V(fs) # f-V(s) (f € C°(M),s € T(E)) —, kénnyii szdamolds mutatja, hogy V() o V:T(E) — T(E ® A2M)
mar igen. Mésszéval a V(1) o V operdtor s € T'(E) elemen felvett értéke az m € M pontban csak az s(m) € E,
értéktol, nem pedig s-nek az m pont egy kornyezetén vald viselkedésétol fiigg. Ez azt jelenti, hogy létezik egy
olyan Fy: E — E ® A?2M nyaldbleképezés, melyre

VW o V(s)(m) = Fy(s(m));

ezt a leképezést gorbiiletnek nevezziik. Fy tehat a Hom(E, E ® A?M) nyalab egy szelése. Hom(E, E @ A2M)
természetesen izomorf az E®A2M ® E* nyalabbal, és konnyen beldthaté, hogy adP = E® E*. Végeredményben
tehdt a V konnexi6é Fy gorbiilete I'(adP @ A2M) = Q%(M;adP) egy eleme.

Mivel a konnexiénak is két (egymdssal ekvivalens) definicidjat adtuk, a teljesség kedvéért megadjuk az F
gorbiiletet arra az esetre is, amikor a konnexiét egy w € Q' (P; Lie(G)) 1-forma reprezentélja.

Tekintsiik az F,, = dw +w A w € Q%(P; Lie(G)) Lie-algebra érték(i 2-format. w A w egy kis magyarazatot
igényel: w(71) Lie-algebra elemet reprezentdlhatjuk egy métrixszal, melyben a métrix-elemek szdmértékii 1-
formak (7 € T, P egy p € P pontban). w(71) Aw(72) legyen a két métrix kommutatora gy, hogy az 1-formékat
az ék-szorzéassal (A) szorozzuk Ossze.

3.2.1 allitas. Az F,, 2-forma megszoritisa a w: P — M fibrdlds fibrumainak érintéterére azonosan nulla, st
pE P ésti,m € T,P esetén ha legaldbb az egyik T; érinti a fibrumot (1; € Ker dnp), akkor F,,(mi,m2) =0. O

Ez mésszéval azt jelenti, hogy létezik egy olyan F,, € Q%(M;adP) 2-forma, melyre n*F,, = F,,. Az igy kapott
F,, lesz a gorbiileti ketté-forma, mely megegyezik az elézé definicié Fy € Q2(M;adP) szelésével.

3.2.2 megjegyzések. e Vegyiik észre, hogy bar F,, € Q?(P; Lie(G)) a trividlis P x Lie(G) nyaldbban veszi
fel értékeit, F,, mar — a nem feltétleniil trividlis — adP nyaldbba mutat.

o Jeldlje V, az (M,g) Riemann-sokasdg Levi-Civita konnexidjat. Ekkor pontosan Fy(m) = 0 esetén
taldlhaté m € M koriil olyan lokélis {z1,...,x,} koordindta-rendszer, melyre g = > dx?, vagyis m koriil
M olyan, mint R™ a kanonikus metrikaval. Ez az észrevétel indokolja a gorbiilet fenti definicidjat.



3.2.3 definicié. Egy A konnexidt laposnak (flat) neveziink, ha F,=0.

Megmutatjuk, hogy rogzitett sokasag feletti nyalabon megadhat6 lapos konnexidk a sokasag fundamentalis
csoportjanak reprezentaciéival azonosithatok. E kapcsolat megadasa elétt azonban sziikségiink van a kovetkezo
definiciéra.

3.2.4 definicié. Egy A konnexiéra a v:[0,1] — M, v(0) = ~(1) = mo hurok menti pdrhuzamos eltoldssal
kapott g: B, — Eu,, linedris transzforméciét, vagyis Holy(A) € Aut(E,,,) elemet az A konnexié v menti
holondmidjinak nevezziik. Béar Aut(En,) = G (G a nyaldb struktira-csoportja), ez az izomorfizmus csak
konjugélés erejéig meghatdrozott, igy Hol,(A) a G csoportnak egy konjugélds erejéig meghatdrozott eleme.

Ha az A konnexi6 gorbiilete 0, vagyis A lapos, homotép gorbékre A holonémidja azonos lesz, tehat A egy
¢: w1 (M, mo) — Aut(E,,,) homomorfizmust definil, ami egy — konjugélds erejéig egyértelmi — ¢: 71 (M) — G
reprezentaciot ad meg. Jeloljitk a tovdabbiakban Re(M)-mel a Hom(m (M), G) teret, xg(M)-mel pedig ennek
Hom(m (M), G)/adG faktorat (G konjugaldssal hat a homomorfizmusok terén, ezt a hatdst jeloltik adG-vel).
A fentiek szerint a holonémia egy lapos konnexiéhoz (M) egy elemét rendeli. A P — M nyaldbon 1évé lapos
konnexidk és a fundamentalis csoport reprezentacioi kézotti kapesolat megértéséhez a kovetkez6 konstrukcival
kell megismerkedniink. Adott p: 7 (M) — G reprezentédciéhoz egy R, — M principélis G-nyalab és A lapos
konnexié asszocidlhaté a kovetkezé médon: legyen M — M az M univerzalis fedése, ami tehat egy principélis
71 (M)-nyaldb. A p reprezentacié segitégével ehhez egy R, — M principdlis G-nyaldbot asszocidlhatunk:

RPZMXWI(M)G:MXG/g,

ahol (m - ~,9) = (m,p(v)g) (m € M, g € G, v € m(M)). R, tehadt nem més mint az M feletti trividlis
G-nyaldb faktora a y(m,g) = (my,p(y~1)g) =1 (M)-hatéssal. Véve M x G-n a trividlis konnexiét, a fenti
faktorizalds egy A konnexiét definidl R, — M-en. Mivel A lokalisan olyan, mint a trividlis konnexié M-en,
Fa = 0 teljesiil, vagyis A lapos. Azt is konnyii beldtni, hogy val6jaban minden lapos konnexié megkaphaté evvel
a konstrukciéval. Legyen tehat xo(M,P) = {p € Re¢(M) | R, = P}/adG, Fp ={A € Ap | Fa =0}/Gp;
ekkor

3.2.5 allitas. A H: Fp — xa(M, P) holonémia-fiigguény bijekcidt ad meg a P-n lévd lapos konnexidk és mq (M)
azon p reprezentdcici kozott, melyekre R, = P. O

Az eddig definidlt terek — Ap, Bp, Fp — nem nyidjtanak informéciot M sima struktirdjara vonatkozoéan.
Ap végtelen dimenziés affin tér, Fp a w1 (M) ismeretében meghatdrozhatd, és Bp-rdl is beldthatd, hogy M-nek
csak a homotopia-tipusatol fligg. Egy 0j — ezuttal egy Riemann-metrikatdl fiiggé — operator bevezetésével a
helyzet gyokeresen megvéltozik.
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