
CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelék
Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológiaés kombinatorikaStipsi
z AndrásRényi Alfréd Matematikai Kutatóintézet2008. november 24.Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelék Csomók és Reidemeister mozgásokDe�ní
ió
Az S1 körvonal R3�ba való di�eren
iálható beágyazásait nevezzük
somóknak. A K1 és K2 
somók azonosak, ha �egymásbamozgathatók�, vagyis létezik 
somóknak egy olyan, az [1, 2]intervallummal parameterezett 
saládja, aminek t = 1�hez tartozótagja K1, míg t = 2�höz tartozó tagja K2.

Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelék Csomók és Reidemeister mozgásokEgy példa: a háromlevel¶ 
somó

Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelék Csomók és Reidemeister mozgásokVetületLerajzolni kényelmesen 
somók síkvetületeit lehet, aholmegszakítással jelezzük az alul illetve felül haladó szálat. (Mindiglétezik olyan vetület, melyben 
sak duplapontok vannak.)
Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelék Csomók és Reidemeister mozgásokReidemeister tételeTétel (Reidemeister tétele)Két vetület pontosan akkor tartozik ugyanahhoz a 
somóhoz, ha aprojek
iók az R1,R2 és R3 mozgások véges sokszori alkalmazásávalegymásba vihet®k.
1

R
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Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelék Csomók és Reidemeister mozgásokEgy példa: 3�színezhet®ségCsomónvariánsokat tehát például úgy kaphatunk, hogy vetületekolyan invariánsait vizsgáljuk, melyek az Ri mozásokra nemváltoznak. Egy ilyen példa: 
somók 3�színezhet®sége.De�ní
ióEgy vetület 3�színezhet® ha a vetületben szerepl® ívekkiszínezhet®k a P, K és Z színekkel úgy, hogy minden színszerepeljen, és egy keresztez®désben vagy mindhárom vagy 
sak azegyik szín szerepeljen.
Helyes Helyes HelyetlenFigure: 3�színezhet®ségStipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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somók 3�színezhet®sége.De�ní
ióEgy vetület 3�színezhet® ha a vetületben szerepl® ívekkiszínezhet®k a P, K és Z színekkel úgy, hogy minden színszerepeljen, és egy keresztez®désben vagy mindhárom vagy 
sak azegyik szín szerepeljen.
Helyes Helyes HelyetlenFigure: 3�színezhet®ségStipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelék Csomók és Reidemeister mozgásokEgy 3-színezhet®ségi tételTételA 3�színezhet®ség a 
somó egy tulajdonsága (tehát független aválasztott vetülett®l).
Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelék Csomók és Reidemeister mozgások
KövetkezményA háromlevel¶ 
somó különbözik a triviális 
somótól. (De atulajdonság nem különbözteti meg pl. a tükörképét®l.)

Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékA 
somó génusza és �brálhatósága
Tény (Seifert tétele)Minden R3�beli 
somó egy (irányítható) felület határa.Egy felületet pedig a benne lév® 'lyukak' száma (a felület génuszavagy neme) egyértelm¶en meghatároz.

Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékA génuszDe�ní
ióA K 
somó génusza a K-t mint peremet tartalmazó felületekgénuszainak minimuma,g(K ) = min{g(F ) | F ⊂ R3, ∂F = K}.g(K ) a 
somó bonyolultságának egy mér®száma, pl. a triviális
somónak (és 
sak annak) a génusza 0, a háromlevel¶é egy. Ez azérték (elég bonyolult 
somót választva) akármilyen nagy lehet.Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékA génuszDe�ní
ióA K 
somó génusza a K-t mint peremet tartalmazó felületekgénuszainak minimuma,g(K ) = min{g(F ) | F ⊂ R3, ∂F = K}.g(K ) a 
somó bonyolultságának egy mér®száma, pl. a triviális
somónak (és 
sak annak) a génusza 0, a háromlevel¶é egy. Ez azérték (elég bonyolult 
somót választva) akármilyen nagy lehet.Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékFibráltságDe�ní
ióEgy K 
somó �brált ha komplementuma felületek egy 
saládja,vagyis létezik egy
φ : S3 − K → S1leképezés, melyre minden φ−1(t) egy rögzített (nem�kompakt)2�dimenziós felülettel homeomorf. (Tehát ezek a 
somók, vagylegalábbis komplementumaik 'kisebb dimenziós részekb®l' vannakösszerakva.) Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékAz Alexander polinomLegyen K egy adott 
somó, és vegyük egy V vetületét. JelöljeCr(V ) a vetületben lév® keresztez®dések halmazát, míg D0(V ) atartományokat. Jelöljünk meg egy élet, és legyen D(V ) azontartományok halmaza, melyek a jelölt élt®l diszjunktak.De�ní
ióEgy
σ : Cr(V ) → D(V )bijek
iót Kau�man állapotnak hívunk, ha minden 
i ∈ Cr(V )esetén 
i ∈ σ(
i ). Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékAz Alexander polinomLegyen K egy adott 
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iót Kau�man állapotnak hívunk, ha minden 
i ∈ Cr(V )esetén 
i ∈ σ(
i ). Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékPéldaA háromlevel¶ 
somó szokásos vetületének három Kau�manállapota van, melyeket piros, zöld és kék pontok jeleznek:
XStipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékRögzítsünk a K 
somóra egy megjelölt, irányított vetületet, ésvegyünk egy σ Kau�man állapotot. LegyenM(σ) =
∑
i∈Cr(V )

M(σ(
i ))és S(σ) =
∑
i∈Cr(V )

S(σ(
i )).ahol
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1Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékLegyen
∆K (t) =

∑

σ∈Kau� (V )

(−1)S(σ)tM(σ) ∈ Z[t− 12 , t 12 ].TételA ∆K (t) Alexander polinom a 
somó egy invariánsa.(Bizonyítás ötlete: lássuk be hogy az R1,R2,R3 Reidemeistermozgások során a 'polinom' értéke nem változik. Ehhez találjukmeg a a Kau�mann állapotok alkalmas párba állításait.)Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékLegyen
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z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékPélda: a háromlevel¶ 
somóS(P) = 0,M(P) = −1;S(Z ) = 2,M(Z ) = 1;S(K ) = 1,M(K ) = 0Az Alexander polinom tehát t − 1 + t−1.A tükörképre (S ,M) = (0, 1), (−2,−1), (−1, 0), így az Alexanderpolinom ugyanaz lesz a tükörképre. (Ez minden 
somóra igaz.)
XStipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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somóS(P) = 0,M(P) = −1;S(Z ) = 2,M(Z ) = 1;S(K ) = 1,M(K ) = 0Az Alexander polinom tehát t − 1 + t−1.A tükörképre (S ,M) = (0, 1), (−2,−1), (−1, 0), így az Alexanderpolinom ugyanaz lesz a tükörképre. (Ez minden 
somóra igaz.)
XStipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékEgy fontos tétel
TételEgy K 
somó ∆K (t) Alexander polinomjára

∆K (t) = ∆K (t−1), és így ∆K (t) = a0 +
∑ni=1 ai (t i + t−i)(an 6= 0)n ≤ g(K )ha K �brált, akkor n = g(K ) és an = ±1.

Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékPélda nem��brált 
somóran páratlan: ∆Tn = n+12 t − n + n+12 t−1. (Tehát nem �brált.)
∆P(p,q,r) = Dt − 2D + 1 + Dt−1, aholD = ab + a
 + b
 + a + b + 
 + 1 ésp = 2a + 1, q = 2b + 1, r = 2
 + 1.)Pl. K = P(−3, 5, 7) pere
-
somóra ∆K (t) = 1, de a 
somó nemtriviális.

n
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Tn

P(p,q,r)

Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
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CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékLán
komplexusokLegyenek Ci (i = 0, . . . , n + 1) vektorterek és ∂i : Ci → Ci−1lineáris leképezések. (Tegyük fel, hogy dimC0 = dimCn+1 = 0.)De�ní
ióA (Ci , ∂i ) pár egy lán
komplexus, ha ∂i ◦ ∂i+1 = 0 (vagyisim∂i+1 ≤ ker ∂i) minden i = 1, . . . , n esetén. A Hi = ker ∂i/im∂i+1faktort a lán
komplexus i-edik homológia�
soportjának nevezzük.
Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékEgy egyszer¶ azonosságTény
∑i (−1)i dimCi =

∑i (−1)i dimHi(A 0 → C1 f
→ C2 → 0 lán
komplexusra ez egyszer¶en adimH2 − dimH1 = dim 
okerf − dimker f =dimC2 − dim imf − dimker f = dimC2 − dimC1homomor�zmus�tételre redukálódik.)Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékA generátorokLegyen Cd (K , s) az olyan σ Kau�man állapotok által generáltZ2�vektortér, melyekre M(σ) = d és S(σ) = s.Minden rögzített s-re de�niálni fogunk egy (Cd (K , s), ∂d (K , s))dlán
komplexust.TényMivel ∑
(−1)d dimCd (K , s) = as (az Alexander polinom s�edikegyütthatója), így tetsz®leges leképezést választva igaz lesz az, hogy

∑d (−1)d dimHd (K , s) = as .Természetesen a homológia�
soportok 
sak ügyesen választott
∂s,d�k esetén lesznek a 
somó (és nem a vetület) invariánsai.Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelék
Ehhez szükségünk van a Kau�man állapot egy másik leírására.Legyen Σ a vetület egy kis környezetének határa. (Pl. aháromlevel¶ 
somó szokásos vetületére ez egy 4�génuszú felület.)Nevezzük a 'bels® tartományok' (felületen lév®) kontúrjait
α�görbéknek. Ha a vetületben k duplapont van, akkor k + 1 ilyengörbét kapunk. A keresztez®désekhez pedig rendeljünk egy
β�görbét a rajz szerint; a megjelölt él mellett pedig adjunk még egy
β�görbét.
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CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelék
x

Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelék
Nyilván α1 × . . . × αn ⊂ Σ × . . . × Σ = Σn, és hasonlóan a
β�görbékre. A sorrend választáson alapul, vegyük ezért inkább aSymn(Σ) 'szimmetrikus szorzatot', ahol a rendezetlen n-esekhalmazát tekintjük.Eredmény: Tα,Tβ ⊂ Symn(Σ) n�dimenziós tóruszok (a körvonaln�edik hatványai) a Symn(Σ) 2n�dimenziós térben.

Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékTényA vetület Kau�man állapotai 1-1 értelm¶ megfeletetésben állnak aTα ∩Tβ metszéspontokkal.Ötlet: Tα ∩Tβ egy eleme egy olyan {x1, . . . , xn} pont�n�es,melyre xi ∈ αi ∩ βπ(i) valamely π permutá
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Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékA di�eren
iálEmlékezzünk, hogy egy ∂d = ∂d (K , s) : Cd (K , s) → Cd−1(K , s)lineáris leképezést keresünk, ahol Cd (K , s) vektorteret a megfelel®Kau�man állapotok generálnak.Legyen tehát x ∈ Cd (K , s) és y ∈ Cd−1(K , s) egy�egy generátor; aznxy = 〈∂dx , y〉mátrix�elemet akarjuk teát de�niálni. Tekintsük x , y�t a Tα ∩Tβmetszet egy�egy elemének. Legyen S = {z ∈ C | zz ≤ 1}egységnyi körlap. Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékLegyen nxy azon holomorf (komplex di�eren
iálható)u : S → Symn(Σ) leképezések (modulo 2) száma, melyekreu({z | zz = 1,Re(z) < 0}) ⊂ Tβu({z | zz = 1,Re(z) > 0}) ⊂ Tαu(i) = xu(−i) = yHa Vv = {v} × Symn−1(Σ), akkor u(S) ∩ Vv = ∅Ha Vw = {w} × Symn−1(Σ), akkor u(S) ∩ Vw = ∅

Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékNéhány fontos tételA kapott homológiák: a 
somó Floer homológiái.Tétel (Ozsáth�Szabó 2003-2005, Yi Ni, Juhász)Az így de�niált lán
komplexus Hd (K , s) homológia�
soportja a
somó egy invariánsa (tehát a választott vetülett®l független).
∑d (−1)d dimHd (K , s) = as , valamint Hd (K , s) ésHd−2s (K ,−s) izomorf.g(K ) = max{s | Hd (K , s) 6= 0 valamely d−re}A 
somó pontosan akkor �brált ha ∑d Hd (K , g(K )) = Z2,vagyis egy d�re Z2, a többire elt¶nik.Probléma: Kiszámíthatóság.Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékEgy példaA két háromlevel¶ 
somóra (pusztán a Kau�man állapotok alapján,hiszen itt a di�eren
iál elt¶nik, mert rögzített s�re 
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CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékEredményekA fenti tételek bizonyítása: komoly holomorf (illetvemajdnem�holomorf) geometria. Ezeket a módszereket Gromov(1985) és Floer (1988) kezdeményezte/alkalmazta el®ször.Tétel (Manoles
u-Ozsváth-Sarkar, illetve Ozsváth-Stipsi
z-Szabó ésOzsváth-Szabó)A Hd (K , s) 
soportok kombinatorikus módszerekkel kiszámíthatók.Ozsváth-Stipsi
z-Szabó és Ozsváth-Szabó: az elmélet kiterjeszthet®ún. szinguláris 
somókra (ahol a K 
somó R3�ban metszi magát),és ebb®l kombinatorikus számítási mód adódik.Manoles
u-Ozsváth-Sarkar: rá
sdiagramok.Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékRá
sdiagramok (grid diagrams)Minden 
somó�vetület átalakítható egy olyan vetületté, melyben
sak vízszintes és függ®leges szakaszok vannak, és mindig afügg®leges megy felül. Ezt pedig egy n × n�es táblázatba lehetrendezni, ahol minden oszlopban és minden sorban pontosan egy Xés O van, és ezeket összekötve visszakapjuk a 
somót. A táblázatneve: rá
sdiagram (grid diagram).
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OStipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékA kombinatorikus lán
komplexusAz alsó és fels® illetve a jobb és bal éleket azonosítva a tóruszonkapunk egy diagramot és kapjuk vissza a K 
somót.Az ötlet ezután hasonló mint eddig: legyenek most a vízszintesszakaszok az α�görbék, a függ®legesek pedig a β-k. Ilymódon aTα ∩Tβ elemek valójában az {1, . . . , n} permutá
ióinak felelnekmeg (az xi ∈ αi pont milyen index¶ β�n van rajta).Legyen nxy = 0 ha a két permutá
ió különbsége nem transzpozí
ió.Ha x és y különbsége transzpozí
ió, akkor a rá
sban négytéglalapot határoznak meg, legyen ekkor nxy az x → y üresnégyzetek száma. (A d és s fokok is megadhatóak egy ki
sitbonyolultabb kombinatorikus formulával.)Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékTétel (Manoles
u-Ozsváth-Sarkar)Az így kapott lán
komplexus homológiájaHd (K , s)⊗ (Z2 ⊕Z2)⊗(n−1) vektortérrel izomorf, tehát kiszámítja a
somó Floer homológiáit.Tétel (Manoles
u-Ozsváth-Szabó-Thurston)A fenti homológia invarian
iája is belátható pusztán kombinatorikuseszközökkel.A bizonyítás azon alapul, hogy ismertek azok a mozgások, amikkelegy 
somó különböz® rá
sdiagram reprezentá
iói egymásbatranszformálhatóak (ezek a Reidemeister mozgások adaptá
iói), ésezekre az invarian
ia belátható.Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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iói), ésezekre az invarian
ia belátható.Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékTétel (Manoles
u-Ozsváth-Sarkar)Az így kapott lán
komplexus homológiájaHd (K , s)⊗ (Z2 ⊕Z2)⊗(n−1) vektortérrel izomorf, tehát kiszámítja a
somó Floer homológiáit.Tétel (Manoles
u-Ozsváth-Szabó-Thurston)A fenti homológia invarian
iája is belátható pusztán kombinatorikuseszközökkel.A bizonyítás azon alapul, hogy ismertek azok a mozgások, amikkelegy 
somó különböz® rá
sdiagram reprezentá
iói egymásbatranszformálhatóak (ezek a Reidemeister mozgások adaptá
iói), ésezekre az invarian
ia belátható.Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékKitekintésLehetséges általánosítások/variá
iók:Nem Z2 hanem Z együtthatók alkalmazása (el®jelek). Ki lettdolgozva (MOSzT).Az R3�beli 
somók helyett tetsz®leges 3�dimenziós sokasábantekintünk 
somókat. A holomorf elmélet ki van dolgozva(Ozsváth�Szabó), a triviális 
somó vételével 3�sokaságokinvariánsait kapjuk (Ozsváth�Szabó homológiák).Sarkar�Wang: az invariáns kombinatorikusan kiszámítható, deaz invarian
ia 
sak a holomorf elmélettel bizonyítható.Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékKitekintésLehetséges általánosítások/variá
iók:Nem Z2 hanem Z együtthatók alkalmazása (el®jelek). Ki lettdolgozva (MOSzT).Az R3�beli 
somók helyett tetsz®leges 3�dimenziós sokasábantekintünk 
somókat. A holomorf elmélet ki van dolgozva(Ozsváth�Szabó), a triviális 
somó vételével 3�sokaságokinvariánsait kapjuk (Ozsváth�Szabó homológiák).Sarkar�Wang: az invariáns kombinatorikusan kiszámítható, deaz invarian
ia 
sak a holomorf elmélettel bizonyítható.Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelék
a vektorterek helyett Z2[U] vagy Z[U] gy¶r¶k felettimodulusokat tekintünk. Ezek segítségével 4�dimenzióssokaságok Seiberg�Witten invariánsokhoz hasonló invariánsaide�niálhatók. Sem a 3� sem a 4�dimenziós invariánsok nemszámíthatók kombinatorikusan.az invariánsok eredményesen használhatók kontakt topológiaiés Legendre 
somókra vonatkozó tételek bizonyításában.

Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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somókra vonatkozó tételek bizonyításában.
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CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékEgy további eredmény
Tétel (Ozsváth�Stipsi
z�Szabó, 2008)A Z2[U]/(U2 = 0) és az Z2[U]/(U3 = 0) gy¶r¶k feletti elméletekkombinatorikusan számíthatóak.

Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika



CsomókKét alapvt® fogalomAz Alexander polinomFloer homológiákKombinatorikus módszerekFüggelékFekete-fehér gráf és Kau�man állapotokEgy vetületre színezzük ki a tartományokat sakktábla�szer¶en, ésde�niáljuk a fekete gráfot: 
sú
sai a fekete tartományok, élei pedigazok a duplapontok, ahol a két fekete tartomány találkozik.TényA Kau�man állapotok egy-egy értelm¶ megfeleltetésbe állíthatók afekete gráf feszít®fáival.(A fekete gráfnak pontosan |Cr(V )| éle, és kb. 12 |Cr(V )| 
sú
savan.)Az n × n�es rá
sdiagram n! generátort ad a lán
komplexusban;ismert, hogy egy vetületre a minimális n nagyságrendje |Cr(V )|.Stipsi
z András Csomó�invariánsok: ala
sony dimenziós topológia és kombinatorika
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