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A probléma és egy eredmény

Deligne kérdése

Legyenek Co, .. .,Cy, konjugélasi osztélyok Gl,(C)-ben.
Kérdés (P. Deligne, 1989)

Mikor léteznek olyan A; € C; matrixok minden j-re, amelyekre

AgA - A, =17
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A probléma és egy eredmény

Deligne kérdése

Legyenek Co, .. .,Cy, konjugélasi osztélyok Gl,(C)-ben.
Kérdés (P. Deligne, 1989)

Mikor léteznek olyan A; € C; matrixok minden j-re, amelyekre

AgA - A, =17

Megjegyzés
Trividlis szlikséges feltétel:

det(Co) det(Cq) - - - det(Cp) = 1.
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A probléma és egy eredmény

Motivacio

Legyenek p1,..., pn € C kilonbozé pontok a sikon, és
po = 0o € CPL. Legyen P = {po,p1,...,Pn} és xo € CP!\ P.
Ekkor

7T1((CIFD1 \ P,Xo) = F,,,

az n-elemii szabad csoport. Generdtorok: «; = pozitiv iranyitdsii
hurok p; koriil, minden 1 < j < n-re.
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A probléma és egy eredmény

Motivacio

Legyenek p1,..., pn € C kilonbozé pontok a sikon, és
po = 0o € CPL. Legyen P = {po,p1,...,Pn} és xo € CP!\ P.
Ekkor

7T1((CIFD1 \ P,Xo) = F,,,

az n-elemii szabad csoport. Generdtorok: «; = pozitiv iranyitdsii
hurok p; koriil, minden 1 < j < n-re.

71(CPY\ P, x0) reprezentaciéi Gl,(C)-ben «~s Ay, ..., A, € Gl,(C)
e~ Ao, A1, ..., An € Gl (C) amelyekre AgAy--- A, = 1.
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A probléma és egy eredmény

Simpson eredménye
Legyen minden 1 < j < n-re i/ € C olyan, amelyre a
Ci— /1
rangja minimdlis. Jelolje ezt a rangot r;.

Tétel (C. Simpson, 1992)

Tegytik fel, hogy Cy sajatértékei kiilonbozék és generikusak. Ekkor
pontosan akkor létezik A; € C; amelyekre

AgAr - A, =1,

ha a kovetkezd két feltétel teljesiil:
LYz
2. Y pdim(C)) > 2r* —2.
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Egy Uj bizonyitas

Sziikségesség
Egy megfelel6 1-rangli reprezentdcidval tenzorizdlva feltehetd, hogy
C; — | rangja r;. Ha létezik Ag, Ay, ..., A, megoldas, akkor

A=A Ay,

ahol minden j-re
Aj = | +rj-rangl matrix.

Tehat
r=rk(Co)<n+-+rn
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Egy Uj bizonyitas

Sziikségesség
Egy megfelel6 1-rangli reprezentdcidval tenzorizdlva feltehetd, hogy
C; — | rangja r;. Ha létezik Ag, A1, ..., A, megoldas, akkor

A61=A1“'An,
ahol minden j-re
Aj = | +rj-rangl matrix.

Tehat
r=rk(Co)<n+-+rn

Ha léteznek megoldasok, akkor egy

Zdlm —2r +2

dimenzids teret alkotnak, tehat altalanos sajatértékekre ennek a
dimenziénak nemnegativnak kell lennie.
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Egy Uj bizonyitas

Fourier-transzformalt

Legyen p : w1 (CPL\ P, xg) — Gl,(C) egy reprezentscié, amelyre
p(7;) € Cj. Ekkor p Fourier-transzformaltja egy

p:m(C\{0}) — GI(C)

reprezentacio, ahol
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Egy Uj bizonyitas

Fourier-transzformalt, folyt.

Legyen CNJ az a Gl (C)-beli konjugélasi osztaly, amelyre C; = CNJ Dl
Ismert, hogy p értéke a m1(C \ {0}) = Z generatoran teljesiti a

kovetkezoket:
1. - ~ 5 . o
alkalmas bdzisban valamely A; € C; matrixokra az alabbi
alaku: .
A1 * c. *
Ay .. %
* * .. /~4,,

konjugalasi osztalya Co @ |.
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Egy Uj bizonyitas

Fourier-transzformalt, folyt.

Legyen CNJ az a Gl (C)-beli konjugélasi osztaly, amelyre C; = CNJ Dl
Ismert, hogy p értéke a m1(C \ {0}) = Z generatoran teljesiti a
kovetkezoket:

1. alkalmas bazisban valamely 74]- € CNJ matrixokra az alabbi

alaku: .
A1 * *
* Ay ... %
I . ;4,,

2. konjugalasi osztalya Cp & 1.
Megforditva: minden olyan matrixnak, amely teljesiti az 1-2

feltételeket, az inverz Fourier-transzformdltja megoldast ad
AOA1 cee An = |-re.
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Egy Uj bizonyitas

Elegendoség

Feltessziik, hogy minden j-re C; = C;.
Legyen A C M;(C) az elsé feltételt teljesité matrixok halmaza.
Ekkor A egy affin algebrai részsokasag, dimenzidja:

dim(A) = 72 —Zr —l—Zdlm

Hasonldan, legyen B C Gl3(C) a masodik feltételt teljesitd
matrixok halmaza; B is algebrai részsokasdg, dimenzidja:

dim(B) = # — r — (# — r)*.
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Egy Uj bizonyitas

Elegendoség, folyt.

Ezért,

dim(A) 4+ dim(B) — ? —Zd|m(C +7—r? —r+Zd|m(C

a Y7 odim(Cj) > 2r* — 2 feltevés miatt.
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Egy Uj bizonyitas

Elegendoség, folyt.

Ezért,

dim(A) 4+ dim(B) — ? —Zd|m(C +7—r? —r—i—Zdlm(C

a Y7 odim(Cj) > 2r* — 2 feltevés miatt.
Bézout tétele alapjan A és B metszi egymast P(M;(C) @ C)-ben.
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Egy Uj bizonyitas

Elegendoség, folyt.

Ezért,

dim(A) 4+ dim(B) — ? —Zd|m(C +7—r? —r—i—Zdlm(C

a Y7 odim(Cj) > 2r* — 2 feltevés miatt.

Bézout tétele alapjan A és B metszi egymast P(M;(C) @ C)-ben.
Ha AN B C P(M;(C) & 0), akkor Cp sajatértékeit perturbalva mar
lesz nem-idedlis megoldas.
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Egy Uj bizonyitas

Egy példa: a Lamé-rendszer

Legyen P = {0,1,t,00} és minden j € {0,1,2,3}-ra C; a

diag(i, —i) konjugdlasi osztdlya. Tenzorizéljunk azzal az 1-rangi
reprezentdciéval, amelyre minden j € {1,2,3}-ra 7(v;) = i € C*.
Ekkor a médositott konjugéldsi osztalyok:

C; = diag(—1,1).
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Egy Uj bizonyitas

Egy példa: a Lamé-rendszer

Legyen P = {0,1,t,00} és minden j € {0,1,2,3}-ra C; a

diag(i, —i) konjugdlasi osztdlya. Tenzorizéljunk azzal az 1-rangi
reprezentdciéval, amelyre minden j € {1,2,3}-ra 7(v;) = i € C*.
Ekkor a médositott konjugéldsi osztalyok:

C; = diag(—1,1).

Fourier-transzformdlds utan: kersiink egy olyan

-1 al a»
B = b3 -1 as
by b -1

matrixot, amelynek sajatértékei: (—1,1,1).
2 fliggetlen feltétel 6 valtozéban.
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Egy Uj bizonyitas

A Lamé-rendszer, folyt.

Legyen példdul b3 = by = 0. Ekkor az egyenletek:

ala3b2 =0
axby =4,

amelynek egy megolddsa: a3 = a3 =0,ay = bp = 2.
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Tovabbi eredmények

Kac-Moody gyokrendszerek

Legyen G = (V/, E) egy véges csillagszerli graf, n: V — Z
cslicsainak egy “szinezése”. Minden v € V-re jeloljiik e,-vel a v
karakterisztikus fliggvényet. Vezessiik be a kovetkez6 szimmetrikus
bilinearis format ZV-n:

2 ha v=V

(ev,ew) =< -1 ha (v,v)€eE
0 kiilonben
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Tovabbi eredmények

Kac-Moody gyokrendszerek
Legyen G = (V/, E) egy véges csillagszerli graf, n: V — Z
cslicsainak egy “szinezése”. Minden v € V-re jeloljiik e,-vel a v
karakterisztikus fliggvényet. Vezessiik be a kovetkez6 szimmetrikus
bilinearis format ZV-n:

2 ha v=V
(ev,ew) =< -1 ha (v,v)€eE
0 kilonben

Rogzitett v € V-re értelmezziik a
t, 2V - 1zY
v-re vald tiikrozést a kovetkezd képlettel:

t,(n) =n— (e, n)e,.
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Tovabbi eredmények

Kac-Moody gyokrendszerek, folyt.

Legyen
W= {(t, :veV)cAuZz")

a Weyl-csoport. Az
{e, :veV}

halmaz W menti péalyaterét valds gyokoknek nevezziik.
Definidlhatunk tovabba képzetes gyckoket is.
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Tovabbi eredmények

Kac-Moody gyokrendszerek, folyt.

Legyen
W= {(t, :veV)cAuZz")

a Weyl-csoport. Az
{e, :veV}

halmaz W menti péalyaterét valds gyokoknek nevezziik.
Definidlhatunk tovabba képzetes gyckoket is.

A (Co,...,Cp) adatokhoz hozzarendelhetd egy G véges csillagszerii
graf és egy n € ZV.

Tétel (W. Crawley-Boevey, 2003)

Akkor és csak akkor van megolddsa ApAz - - - An = l-nek
A; € Cj-ben, ha n valds vagy képzetes gyok.
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Tovabbi eredmények

A Lamé-rendszer gyokrendszere

A P=1{0,1,t,00},
C_,' = diag(—l, 1)

esetben a hozzarendelt graf a Dy affin Dynkin-diagram:

1

o]
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Tovabbi eredmények

Fourier-transzformalt gyokrendszereken
Da-nek létezik két kiilonboz8 “olvasata”.
Fourier-transzformalas el6tt:

o

o
N
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Tovabbi eredmények

Fourier-transzformalt gyokrendszereken
Da-nek létezik két kiilonboz8 “olvasata”.
Fourier-transzformalas el6tt:

1
L
1 2 1
[, [ ] o
]
Fourier-transzformalds utan:
1
2
* [ ] [
1 1 1

Szabé Szildrd
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Tovabbi eredmények

Cél
1. Leirni a Fourier-transzformdltat altaldnos Kac-Moody
gyokrendszereken.

2. Egyszeriibb bizonyitdst adni a Deligne-Simpson problémaval
kapcsolatos eredményekre.
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