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4 TARTALOMJEGYZÉK



1. fejezetBevezetésEbben a dolgozatban a relativitáselmélet egyik vezérelvének és az ikerpara-doxonnak a logikai kapsolatát fogjuk vizsgálni. A relativitáselmélet azon alap-elvét, miszerint minden nyugalomban lév® (ineriális) meg�gyel® ugyanolyannaklátja a világot, az AxSymTime axiómában fogjuk preízen formalizálni. Azikerparadoxont, mely szerint, ha két ikertestvér közül az egyik nyugalombanvan, míg a másik gyorsulásnak van kitéve, akkor az el®bbi testvér két találál-kozásuk között több id®t érez eltelni mint az utóbbi, pedig az AxTwp axiómaformalizálja.Vizsgálódásainkat abban az els®rend¶ logikai környezetben hajtjuk majdvégre, melyet Andréka Hajnal, Madarász X. Judit és Németi István dolgo-zott ki a közelmúltban, Andai Attila, Sain Ildikó, Sági Gábor, T®ke Csabaés Vályi Sándor közrem¶ködésével. Azzal a éllal építették ki ezt a környe-zetet, hogy az els®rend¶ logikai eszközök segítségével a relativitáselmélet egymélyebb megértését kapjuk, ahol els®sorban a miért tipusú kérdésekre konent-rálunk. [And-Mad-Né℄[Mad℄[And-Mad-Né-2℄ Efelé a él felé törekszünk ebbena dolgozatban is.A dolgozatban megadjuk a fent említett két axiómának geometriai karakte-rizáióit, lásd a 3.1.1 és 3.2.1 tételeket. Ezen karakterizáiók segítségével a 3.3.2és 3.3.3-ban megoldunk pár problémát, amit Andréka H, Madarász J. X. ésNémeti I. vetett fel [And-Mad-Né℄-ben. Továbbá 3.3.1-ben egy szemléletesebbbizonyítást adunk egy már ismert tételre. Az utolsó fejezetben pedig rövidenrávilágítunk arra, hogy ezzel az ikerparadoxonnal kapsolatos kérdéskör mégnins teljesen lezárva, és rejt magában érdekes megoldatlan problémákat.
5



6 FEJEZET 1. BEVEZETÉS



2. fejezetAz els®rend¶ logikai keretEbben a fejezetben tömören vázoljuk azt a többszortú els®rend¶ logikai keretet,melyben a relativitáselmélettel kapsolatos vizsgálódásainkat szoktuk végezni.Továbbá megadunk egy alap axiómarendszert, melyben az ikerparadoxon és afent említett szimmetria axióma kapsolatát tárgyaljuk majd ezen dolgozatban.2.1. A keret nyelvLegel®ször rögzítünk egy n ≥ 2 egész számot, melyet innent®l kezdve a tér-id®dimenziójának tekintünk és így is hivatkozunk majd rá.A struktúra típusa, melyben a továbbiakban dolgozunk a következ®:
〈B, F ; Obs, Ph, +, ·,≤, W 〉.Itt B és F két nem üres halmaz, a struktúra két univerzuma más névenszortja, a többi pedig ezeken a szortokon értelmezett reláiók és függvények.

B az úgynevezett bodyk szortja. Ezek lesznek az objektumok a tér-id®ben.Ennek a szortnak egy elemét a továbbiakban body-nak fogjuk nevezni. F pediga mennyiségek szortja. Ez a megfigyel®k � mint speiális bodyk � paramé-ter tartománya. Ennek a szortnak az elemeivel fognak majd koordinátázni ameg�gyel®k.Az Obs és Ph két egyváltozós reláió a bodyk szortján. Az Obs jelöli ki azo-kat a bodykat, melyeket meg�gyel®knek nevezünk majd, és a Ph pedig azokat,melyeket fotonoknak.A +, ·,≤ az F szorton értelmezett kétváltozós müveletek illetve reláió, me-lyek a szokásos összeadás, szorzás müveletek, illetve a rendezés reláió szerepéttöltik be.A W pedig egy n+2 változós reláió, a B×Fn×B részhalmaza. Ez a reláióazt az intuitív képet hordozza magában, hogy valaki, valahol észlel (koordinátáz)valamit. Pontosabban az els® változóban szerepl® body, az utolsó változóbanszerepl® bodyt a többi változóban szerepl® mennyiségekkel koordinátázza.7



8 FEJEZET 2. AZ ELS�REND� LOGIKAI KERET2.2. A keret axiómákEbben a részben megadjuk azokat az axiómákat, melyeket a fent de�niált relá-iókról felteszünk, hogy az ott megfogalmazott intuitív elvárások értelmet nyer-jenek. Ezeket az axiómákat keret axiómáknak hívjuk és mindig, minden axiómarendszerben fölteszük ®ket.A
〈F, +, ·,≤〉reduktumról két axiómát teszünk fel: Az egyik AxOF azt fejezi ki, hogy F egylineárisan rendezett test, Ax(

√

) pedig azt, hogy minden pozitív elemb®l lehetnégyzetgyököt vonni F -ben. 1 Ezt minden gond nélkül megtehetjük, de itt nemkívánjuk részletezni, mert teljesen tehnikai, és témánkhoz lényegét tekintvenem kapsolódik. A részletek megtalálhatók: [Mad℄ vagy [And-Mad-Né℄.Mivel azt akarjuk, hogy a meg�gyel®k legyenek azok a kitüntetett bodyk,amelyek koordinátáznak, ezért feltesszük, hogy:
W (m, p, b) ⇒ Obs(m),ami pont ezt fogalmazza meg (azaz, ha egy body koordinátáz, akkor az meg�-gyel®).Azért, hogy a meg�gyel® mentes modelleket kizárjuk feltesszük, hogy:

∃m Obs(m)2.3. Az alap axiómarendszer ( Specrel−)Ebben a részben megadunk egy axiómarendszert, a Specrel−-t, a keretnyelvenbelül az egyikét azoknak, melyekkel általában dolgozni szoktunk.Pár de�níió, jelölés és konvenió elöljáróban:A (pt, p1 . . . pn−1) = p ∈ Fn jelölést fogjuk használni az F fölötti n dimenziósvetktortér elemeire, utalva arra, hogy az els® koordinátát, mint id® koordinátáttekintjük.A vektortér egyeneseire a
Lines := {{q + λs : λ ∈ F} : q, s ∈ Fn, s 6= 0}jelölést használjuk.A b body életútját az m meg�gyel® világképében a

trm(b) := {p ∈ Fn : W (m, p, b)}halmaz de�niálja.Továbbá l ∈ Lines esetén, ahol s ∈ Fn mint fent, a
v(l) :=







√

s2

1
+···+s2

n−1

s2

t

ha st 6= 0

∞ ha st = 01Az Ax(
p

)-t általában nem veszzük be a keret nyelvbe sak ezen dolgozatban.



2.3. AZ ALAP AXIÓMARENDSZER ( SPECREL−) 9de�níiót használjuk az l egyenes 'sebességére'. Ha trm(b) ∈ Lines, akkor vm(b)rövidítést használjuk v(trm(b)) helyett.AxLine
(∀m ∈ Obs)(∀b ∈ B) trm(b) ∈ LinesEz az axióma azt fejezi ki, hogy minden meg�gyel® minden bodyt egyenesenlát mozogni. Lásd 2.1 ábra. (Az ilyen meg�gyel®ket a �zikában ineriálisnakszokták nevezni.)A t̄ := F × {0}n−1 jelölést használjuk az id® tengelyre.A fénysebességnek az 1 értéket feleltetjük meg.AxE
(∀m ∈ Obs)(∀ph ∈ Ph) vm(ph) = 1Ez az axióma azt a relativisztikus jelenséget fogalmazza meg, hogy mindenmeg�gyel® ugyanolyan gyorsan látja a fényt terjedni. (Ez a relativitáselméletegyik vezérelve.)AxSelf

(∀m ∈ Obs) trm(m) = t̄Ez az axióma azt mondja, hogy a meg�gyel®k állni látják magukat a sajátkoordináta-rendszerükben. Lásd 2.1 ábra.AxObs
(∀m ∈ Obs)(∀l ∈ Lines)( vm(l) < 1 =⇒ (∃k ∈ Obs) trm(k) = l )Másképp fogalmazva: minden irányban, minden, a fénysebességnél lassabb se-bességgel lehet haladni. Lásd 2.1 ábra.AxPh
(∀m ∈ Obs)(∀l ∈ Lines)( v(l) = 1 =⇒ (∃ph ∈ Ph) trm(ph) = l )Ez az axióma pedig a fotonok létezését követeli meg minden irányban a fényse-bességgel. Lásd 2.1 ábra.Bevezetjük a

wm(p) := {b ∈ B : W (m, p, b)}jelölést az m meg�gyel® által p pontban látott bodyk halmazára. És wm-re úgygondolunk, mint Fn pontjaihoz bodyk halmazait rendel® függvényre. Bodykrészhalmazait eseményeknek nevezzük.AxRange
(∀m, k ∈ Obs) Ran(wm) = Ran(wk)Azaz a wm és wk függvényeknek ugyanaz az értékkészlete, ami intuitíven aztjelenti, hogy minden meg�gyel® pontosan ugyanazokat az eseményeket látja.További fontos fogalom a világképtranszformáió m és k meg�gyel®k vi-lágképe között:

fmk := {〈p, q〉 ∈ Fn × Fn : wm(p) = wk(q)}
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2.1. ábra. Specrel−-hoz



2.3. AZ ALAP AXIÓMARENDSZER ( SPECREL−) 11Azaz fmk azon pontpárok halmaza, ahol m és k ugyanazokat az eseményeketlátja. Elég kevés feltevésb®l már következik, hogy ez nem sak egy reláió-ként, hanem egy bijektiv leképezésként is felfogható, és így joggal nevezhet®transzformáiónak. Ez például az ezen dolgozatban használt axióma rendszer-b®l (Specrel−-ból) b®ven következik, lásd [Mad℄[And-Mad-Né℄.
Ax(‖)

(∀m, k ∈ Obs)( trm(k) párhuzamos t̄−vel =⇒ fmk izometria )Ez az axióma azt mondja ki, hogy egymást állni látó meg�gyel®k ugyanaztaz id®eltérést, illetve távolságot mérik két esemény között.Bevezetjük a 1t := (1, 0, . . . , 0) jelölést, továbbá fmk(p)t-vel jelöljük az
fmk(p) pont id® (els®) komponensét.AxLinTime

(∀m, k ∈ Obs)(∀λ ∈ F )( fmk(0) = 0 =⇒ fmk(λ1t) = λfmk(1t) )Ez az axióma azt jelenti, hogy, ha egy meg�gyel® találkozott egy másikkal ésegyszerre mért vele 0 órát, akkor úgy látja, hogy a másik számára egyenletesentelik az id®.AxTimeStart
(∀m ∈ Obs)(∀λ ∈ F )(∃k ∈ Obs) fmk(p) = p + λ1tEz az axióma azt mondja, hogy minden meg�gyel®höz és id®egységhez vanegy másik meg�gyel®, aki pont ugyanúgy látja a világot, mint az el®bbi meg�-gyel® kivéve, hogy az órája az adott id®egységgel késöbb indult el.AxTimeOrd

(∀m, k ∈ Obs) fmk(1t)t − fmk(0)t > 0Az axióma azt fejezi ki, hogy az id® minden meg�gyel® számára ugyanabbaaz irányba telik.Ezt az axiómát azért tesszük fel, mert hiánya mellett ugyan a következ®fejezet állításai érvényben maradnának, azonban a fogalmak és a bizonyításoktehnikailag elbonyolódnának, és ezáltal eltakarnák a lényeget.Ezekb®l az axiómákból álló axiómarendszert nevezzük Specrel−-nak:
Specrel− = {AxLine,AxE,AxSelf ,AxObs,AxPh,AxRange,

Ax(‖),AxLinTime,AxTimeStart,AxTimeOrd}
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3. fejezetAz AxTwp és AxSymTimeaxiómák kapsolataEbben a fejezetben megfogalmazzuk az AxSymTime és a AxTwp axiómákat,és megadjuk mind a kett®nek egy geometriai karakterizáióját a Specrel− mo-delljeiben. Majd a karakterizáiók következményeképp bebizonyítjuk a beveze-t®ben említett állításokat.AxTwp
(∀m, a, b, c ∈ Obs)(∀p, q, r ∈ Fn)( p, q, r nincs egy egyenesen,

{a, c} ⊂ wm(p), {b, a} ⊂ wm(q), {b, c} ⊂ wm(r)

=⇒ |fmc(r)t − fmc(p)t| > |fma(q)t − fma(p)t| + |fmb(r)t − fmb(q)t| )Mivel Specrel−-ban sak egyenes vonalon történ® (ineriális) mozgások sze-repelnek, ezért az ikerparadoxont azzal a trükkel fogalmaztuk meg, hogy a gyor-suló ikertestvért két ineriálisból a-ból és b-b®l illesztettük össze. Lásd 3.1 ábra.A fenti axióma pont azt fogalmazza meg, hogy ha az a, b, c meg�gyel®ket az mmeg�gyel® úgy látja, hogy az a, b meg�gyel®k, a b, c meg�gyel®k és az a, c meg-�gyel®k rendre a q, r, p pontokban találkoztak, akkor m szerint a c meg�gyel®több id®t mér p és r pont között mint az a meg�gyel® a pq és a b meg�gyel® a
qr szakaszon együttvéve.AxSymTime

(∀m, k ∈ Obs)( fmk(0) = 0 =⇒ fmk(1t)t = fkm(1t)t )Az axióma jelentése az, hogy az origóban találkozó meg�gyel®k ugyanannyi-ra látják megrövidülni egymás egység-óráját. Mivel AxLinTime-t feltettük,ezért ez ugyan azt jelenti mint az, hogy a meg�gyel®k ugyanúgy látják lelas-sulni1 egymás óráit. Ezt az állítást magában foglalja a relativitáselmélet azon1Specrel−-ból még nem következik, hogy lassulni látják egymás óráit, viszont ha azAxSymTime-ot hozzávesszük, akkor már igen.13
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3.1. AZ AXTWP KARAKTERIZÁCIÓJA 15vezérelve, hogy a nyugalomban lév® (egyenes vonalú egyenletes mozgást végz®)meg�gyel®k ugyanúgy látják a világot.Az AxSymTime axióma a Specrel−-el együtt lényegében véve már aztfejezi ki, amit a speiális relativitáselmélet alatt érteni szokás.3.1. Az AxTwp karakterizáiójaAz
MSm

t := {fkm(1t) : k ∈ Obs ∧ fmk(0) = 0}halmazt az m meg�gyel® szerinti (id®) Minkowski-szférának nevezzük. Ezazon pontok halmaza Fn-ben, ahol m lát valakit 1 órát mérni azok közül, akikkeltalálkozott, és egyszerre mért 0-át.Az MSm
t halmazt 'konvexnek' fogjuk nevezni, ha bármely két pontján átaz azokat összeköt® szakasz a halmaz fölött halad.2Ha Σ egy formulahalmaz és ϕ egy formula, akkor Σ |= ϕ alatt azt értjük,hogy ϕ igaz Σ minden modelljében.A következ® tétel egy geometriai karakterizáiót ad az AxTwp axiómára a

Specrel− modelljeiben.Tétel 3.1.1
Specrel− |= AxTwp ⇐⇒ ∀m ∈ Obs MSm

t
′konvex′biz. Legyenek p, q, r pontok és m, a, b, c meg�gyel®k az AxTwp axiómában sze-repl® pontok, illetve meg�gyel®k. Lásd 3.2 ábra. Az Ax(‖) miatt a párhuzamoséletútú meg�gyel®k ugyanúgy mérik az id®t. AxObs és AxTimeStart miattaz m meg�gyel® minden pontból minden irányban lát fénynél lassabban haladniolyan meg�gyel®t, aki az adott pontban mért 0 órát.Ezért feltehetjük, hogy a p pont épp az origó.Legyen továbbá f a q pont p r szakasz felez®pontjára vett tükörképe. Ax(‖)miatt tudjuk, hogy a p, q, r, f pontok által meghatározott paralelogrammánaka szemközti oldal egyenesein él® meg�gyel®k ugyanúgy látják telni az id®t. Je-löljük a p q és p f szakaszokon a és b meg�gyel®k egység-óráit rendre a-val és

b-vel.Ahhoz, hogy lássuk mit jelent az, hogy a c meg�gyel® több id®t mér a p rszakaszon mint a másik kett® a p q és q r szakaszokon együttvéve, nézzük meg,hogy hova kell felvenni a c meg�gyel® egység-óráját, hogy ugyanannyit mérjenmint a másik kett® együtt. Ehhez húzzunk párhuzamost q ponton át a b-vel,jelöljük rendre d-vel, illetve s-sel ezen párhuzamosnak és p r, illetve f r egyenesekmetszéspontját. Jelöljük továbbá c-vel a a b, illetve a p r szakaszok metszéspont-ját. Belátjuk, hogy ha a c meg�gyel® egység-órája pont a pc szakasz, akkor a cmeg�gyel® pont annyi id®t mér p r pontok között, mint a másik két meg�gyle®2A 'konvex' tulajdonságból következik, hogy MSm

t
minden egyenest legfeljebb egy pontbanmetsz, így gondolhatunk rá mint irányokhoz pontotkat rendel® (pariális)függvényre és ekkora 'konvex' tulajdonság pont a szokásos függvénytani konvexitást fogja jelenteni.



16 FEJEZET 3. AZ AXTWP ÉS AXSYMTIME AXIÓMÁK KAPCSOLATAközösen. Ehhez azt kell látni, hogy a p q

pa
+ p f

p b
= p r

p c
egyenl®ség fennáll a szaka-szok hosszára, mert AxLinTime miatt a p q

p a
, p f

p b
, p r

p c
arányok rendre az a, b, cmeg�gyel®k által a megfelel® szakaszokon mért id®t jelentik. A fenti egyenl®ségpedig a következ®k miatt áll fenn: a p a c illetve a p q d háromszögek hasonlóak,továbbá a p c b és a r d q háromszögek szintén hasonlóak, ez a konstrukióbólvilágosan látszik. Felírva a hasonlóságból adódó oldalarány egyenl®ségeket, aztkapjuk hogy p d

p c
= p q

p a
illetve, hogy d r

p c
= r q

p b
. Ezeket öszzeadva és felhasználva,hogy p d+ d r = p r, pont a kívánt egyenl®séget kapjuk. Tehát azt kaptuk, hogya c meg�gyel® pontosan akkor mér ugyanannyit mint a másik kett® együttvéve,ha az egység-órája pont az a és b meg�gyel®k egység-óráit összeköt® szakaszonvan.Ahhoz pedig, hogy a c meg�gyel® több id®t mérjen, az kell, hogy az egység-órája rövidebb legyen. Ez pedig pont azt jelenti, hogy az MSm

t halmaznakmegvan a 'konvex' tulajdonsága. �
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3.2. ábra. a 3.1.1 tétel bizonyításához



3.2. AZ AXSYMTIME KARAKTERIZÁCIÓJA 173.2. Az AxSymTime karakterizáiójaA {p ∈ Fn : pt > 0, p2
t −p2

1−· · ·−p2
n−1 = 1} halmazt egység hiperboloidnak fog-juk nevezni, továbbá a kétdimenziós egység hiperboloidot egység hiperbolánakhívjuk.A következ® tétel egy geometriai karakterizáiót ad az AxSymTime axió-mára a Specrel− modelljeiben.Tétel 3.2.1

Specrel− |= (∀m ∈ Obs)( MSm
t az egység hiperboloid ) ⇐⇒ AxSymTimebiz.
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3.3. ábra. a 3.2.1 tétel bizonyításáhozA következ® három állítás miatt, elég megmutatni azt, hogy AxSymTimeazzal ekvivalens, hogy MSm
t részhalmaza az egység hiperboloidnak:AxObs és AxTimeStart miatt az m meg�gyel® viágképében minden ori-gón átmen®, fénynél lassabb egyenesen kell legyen olyan meg�gyel®, aki az ori-góban mért nulla órát. Az egység hiperboloid minden ilyen egyenest pontosan



18 FEJEZET 3. AZ AXTWP ÉS AXSYMTIME AXIÓMÁK KAPCSOLATAegy pontban metsz. Továbbá, az egység hiperboloid minden pontját, a 0-valösszeköt® egyegyenes lassabb a fény sebességnél.Legyen k egy tetsz®leges olyan meg�gyel®, aki az origóban találkozott m-melés egyszerre mért vele 0 órát. (fmk(0) = 0) A számolások egyszer¶sítése végett,a t̄-n és trm(k) átmen® síkon belül az m szerinti id® és az m-t®l mért távolsággalkoordinátázunk, lásd 3.3 ábra. Az fkm(1t) koordinátái legyenek (t, x).Mivel az fmk(1t) és az fmk(1t)t1t pontok k világképében egyidej¶ek. Ezért az
fkm(fmk(1t)t1t) pont az a pont m világképében, k életútján, amit k egyidej¶neklát fkm(fmk(1t)) = 1t-vel.AxLinTime miatt fkm(fmk(1t)t1t) = fmk(1t)tfkm(1t). Mivel azt tettükfel, hogy fkm(1t) = (t, x), így fkm(1t)t = t és igy AxSymTime 'k-ra vonatkoz-tatva' azzal ekvivalens, hogy fkm(fmk(1t)t1t) koordinátái (t2, tx). Felhasználvaazt, hogy a k meg�gyel® számára egyidej¶ pontok halmazai (szimultanitásai) az
m meg�gyel® világképében, a t̄-t és trm(k)-t tartalmazó síkon belül, pont a kéletútjának a fényegyenesekre (azaz, az 1 sebesség¶ egyenesekre) való tükörké-pei, lásd [And-Mad-Né℄, azt kapjuk, hogy az (1, 0), (t2, tx) és a (t2, 0) pontok,illetve a (0, 0), (t, 0) és a (t, x) pontok által alkotott derékszög¶ háromszögekhasonlóak, hisz az (0, 0) illetve a (t2, tx)-nél lév® szögeik azonosak. Ezt a hason-lóságot felírva azt kapjuk, hogy t2−1

tx
= x

t
, ami rendezve pont 1 = t2 − x2. Aztbizonyítottuk, hogy k egység-órája pontosan akkor van az egység hiperboloidon,ha az AxSymTime teljesül k-ra vonatkoztatva.Mivel k tetsz®leges olyan meg�gyel® volt, hogy fmk(0) = 0, ezért az állítástbebizonyítottuk. �3.3. A karakterizáiók következményeiA karakterizáiók következményeként igen szemléletes bizonyítást kapunk arra,hogy a speiális relativitáselméletb®l következik az ikerparadoxon.Következmény 3.3.1

Specrel− |= AxSymTime =⇒ AxTwpbiz. Mivel az egység hiperboloid 'konvex' a fenti értelemben, ezért az állítás akarakterizáiós tételek után nyilvánvaló. �Ha Σ egy formulahalmaz és ϕ egy formula, akkor Σ 6|= ϕ alatt azt értjük,hogy van Σ-nak olyan modellje, amiben ϕ nem igaz.Andréka H, Madarász J. X. és Németi I. vetették fel azt a kérdést, hogy azel®z® állításban megfordítható-e a következtetés iránya, lásd [And-Mad-Né℄ Qu-estion 4.2.17 és Question 4.2.16. Erre a kérdésre ad negatív választ a következ®állítás:Következmény 3.3.2
Specrel− 6|= AxTwp =⇒ AxSymTime



3.3. A KARAKTERIZÁCIÓK KÖVETKEZMÉNYEI 19biz. Ismert, hogy egy meg�gyel® Minkowski-szféráját majdnem tetsz®legesenel®írhatjuk Specrel− modelljeiben. Azaz, hogy minden H halmazhoz (amiaz origóból induló (jöv®beli) fénykúpnak a belsejében van, és minden az ori-góból induló a fénykúpban haladó egyenest legalább egy pontban metsz) lé-tezik Specrel−-nak modellje úgy, hogy abban valamelyik m meg�gyel®re épp
MSm

t = H . Lásd [And-Mad-Né℄. Mivel nem a hiperboloid az egyetlen ilyen'konvex' tulajdonságú halmaz, ezért ezekhez a halmazokhoz tartozó modellekmind példák a fenti állításra. �Ha az Ax∃∀Twp
(∃m ∈ Obs)(∀a, b, c ∈ Obs)(∀p, q, r ∈ Fn)( p, q, r nincs egy egyenesen,

{a, c} ⊂ wm(p), {b, a} ⊂ wm(q), {b, c} ⊂ wm(r)

=⇒ |fmc(r)t − fmc(p)t| > |fma(q)t − fma(p)t| + |fmb(r)t − fmb(q)t| )axiómával megfogalmazzuk azt, hogy van olyan meg�gyel®, aki minden meg�-gyel® hármomszögben ikerparadoxont lát, akkor természetesen adódik az a kér-dés, hogy ebb®l az axiómából következik-e az ikerparadoxon. A kérdésre adottválasz igenl®. Azaz, ha valaki úgy látja, hogy az ikerparadoxon igaz, akkor min-denki úgy látja. Ez abból következik, hogy az ikerparadoxonos axiómákban akövetkeztetés utáni kifejezés sak látszólag függ az m meg�gyel®t®l.Az Ax∃Twp
(∀m ∈ Obs)(∃a, b, c ∈ Obs)(∀p, q, r ∈ Fn)( p, q, r nincs egy egyenesen,

{a, c} ⊂ wm(p), {b, a} ⊂ wm(q), {b, c} ⊂ wm(r)

=⇒ |fmc(r)t − fmc(p)t| > |fma(q)t − fma(p)t| + |fmb(r)t − fmb(q)t| )axiómával megfogalmazzuk azt, hogy minden meg�gyel® lát olyan meg�gyel®ketakik ikerparadoxon szituáióban vannak.Ugyansak természetesen adódik az a kérdés is, hogy igaz-e, hogy a fentiaxiómából is következik az ikerparadoxon, lásd [And-Mad-Né℄ Question 4.2.15és Question 4.2.16. Erre a kérdésre ad negatív választ a következ® állítás:Következmény 3.3.3
Specrel− 6|= Ax∃Twp =⇒ AxTwpbiz. Az ikerparadoxon karakterizáiójának bizonyításából kisit több is kiderül,mint amit a 3.1.1 tétel állít, ugyanis az is látszik bel®le, hogy egy meg�gyel®pontosan akkor lát három másik meg�gyel®t ikerparadoxon szituáióban, haazok konvex helyzetben vannak. Így a fenti állítás abból adódik, hogy abbólhogy három pont MSm
t -n 'konvex' helyzetben van, még nem következik, hogy

MSm
t 'konvex'. �Az állítas intuitív átfogalmazása az, hogy abból, hogy mindenki lát valaholikerparadoxon szituáiót még nem következik, hogy igaz az ikerparadoxon. S®ta bizonyításból az is látszik, hogy el®fordulhat, hogy az ikerparadoxont sért®



20 FEJEZET 3. AZ AXTWP ÉS AXSYMTIME AXIÓMÁK KAPCSOLATAszituáiók kevesen vannak az összeshez képest. Például ha egy 'konvex' MSm
t -tsak egy pontban változtatunk meg, (úgy, hogy még mindig messen minden, az

m meg�gyel® fénykúpjában haladó egyenest) akkor az ikerparadoxon sak akkorsérül, ha a három benne résztvev® meg�gyel® egyike pont ebben az iránybanhalad.A 3.3.3 állítás bizonyításában utaltunk rá, hogy a 3.1.1 tétel bizonyításánaksekély módosításával, hasonló karakterizáió adható az Ax∃Twp axiómárais. Ez az a karakterizáió egy alternatív bizonyítást ad a [And-Mad-Né℄-beliProposition 4.2.14-re, továbbá megválaszolja az ugyansak [And-Mad-Né℄-beliQuestion 4.2.10-et. Mivel a bizonyítások nagyon hasonlóak a fenti következmé-nyek bizonyításaihoz, ezért a részletekre ezen dolgozatban nem térünk ki.



4. fejezetAz AxTwp gyorsulómeg�gyel®k esetén(kitekintés)Ebben a részben vázoljuk, hogy hogyan általánosítható az ikerparadoxon (és azalapaxióma rendszer), hogy ne sak ineriális meg�gyel®k tárgyalására legyenalkalmas. Továbbá rávilágítunk néhány nehézségre, ami a tárgyalás során el®-kerül.4.1. Az AxTwp átfogalmazása gyorsuló meg�gye-l®kreIgaziból gyorsuló meg�gyel®k esetén lenne érdekes tárgyalni az ikerparadoxont,mert ott lehet®ség nyílna arra, hogy ne három, hanem két meg�gyel®r®l szóljon,mint ahogy azt általában fogalmazni szokás. Ehhez nem kell mást tenni, mintaz Obs reláió mellé felvenni egy IObs reláiót, mely a meg�gyel®k közül kijelöliazokat, amelyeket ineriális meg�gyel®nek tekintünk. Így az ikerparadoxon akövetkez® alakban fogalmazható meg:AxTwpA
(∀m, a ∈ IObs)(∀c ∈ Obs\IObs)(∀p, r ∈ Fn)( p 6= q, {a, c} ⊂ wm(p),

{a, c} ⊂ wm(r) =⇒ |fmc(r)t − fmc(p)t| > |fma(r)t − fma(p)t| )Ahhoz, hogy az Obs és IObs reláiók tényleg azt jelentsék amit szeretnénk,a Specrel−-ban szerepl® axiómákat sak az IObs-beli meg�gyel®kre követeljükmeg. Persze mondanunk kell valamit a többi meg�gyel®r®l is, ezt egy Axgnevet visel® axiómával tesszük meg, melyet itt nem részletezünk, de megtalál-ható a [And-Mad-Né-Szé℄ ikkben. Az Axg intuitív jelentése az, hogy mindenmeg�gyel® világképe kis környezetben olyan mint egy ineriálisé.21



22 FEJEZET 4. AZ AXTWP GYORSULÓ MEGFIGYEL�K ESETÉN (KITEKINTÉS)Az ikerparadoxon gyorsuló meg�gyel®k esetén való tárgyalásának igénye márkorábban is felvet®fött, lásd [Mad℄ pp.93-99 illetve [And-Mad-Né℄ pp.143-150.4.2. Az AxTwp tárgyalásának nehézségei a gyor-suló esetbenMivel els®rend¶ nyelven a valós számok teste nem axiómatizálható izomor�z-mus erejéig, ezért szeretnénk a tárgyalásunkat továbbra is tetsz®leges rendezetttest fölött folytatni. A gyorsuló meg�gyel®k tárgyalásánál pedig az olyan ana-lízisbeli fogalmak, mint a folytonosság, deriválhatoság, stb. elkerülhetetlenek.Annak ellenére, hogy ezek a fogalmak minden gond nélkül általánosodnak tet-sz®leges rendezett testre, nem maradnak olyan er®sek. A legtöbb gond ebb®lfakad. Egy példával illusztrálnánk is, hogy milyen jelleg¶ problámát jelent ez:Azt, hogy a gyorsuló esetben sak a valós számok teste fölött marad érvénybena 3.3.1 állítása az okozza, hogy a többi rendezett test nem összefügg® a rendezéstopológiában, így vannak folytonos (s®t, lokálisan konstans) ugró függvények.Ezért semmilyen az id® múlására tett folytonossági (akármilyen simasági) fel-tevéssel sem tudjuk megtiltani azt, hogy egy meg�gyel® órája hirtelen el®re(vagy vissza) ugorjon valamennyit. Emiatt teljesen megbolondulhatnak egynem ineriális meg�gyl® órái. [Szé℄ arról szól majd, hogy hogyan lehet mégis el-s®rend¶ logikában kezelni az ilyen jelenségeket. Ehhez felhasználja a Handbookof Mathematical Logi-ban lév® S. Feferman által írt fejezet módszereit.Az ikerparadoxon mint jelenség, igen szoros kapsolatban áll a gyorsulással.Ám ez a kapsolat nem teljesen triviális hiszen, ha mozgó iker tovább távolodik(nem gyorsulva) majd viszzaforduláskor ugyanazt a fordulási man®vert hajtjavégre, akkor az az id®eltérés, amit a visszaérkezéskor az ikertestvéréhez képestmér, több lesz, mintha nem távolodott volna olyan sokat, holott látszólag ugyanannyit gyorsult.Egy további nehézség, és ez igazából már nem is a gyorsuló meg�gyel®k, ha-nem az általános relativitáselmélet felé való továbbhaladás nehézsége az, hogynem szeretnénk megkövetelni, hogy minden meg�gyel® az egész Fn-et használjakoordináta-rendszernek, hanem annak sak egy (nyilt) részét. Azt szeretnénk,hogy a modelljeink valamilyen értelemben lokálisak legyenek. Ez már elég el®-rehaladott stádiumban van, lásd [Mad-To℄.Mind a két lépés, a gyorsuló meg�gyel®kr®l való expliit beszéd lehet®vététele és a modellek lokalizálása, az általános relativitáselmélet felé haladás (aspeiális relativitás elmélet felöl). [Szé℄-ben ezt a két irányt szeretnénk ötvözni.
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