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1. Bevezetés és altalanos célkituzések

A matematikai logika alkalmazasa a relativitdaselmélet megalapozasaban egyaltalan nem
1j gondolat, kordbban mar olyan vezetéo matematikusok és filozéfusok is felvetették,
mint Hilbert, Reichenbach, Carnap, Godel, Tarski, Suppes és Friedman. Az Andréka
Hajnal és Németi Istvan altal vezetett Logika és Relativitaselmélet iskolanak a munkai
— igy ez a dolgozat is — kozvetleniil kapcsolodnak ezekhez a kutatasokhoz.

Munkank tovabba szorosan kapcsolodik Hilbert hatodik problémajahoz a fizika axi-
omatizaldsahoz. S6t bizonyos szempontbdl tiulmutat azon, mert kutatasunk altalanos
célkitlizése nem csak a fizikai elméletek axiomatizaldsa, hanem az elméletek alapfel-
tevései (axiomak) és joslatai (tételek) kozott 1évo logikai kapesolatok alapos vizsgalata.

A kutatas egy tovabbi célkitiizése, hogy a relativitaselméleteket vilagos és plauzi-
bilis alapfeltevésekkel axiomatizaljuk az elsérendt logika keretein beliil. A kutatas egy
masik célja, hogy az elméletek meglepd tételeit (pl. ikerparadoxon) néhany meggy6z6
axiomabdl bizonyitsuk, valamint az, hogy megszabaditsuk az elméleteket a rejtett
feltevésektdl azaltal, hogy explicit axiémakra cseréljik 6ket. Tovabbi cél a fizikai
elméletek axiomatizalasa a matematika megalapozasahoz hasonlé médon.

Tobb oka is van annak, hogy a matematika megalapozasa az elsérendii logikai keretei
kozott tortént. Ezen okok egyike, hogy az elsérendii logikai axiomatizalas felszinre
hozza az elmélet rejtett feltevéseit. Egy masik ok az, hogy az elsérendii logikdahoz
tartozik teljes kalkulus, mig a mésodrendii (és igy barmely magasabbrendii) logikdhoz
nincs ilyen kalkulus.

Az axiomatikus megkdozelités tovabbi elonye, hogy ha van egy axiémarendszeriink,
akkor megvizsgalhatjuk, hogy mely axiomak felelnek az elmélet egy adott kovetkezmé-
nyéért. Ez a fajta forditott gondolkodasmod segithet a relativitaselmélet ,miért”
kérdéseinek megvélaszolasaban. Példaul, minél kevesebb axiémabol bizonyitjuk az
ikerparadoxont, annal jobb vélaszt adunk arra a kérdésre, hogy ,,Miért igaz az ikerpara-
doxon?”. A [12] cikk részletezi a jelen dolgozat mddszereinek a ,miért” tipusi kérdések
megvalaszoldsara torténo alkalmazasat. A dolgozat tobb kérdést is megvizsgal ebbol a

szempontbol.

2. Alkalmazott modszerek

A dolgozat alapvetoen az elsorendii logika szokasos modszereit hasznalja, beleértve

bizonyos modellelméleti tételeket is, mint példaul a Godel teljességi tétel. Ahhoz, hogy



a gyorsuldé megfigyelokkel kapcsolatos eredményeket az elsorendii logika keretein beliil
tartsuk, a valos analizis bizonyos modszereit és tételeit ki kellett terjeszteni tetszoleges

rendezett testekre.

3. Tézisek

Ahhoz, hogy megfogalmazzuk a dolgozat eredményeit, bevezetiink egy elsérendii nyel-
vet. Ehhez rogzitiink egy d > 2 természetes szamot a téridé dimenzidjanak. Az

elsérendii nyelviink a kovetkez6 nemlogikai jeleket tartalmazza:
{ Ba Oba IOb7 Ph7 Q7 +5 < W }7

ahol B (prébatestek), Ob (megfigyelok), IOb (inercidlis megfigyelék), Ph (fényjelek)
és  (mennyiségek) egyvialtozos relacidjelek; + és - kétvaltozds fiiggvényjelek és < egy
relacigjel (miveletek és rendezés a Q-n); tovabba W (vildgkép-relacié) egy 2+4-d valtozdés
relacidjel.

B(x), Ob(z), IOb(x), Ph(z), Q(z) (formalis) kifejezéseket tigy forditjuk természetes
nyelvre, hogy ,x egy préobatest”, ,x egy megfigyel6”, ,x egy inercidlis megfigyel6”,
»x egy fényjel” | x egy mennyiség”. A vilagkép-relacié W segitségével tudunk koor-
dindtézasrol beszélni azéltal, hogy a W(z,y, z1, .. ., zq4) kifejezést ugy forditjuk, hogy
»az r megfigyel6 az y prébatestet a (z1,...,z4) téridépontban koordinatazza” (azaz
(z9,...,2q) térpontban és a z; idépontban). Az els6 axiémankban fogalmazzuk meg a
legalapvetobb keretfeltevéseinket. Példaul azt, hogy az inercialis megfigyel6k is megfi-
gyeldk.

AxFrame ObUPh C B, IOb C Ob, W C ObxBx Q4 BNQ =0. A +és a -

kétvaltozds miiveletek és a < egy kétvaltozos relacié Q-n.

Ahhoz, hogy 6ssze lehessen adni, szorozni és hasonlitani a megfigyelok méréseit, egy

algebrai strukturaval latjuk el a mennyiségek halmazat a kovetkezd axidoma segitségével.

AxEOF A mennyiségek strukturdja (Q;+, -, <) egy Euklideszien rendezett test, azaz

olyan linearisan rendezett test, ahol minden pozitiv elemnek van négyzetgyoke.

Az AxFrame és AXEOF axiéomakat a logikai keretiink részeként kezeljiik, és igy min-

den tovabbi figyelmeztetés nélkiil feltessziik oket.
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3.1. Oraparadoxon

Az elsé eredmény az éraparadoxon (az ikerparadoxon inercidlis megfigyel6kkel torténé
kozelitésének) egy geometriai karakterizdcidja egy olyan kinematikai axiémarendszeren

beliil, ami csak a kovetkezé négy axiomat tartalmazza:

AxSelf Egy inercialis megfigyel pontosan akkor latja (koordindtdzza) magat egy

téridépontban, ha a pont térkomponense az origd, azaz a (0, ..., 0) térpont.

AxLinTime Az inercialis megfigyel6k vilagvonalai egyenesek és az id6 egyenletesen

telik rajtuk.

AxEv Minden inercidlis megfigyel$ pontosan ugyanazokat az eseményeket (prébatestek

talalkozésait) koordinatazza.

AxShift Barmely inercialis megfigyel6, aki lat egy maésik inercialis megfigyel6t egy
adott ido-egységvektorral, az tetszbleges téridépontban lat egy harmadik megfi-

gyelot, akinek ugyan az az idé-egységvektora.

Kinem:= { AxSelf, AxLinTime, AxEv, AxShift }

Nevezziik oraparadoxon szituacionak azokat a helyzeteket, amiben az 6raparadoxon
el6 tud fordulni, azaz amelyekben egy inercidlis megfigyel6 elhagy egy mésikat (ott-
honmaradé megfigyels), majd taldlkozik egy harmadikkal, akivel 6rat egyeztet és aki

visszatér az otthonmaradé megfigyelohoz.

CP Minden inercidlis megfigyel6 egyetért abban, hogy minden draparadoxon szitud-
ciéban, az otthonmaradd megfigyel6 tobb idot mér a két talalkozas kozott, mint

a masik két megfigyel6 egyiitt.

NoCP Minden inercidlis megfigyel6 egyetért abban, hogy minden 6raparadoxon szitu-
acidéban, az otthonmaradd megfigyel6 pont ugyan annyi idét mér a két talalkozas

kozott, mint a masik két megfigyeld egyiitt.

AntiCP Minden inercialis megfigyel6 egyetért abban, hogy minden éraparadoxon szi-
tuacioban, az otthonmaradoé megfigyel6 kevesebb id6t mér a két talalkozas kozott,

mint a masik két megfigyel6 egyiitt.



Egy megfigyel6 m Minkowski szférdjat a tobbi megfigyel6 (multba mutaté esetben
az origéra tiikkrozott) idé-egységvektorainak halmazaként definidljuk. A m megfigyeld
Minkowski szférdjara az MS% jelolést hasznaljuk.

A Minkowski szférék segitségével az 6raparadoxon (és varidnsainak) a kovetkezd

geometriai karakterizaciojat sikeriilt megadni:

Theorem 3.1 A Kinem azidmarendszerbdl kovetkeznek a kovetkezok dllitasok:

CpP < VYm €10b MS} konver,
NoCP <= Vm €IOb MS} lapos,
AntiCP <= Vm € I0b MS? konkdv.

Ennek a karakterizacionak tobb meglepo kovetkezménye is van. Ezek formalizalasahoz

sziikségiink lesz a kovetkezo axiéomakra:

AxThExp™ Az inercidlis megfigyelSk tetszdleges irdnyban tetszoleges (véges) sebességgel

mozoghatnak.

AxXThExp* Az inercidlis megfigyel6k tetszoleges irdnyban tetszoleges (véges) sebességet

tetszolegesen megkozelito sebességgel mozoghatnak.
AbsTime Az inercidlis megfigyelok egyetértenek az események egyidejiiségében.

A kovetkez6 tétel szerint NoCP formuldbdl logikailag kovetkezik AbsTime, ha az
AxThExpt axidméat és Kinem négy axiomajat feltessziik. Azonban, ha AxThExp™ he-
lyett csak az empirikusabb AxThExp* axiémat tessziik fel, akkor NoCP-b6l nem kovet-
kezik AbsTime. Ez azért meglepo, mert ezek szerint abbdl, hogy nem tapasztalunk
oraparadoxont a vilagban, nem tudunk logikailag kovetkeztetni az id6 Newtoni értelem-
ben vett abszolitsdgara andlkiil, hogy az AxThExpt elméleti axiéma helyett csak az

empirikusabb AxThExp* axiémat tételeznénk fel.

Theorem 3.2
AbsTime = NoCP, és (1)
Kinem + AxThExp™ 4+ NoCP |= AbsTime, de (2)
Kinem + AxThExp* + NoCP [~ AbsTime. (3)



A karakterizacié specidlis relativitaselméletre vonatkozd kovetkezményeinek ismer-

tetéséhez, megadjuk annak egy elsérendii axioma rendszerét:

AxPh Minden inercidlis megfigyel6 szerint a fényjelek sebessége 1.

AxSymDist Ha két inercidlis megfigyeld egyetért két esemény egyidejiiségének kérdé-

sében, akkor egyetért a térbeli tavolsagukban is.

AxThExp Az inercidlis megfigyel6k tetszoleges iranyban tetszéleges fénynél lassabb

sebességgel mozoghatnak.

SpecRel:= { AxSelf, AxPh, AxEv, AxSymDist }

A kovetkezo éllitas kovetkezik a SpecRel axiémarendszerbdl:
SlowTime Az egyméashoz képest mozgé inercidlis megfigyelok orai lelassulnak.

A SpecRel elméleten beliil nem tudjuk 6sszehasonlitani a SlowTime és CP formulakat,
mert mind a ketto kovetkezik az elméletbdl. Ezért ehhez az AxPh axiémaval kibovitett
Kinem axiémarendszert hasznaljuk. A kovetkezo tétel szerint CP logikailag gyengébb

feltevés, mint SlowTime.

Theorem 3.3 Ha d > 3, akkor

Kinem + AxPh + SlowTime |= CP, de (4)
Kinem + AxPh + AxThExp + CP F~ SlowTime. (5)

Mint a [10] és [11] hasonlé eredményei, a kovetkezd tétel is valaszt ad Andréka,
Madarasz és Németi egyik publikélt kérdésére [1, Question 4.2.17]. A tétel szerint CP

logikailag gyengébb feltevés, mint a SpecRel elmélet AxSymDist axiomaja.

Theorem 3.4 Ha d > 3, akkor

Kinem + AxPh -+ AxSymDist = CP, de (6)
Kinem + AxPh + AxThExp + CP [~ AxSymDist. (7)

Ezek az eredmények a [10], [11] és [8] publikdcidkon alapulnak.
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3.2. Relativisztikus dinamika

Az elmélet relativisztikus dinamikai kiterjesztéséhez a relativisztikus tomeget hasznal-
juk, mint alap fogalmat. Azt a gondolatot fogjuk formalizalni, hogy egy prébatest
relativisztikus tomege egy olyan mennyiség, ami azt fejezi ki, hogy mennyire nehezen
véltoztatja meg a mozgasallapotat. Ehhez felvesziink egy (d + 3)-valtozos M reldciot
és az M(b, p, x, k) (formélis) kifejezést gy forditjuk, hogy ,,az m megfigyel6 szerint a b
probatest relativisztikus tomege a p'téridopontban x”. Mivel adott b, p’és k-val tobb x
is lehet M reldaciéban, ezért bevezetjiik a kovetkezo definiciot: b probatest k megfigyeld
szerinti (my (b, p)-el jelolt) témege a p € Q7 téridépontban x, ha az z az egyetlen olyan
szam, amire az M(b, p, x, k) relacié fennéll. Ha nincs ilyen x vagy tébb is van, akkor

my (b, p') definidlatlan.

AxMass Barmely megfigyel6 szerint, a probatestek relativisztikus tomege tetszoleges
téridopontban definidlva van és nem negativ. Tovabba pontosan azokban a

téridopontokban 0, ahol a probatest nincs jelen.

AxCenter A két inercialis prébatest rugalmatlan iitkozése soran létrejové inercidlis

prébatest életutja az itk6z6 probatestek (téridobeli) silyvonaldnak folytatasa.
Egy b probatest (mg(b)-al jelolt) nyugalmi témege A € Q, ha (1) van olyan megfi-
gyeld, aki szerint b nyugalomban van és b relativisztikus tomege \, és (2) b relativisztikus

tomege A minden olyan megfigyel szerint aki szerint b nyugalomban van.

AxSpeed Az inercialis probatestek relativisztikus tomege csak a nyugalmi tomegiiktol

és a sebességiiktol fiigg.
AxSpeed biztositja, hogy az my(b) jelolés értelmes.

AxVinecoll Minden megfigyel6 szaméra a tetszoleges tomegli és sebességli probatestek

rugalmatlan titkozése realizalodhat.

AxThExp! Az inercidlis megfigyelSk tetszOleges iranyban tetszdleges fénynél lassabb

sebességgel mozoghatnak tgy, hogy szamukra az id6 elore felé telik.

SpecRelDyn:= { AxMass, AxCenter, AxSpeed, AxVinecoll, AxThExp' } U SpecRel




Theorem 3.5 Legyen d > 3. SpecRelDyn-bdl kovetkezik, hogy tetszéleges k inercidlis

meqfigyeld és b inercidlis probatest esetén érvényes a kovetkezd formula:

mo(b) =V 1-— Uk(b)Q . mk(b)

A fenti tétel er6sebb, mint az irodalom megfelel6 eredményei, mivel kevesebb feltevést

hasznal, viszont ugyantigy elvezet az einsteini F = mc? felismeréshez.

Proposition 3.6 SpecRelDyn [~ ConsMass, és SpecRelDyn [~ ConsMomentum.

A dolgozatban tovabba megadunk egy az AxCenter axiémahoz hasonlé geomet-
riai axiémat (AxCenter™) ami ekvivalens a relativisztikus tomeg és impulzus megma-
raddsaval (ConsMass és ConsMomentum).

Ezek az eredmények a [2], [3] és [7] publikdciékon alapulnak.

3.3. Ikerparadoxon

Az SpecRel axiémarendszerbdl nem lehet gyorsulé megfigyel6krél sz6lé (nem trividlis)
tételeket bizonyitani, mivel minden axiomaja csak inercidlis megfigyelokrol beszél.

Ezért felvessziik a kovetkezd természetes axiomat:

AxCmv Minden gyorsulé megfigyel6 minden altala megélt esemény kis kornyezetét

ugy koordinatazza, mint egy inercidlis megfigyelo.

Ha a SpecRel axiémarendszerhez hozzavessziikk az AxCmv axiomét és két segéd

axiémét (AxSelfy, AxEvTr), akkor a kovetkezd természetes kiterjesztést kapjuk:

AccRelp:=SpecRel U { AxCmv, AxSelfy, AXEvTr }

AxSelfy Egy megfigyelé pontosan akkor koordindtdzza magat egy koordindta pontban,
ha a pont tér komponense az origd és a megfigyel6 koordinataz valamit ebben
a pontban. Tovabba a megfigyelok altal megélt események idékomponenseinek

halmaza egy intervallum.
AxEvTr Minden megfigyel6 megéli azokat az eseményeket, amiben 6t megfigyelik.

Meglepd, de AccRelp-bdl nem kovetkezik az ikerparadoxon formalizalt véltozata
(TwP). S6t, a kovetkezé tétel szerint még akkor sem kovetkezik, ha a valds szamok

teljes elsorendii elméletét hozzavessziik AccRelg-hez.
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Theorem 3.7 Th(R) + AccRelg & TwP.

Els6 pillantésra ez az eredmény azt sugallja, hogy a relativitaselméletek axioma-
tizdlasa nem terjesztheto ki gyorsuld megfigyelokre az elsérendii logika keretein beliil.
Ez elég lehangol6 lenne, mivel komoly érvek szolnak az elsérendii logika alkalmazasa
mellett, vo. [1] és Chapter 11. A dolgozatban azonban sikeriilt az elméletiinket az
elsorendii logika keretei kozott tartani, amit valds szamok masodrendii szuprémum
axiéméjanak egy elsérendii axiéma séméval (CONT) torténé approximéalasaval oldot-
tunk meg. A kovetkezd tétel szerint AccRelp a CONT axiémasémaval kibévitve mar

elég eros ahhoz, hogy kovetkezzen beléle a TwP formula.

| AccRel:=AccRel U CONT |

Theorem 3.8 AccRel = TwP, ha d > 3.

Ezek az eredmények a [4] és [11] publikdcidkon alapulnak.

3.4. Toronyparadoxon

A dolgozat egy tovabbi eredménye az, hogy az AccRel elmélet elég erés ahhoz, hogy a
gravitacié oralassité hatasaval kapcsolatos tételeket lehessen benne bizonyitani. Azt az
allitast fogjuk levezetni az elméletbdl, hogy ,,egy torony aljan az érak lassabban jarnak,
mint a tetején”. Ezt az allitast Einstein ekvivalencia elvét hasznalva forditjuk le AccRel
nyelvére. fgy gravitacié helyett gyorsulasrél és torony helyett irhajérol fogunk beszélni.
fgy a fenti mondat a kovetkezd alakot oOlti: ,,egy gyorsuld tirhajé végén lassabban jarnak
az orak, mint az elején.” Ezt az allitast tobbféleképpen formalizalhatjuk aszerint, hogy
milyen tavolsag és egyidejiiség fogalmat hasznalunk.

Egy tirhajot (>|b, k, c>) ugy definialunk, mint az b, k és ¢ megfigyelok egy egyenes
mentén mozgo olyan harmasa, hogy b és ¢ fix tavolsagra van k-tél k szerint.

Radar egyidejliség és tavolsag esetén a kovetkezo tételt bizonyitottuk:

Theorem 3.9 Legyen d > 3. Tegyiik fel AccRel-t. Legyen >1b,k, c>md eqy radar
lrhajé (azaz a radar tdvolsdg és egyidejiiség dltal meghatdrozott drhajd) gy, hogy a
kovetkezd feltételek teljesilnek: (i) k pozitiv gyorsuldsi és (ii) az drhajo és k gyor-
suldsdnak irdnya megegyezik. Ekkor (1) k wvildgképében a radar egyidejiség szerint b
ordi lassabban jarnak, mint ¢ ordi. (2) fényjelekkel dsszehasonlitva a k, b és ¢ megfi-

gyelok szerint b ordi lassabban jarnak, mint ¢ ords.
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Minkowski egyidejliség és tavolsag esetén a kovetkezo tételt bizonyitottuk:

Theorem 3.10 Legyen d > 3. Tegyik fel AccRel-t. Legyen >|b,k,c>u eqy Min-
kowski 1rhajo (azaz Minkowski tdvolsag és egyidejiiség dltal meghatdrozott irhajo) gy,
hogy a kovetkezd feltételek teljesilnek: (i) k pozitiv gyorsuldsi, (ii) az drhajo és k
gyorsuldsdnak irdnya megegyezik és (iii) b nincs til hdtul k-hoz képest. Ekkor (1) k
vilagképében a Minkowski egyidejiség szerint b ordi lassabban jarnak, mint ¢ érai. (2)
fényjelekkel 6sszehasonlitva a k, b és ¢ megfigyelok szerint b ordi lassabban jdrnak, mint

¢ ordi.

Ezek az eredmények a [6], [5] és [9] publikdciékon alapulnak.

3.5. Altalanos relativitaselmélet

Végil Einstein egyik gondolatat alkalmazva levezetjiikk az altalanos relativitaselmélet
egy elsérendii logikai axiomarendszerét AccRel-bol azaltal, hogy megsziintetjiik az axio-
mak szintjén a kiilonb4séget az inercidlis és a gyorsulé megfigyel6k kozott, azaz SpecRel

axiomait a kovetkezo vezérelvek szerint modositjuk:
e az 1j axiéoméakban ne szerepeljen az inercidlis jelzo, és
e ¢s az 1j axiomék legyenek az AccRel elmélet kovetkezményei.

Jeloljiik minusz jellel az igy médositott axiomékat és AxCmv™ helyett vezessiik be

a kovetkez6 axidmakat (melyek , varidnsai” az AxCmv~ axiéméanak):
AxDiff, A vilagkép transzformaciok n-szer derivalhaté fiiggvények.

Minden n természetes szamra bevezetjiik a kovetkezd axiomarendszerét az altalanos

relativitaselméletnek:

GenRel,:= { AxSelf~, AxPh™, AxEv—, AxXSymDist ™, AxDiff, } U CONT

Tovabba bevezetiink egy ,,sima” valtozatot is:

GenRel,,:= { AxSelf~, AxPh™, AxEv™, AxSymDist ™ } U { AxDiff, : n > 1} U CONT

A kovetkezo tételek azt bizonyitjak, hogy az axidémarendszereink valéban az altalanos

relativitdselméletet axiomatizaljak.
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Theorem 3.11 GenRel, teljes az valdsan zdrt testek feletti n-szer derivalhato Lorentz

sokasagokra nézve, ha d > 3.

Theorem 3.12 GenRel, teljes a valosan zart testek feletti sima Lorentz sokasdgokra
nézve, ha d > 3.

4. Kovetkeztetések

A tézis jol mutatja azt, hogy az elsérendii logika jol alkalmazhato a relativitaselméletek
axiomatikus logikai analizisére. S6t megfelel6 axiomasémak hasznalataval, az altalanos
relativitaselmélet is természetesen axiomatizalhaté az elsérendii logika keretein beliil.
Tovabba az altalanos relativitaselmélet egy elsorendil logikai axiomarendszerét két
természetes 1épésben megkaphatjuk a specidlis relativitaselmélet egyik axiémarendszeré-

bél tgy, hogy az els6 1épésben bevezetiink egy koztes elméletet (AccRel).
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