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ELOszO

A sztochasztikus szamitdastechnika a matematikdnak ardnylag fiatal aga, és nap-

jainkban nagyon gyorsan fejlédik. Két jol elkiilonithetd teriilete van.

(A) A sztochasztika komolyabb szamitdstechnikai problémdt jelentd feladatai:
ezeket a sztochasztika elmélete folyamatosan termeli, mikozben a szamitastechnika
fejlodo lehetoségei révén 1épésrol 1épésre megoldasok keletkeznek sokszor olyan fel-
adatokra is, amelyeket korabban megkozelithetetlennek hittek. Kiilon emlithetéek
azok az elméleti feladatok, amelyeket jelenleg kizardlag szamitastechnikai eszk6zok-

kel lehet megoldani.

(B) A szamitéastechnika azon feladatai, amelyek fliggetlenek a sztochasztikétol,
megoldasukra azonban hasznalhatunk sztochasztikus eszkozoket. Itt elsGsorban a
véletlen keresésekre, optimalizalasokra gondolok, de emlitheté példaul a matrix-
jatékok nyeregpont tétele is.

A kozolt feladatok 6nall6 munkahoz adnak anyagot. Céljuk szamitogépes kisér-
letezésre buzditas akkor is, ha ez explicite nincs a szovegiikben. Es megforditva:
a "papiron ceruzaval” torténé munka akkor is hasznos lehet hozzajuk, ha a fela-
dat els6 pillanatra mechanikusnak tiinik. T6bbségiiket megoldottam abban a laza
értelemben, hogy foglalkoztam veliikk. De van, amelyikrél csak képzelem, hogy meg
tudnam oldani, és olyan is van, amelyiknek az elméleti megoldasaval hosszu ideje
masokkal egyititt sikertelentil prébalkozom. A feladatok egy részére a nemzetkozi
forgalomban beszerezheté programok léteznek. Néhany feladatot atoltoztettem,
nem azért, hogy ne lehessen felismerni, hanem hogy a munk&at konyebb legyen
elkezdeni. Masoknak csak a cimét adom meg, ezekrol egyszeriibbnek tartom, hogy
személyesen beszélgessiink, vagy aki meg akarja oldani, az irodalomban keresse ki
Oket. Minden feladatra érvényes, hogy az a kor, amit a megoldas jelent, laza,
nem formaélis, és csak bizonyos kotetlen ”barati” egyetértés esetén remélhetd, hogy
vildgos, egyaltaldn mit is varok a megolddsban. Altaldban csak annyit mondhatok,
hogy mindig ”értelmes” feladatot kivantam megfogalmazni, sose listak mechanikus
eloallitasat. Azt varom, hogy aki megold egy feladatot, maga értelmezze az ered-
ményt, ne tolem varja ezt. Ha kifejezetten nem kérdezem is, mindig érdemes
meggondolni, hogy a tervezett algoritmus elég effektiv-e. A statisztika nagy adat-
mezokkel dolgozik, sok feladat megoldasa valoban reménytelentil hosszi futasokat

igényel. Néha lehet talalni egzakt, vagy heurisztikus ”roéviditést”, ezeket mindig
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érdemes keresni. Es ha elméletileg tisztahatd, hogy ilyenek nincsenek, azt is jé
tudni.

Az irodalom nagyobb része az altalam irt Osszefoglalasokban taldlhaté meg,
ezeket a listdkat itt takarékossagbol nem ismétlem meg. A kiilon emlitett anyag
els6sorban azért szerepel itt, mert az 6sszefoglalasok megirasa utdan keriilt a kezembe.
Kapcsolatokat tobbnyire nem szervezek: a feladatok egymassal is, a kozolt te-
matikdval is, és az irodalommal is sokszor nagyon szoros kapcsolatban allnak (példaul
az Nkv feladat megoldédsa explicite megtalalhaté a Tusnady-Czeizel-Telegdi(1981)
cikkben). Van egy folyéirat, Journal of the Royal Statistical Society, Section C, Ap-
plied Statistics, ebben 6nallé, lekodolt statisztikai algoritmusokat kézolnek hosszu
ideje. Néhanyat koziiliikk kiilon kiemelek ennek a tematikdanak a legvégén, hogy
a tajékozddast megkonnyitsem. A feladatok harombetiis kddjai az azonositasukat
kivanjak szolgalni, ezeket a tematika végén kétféle Osszesitésben is megadom. Itt

deriil ki az is, hogy ezek a kédok mit roviditenek.
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1. ADATSTRUKTURAK

TEMAK: a statisztikai munka felépitése, kérdéivek és kisérletek tervezése, leird
statisztikak, tajékozddas tobbdimenzids adatmezékben, tobbdimenzids skalazas,

relaciés adatbazisok, expert systems, hashing.

A STATISZTIKAI MUNKA FELEPITESE A statisztikus sztochasztikus adatmezdket
értékel ki: meghatarozza a véletlen szerepét az adatok kialakuldsaban. Szerencsés
esetben a statisztikus is részt vesz az adatmez6 létrehozasaban, ez estben az is
gyakran el6fordul, hogy a véletlent részben a statisztikus generalja. A klasszikus
statisztikanak nagyon sok aranylag automatikus eljarasa van, ezek kész program-
csomagban is megtaldlhatdak, mégis célszerli, ha a statisztikus megtanulja azt a
tertiletet, ahonnan az adatok fakadnak. Egy-egy munkaban nagyon fontos vilagosan
megfogalmazni a célt, aminek az érdekében azt a konkrét munkat megtervezték. A
statisztikus Osszefliggéseket keres az adatok kozott: helyes, ha tudja, melyek az
ismert Osszefiiggések, és melyek azok, amelyeket az adatokbdl kell kiolvasni. Az
egyértelmiien a statisztikus feladata, hogy eldontse, ki lehet-e azokat az eredménye-
ket olvasni az adatokbdl. Jé, ha azt is ellendrizni tudja, hogy az ismertnek vélt
adatok valoban ismertek lehetnek-e. Kiilonosen az egyiittmiikodések kezdeti sza-
kaszaban tipikus, hogy a felhasznalé olyan ismeretekre is hivatkozik, amiket korabbi
statisztikai munka hozott létre, de nem értvén a statisztikat, pontatlanul idézi dket.

A munka els6 fazisaban ellendrizni kell az adatokat, meg kell hatarozni a megbiz-
hatésagukat, és fel kell térképezni a strukturajukat. Ha az ember sajat programmal
dolgozik, ebben a fazisban kell egyaltalan el0szor elovasni az adatokat, és sziikség
esetén atkdédolni azokat. Meg kell hatdarozni a kiléogé adatokat, a hianyzé ada-
tokat, és el kell donteni, hogy az egyes adatok milyen tipusiak. A statisztikus ada-
tokat elemez: ahogy egy tdjrél, szinhazi el6adasrél, politikai mozgalomrdl egymasra
épiil6 fogalmak segitségével szamolunk be azoknak, akik azt kozvetleniil nem is-
merhették meg, a statisztikus szavakka transzformalja az adatokat, leirja azokat,
feltarja a belso Osszefliggéseiket, és meghatarozza azoknak a kovetkezményeknek a
korét, amiket az adatokbdl ki lehet olvasni. Ennek elofeltétele, hogy 6 maga képes
legyen adatokat olvasni. Minden 6sszesités, szarmaztatott szam ”statisztika”, és ha
jol valasztjuk meg, tobbet mond a nyers adatokrél mint ami kozvetleniil lathaté
benniik.

A leggyakoribb kérdés egy adatmezovel kapcsolatban az, hogy hogyan keletkezett.
Az adatok kialakuldsanak vannak determinisztikus és vannak sztochasztikus moz-

zanatai. Az utébbiak véletlen szamokkal helyettesithetéek, a minta ilyen masolatai
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a szamitastechnika eszkozeivel tetszés szerinti példanyszamban el6allithatéak. Ezzel
a technikaval ellenorizhetjiik, hogy helyes volt-e az adatok kialakulasara vonatkozé
elképzelésiink. Csak azt kell megnézniink, hogy az 1j adatok hasonlitanak-e az ere-
detiekre. De a mddszer ennél tobbet ad: az esetek tobbségében valamit ki tudunk
ugyan olvasni az adatokbodl, de soha sem lehetiink egészen biztosak abban, jé-e az
olvasatunk. Az altalunk eldallitott adatok segiségével ezt is ellenOrizhetjik, hiszen
tudjuk, egyaltalan mit irtunk be az adatokba. Egyuttal azt is meghatarozhatjuk,
mekkora az eljarasunk hibaja.

A valddi statisztikai munka annak a sztochasztikus modellnek a létrehozésa,
amely az adatmezot kialakitotta. Ennek sordn el6szor magat a modellt kell felépite-
ni, majd ellendrizni kell az alapfeltevéseit, végiil meg kell hatdrozni az ismeretlen
paramétereit.

Egy modell akkor j6, ha segitségével a minta tjrageneralhaté: azokon a pontokon,
ahol véletlen szerepel benne a mintat kialakité véletlent 1ij, mechanikusan generalt
véletlennel kell helyettesiteni. Az 1j mintan meg kell ismételni az eredeti eljarast,

és ellenorizni kell az eredmények stabilitasat.

KERDOIVEK ES KISERLETEK TERVEZESE Minden konkrét egyiittmiikodésben
célszerli arra torekedni, hogy a kozos munka ne akkor kezdodjon, amikor elkésziilt
az adatmezO, hanem a statisztikus vegyen részt mar annak elokészitésében is. Itt
altalaban a kovetkezo szempontok fontosak:

- az adatmez0 mérete: ezt az a két ellentétes hatas alakitja ki, hogy a
kapacitas korlatai csokkenteni szeretnék, a megkivant pontossidg viszont novelni
igyekszik;

- az adatmezO strukturaja: nagyon gyakori, hogy az adatokban ”domind
hatas” érvényestl, egyik adat meghatarozza masok szamat és szintaxisat;

- maganak a vizsgalatnak a célja: a felhasznalé ugyanis altalaban nem
érzékeli, hogy az 6t érdeklo kérdések megvalaszolasahoz milyen jellegli adatokra
van sziikség, avagy egyaltalan lehet-e olyan adatokat eldallitani, amelyek alapjan a
kérdéseire valaszolni lehet;

- az adatok tervezett feldolgozasa: ha eleve adott az a statisztikai modell,
amelyet el fogunk fogadni a munka soran, azon beliil optimalizalhatjuk az adat-
felvételt a statisztikai effektivitds szerint - ez a szérdsanalizisen beliil kiilon agga
nott, ott kisérletek tervezésének nevezik.

Egy vizsgalat soran a legfontosabb el6szor azt a célt vilagosan megfogalmazni,

amiért a vizsgalatot végezziik. Az ember mér, kiillonbozé mennyiségeket hataroz



1. ADATSTRUKTURAK 9

meg. De az esetek tobbségében a mérés nem kozvetlen. A vizsgdlat targya nem
elérheto, mint a csillagaszatban, nem megfoghatd, mint a részecskefizikaban, még
csak nem is definidlhaté egyértelmiien, mint az emberi viselkedéssel foglalkozo tu-
domanyokban. A munka csak akkor lehet erdeményes, ha ismerjiik a hatdsmechaniz-
must, a mérés bemenet-kimenet dinamikéjat, ha meg tudjuk mondani, hogy a nem
mérhet6 mennyiségek hogyan hatnak a mérési eredményekre.

A méheté mennyiségekbdl aztan bizonyos nem mérheté mennyiségekre lehet
kovetkeztetni, masokra nem. Ezeket a vizsgdlat el6tt élesen szét kell valasztani,
és a rendelkezésre allo eszkozoket tigy kell felhasznalni, hogy az eredmény a lehetd
legpontosabb legyen. Ezt csak akkor tudjuk megtenni, ha ismerjiik az adatok feldol-
gozasanak a modjat. Itt egy bizonyos mértéki korforgas kialakulhat: ez utébbihoz
ugyanis mar jo lenne ismerni az adatokat. Gyakran érdemes tobb 1épcsére bontani a
munkat, az adatok felvétele és értékelésiik valtakozhat. Kozben azt is a fokozatosan

keziinkbe keriilé adatokbol olvashatjuk ki, egydltalan meddig tartson a vizsgalat.

LERO STATISZTIKAK Az adatokkal vald els6 ismerkedést az egyszerii leird
statisztikak szolgaljdk, amelyek az eredmények publikalasa esetén a kolonbozo iro-
dalmi kozlések osszehasonlitasat is megkonnyitik. Nagyon hasznosak a kiilonbozé
grafikus megjelenitések (példdul a tobbdimenzids adatok emberi arcokkal valé szem-
léltetése). FEzek segitik a hibdk kisziirését is, a kiugré adatok lokalizalasat, és a
hianyzé adatok elhelyezkedésének a feltérképezését. Néhany mddszert emliteni fo-

gok én is (projection pursuit, ACE, bedgyazdsok).

TAJEKOZODAS TOBBDIMENZIOS ADATMEZOKBEN Egy komplex jelenséget sokfé
adat egyiittese képes csak leirni, ezek sokszor jellegiikben is eltérnek. A szokésos
megkiilonboztetés szerint vannak tulajdonsagokra vonatkozé adatok, ezek valami-
lyen rendezett vagy rendezetlen halmaz elemei. Vannak tovabba intervallum jellegti
adatok, amelyek a vizsgalt mennyiségnek csak a hatarait jelolik ki, vannak diszk-
rét, tobbnyire egész értékli adatok, és vannak valds értékii adatok. Ez utébbiak
tobbnyire valamilyen skala fiiggvényei amelynek a kezd6pontja és 1éptéke megvaltoz-
tathaté. Ha egyforméak, homogének egy jelenség adatai, tekinthetjiik a jelenséget
az euklideszi tér pontjanak, az adatmezot a tér véges ponthalmazanak.

Ebben az esetben a legfontosabb kérdés az adatok egyiittesének térbeli elhe-
lyezkedése. A pontok paronkénti tavolsaga, az egyes pontokbdl a legkozelebbi
pontba mutaté élekbol allé irdnyitott graf, a ponthalmaz konvex burkanak a térfoga-
ta segithet az elso tajékozddasban. Itt is igaz, hogy effektivebb teljes eloszlasokat

eloallitani, mint egyes statisztikdkat.
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A klasszikus mddszerek a normalitast tételezik fel, ami durva elsé kozelitésben
azt jelenti, hogy elliptikusnak képzeljiik az adatmezot. Ettol a leggyakrabba a
kovetkezo két eltérést tapasztaljuk. Egyes adatok elszigetelodnek, ”kiugréak”, és
a teljes adatmezonek bonyolultabb, Gsszetettebb az alakja. Sokszor nem toltik ki
az adatok a rendelkezésiikre allé teret, aminek az az oka, hogy tul sok, egymaéssal
szoros Osszefliggésben all6 adatot hataroztunk meg. A valédi, fligetlen komponensek

megtaldlasa sokszor a feldolgozas végso célja is egyben.

TOBBDIMENZIOS SKALAZAS Az ugynevezett cluster analizis soran meriil fel,
hogy kiilonb6z6 objektumok kozott tavolsdgokat (vagy kozelségeket, hasonldsagot)
definidlunk. Ekkor is érdemes az objektumokat tobb dimenziéban, elsésorban sikon
megjeleniteni. Azt szeretnénk, ha az 1j objektumok kozti euklideszi tavolsagok
valamilyen alkalmasan vélasztott monoton fiiggvénye jol kozelitené az eredeti (élta-

laban nem euklideszi geometriabdl szarmazo) tavolsdgokat.

RELACIOS ADATBAZISOK A szdmitdstechnikai gyakorlatban ezen a kifejezésen
egy bizonyos programrendszert értenek, amely elsésorban matrixok kezelését szolgél-
ja. En abban az értelemben haszndlom a kifejezést, hogy a statisztikai munka
mindig azzal jar, hogy feltarjuk az adatmezo belso 0sszefliggéseit. Ezeket csak akkor
tudjuk megtaldlni, ha tudjuk, mit keresiink, és vannak eszkozeink a kapcsolatok
megkeresésére. Ezért mindig hasznos, ha az altaldnos statisztikai programcsomagok
mellet magunk altal irt programokkal is dolgozunk, mert tapasztalatom szerint csak
ezekkel lehet igazan megismerni egy adatmez6t. Sokszor tapasztaltam, hogy egy
kezd6 nem tud mit kezdeni az adatokkal, amikor felszélitom, hogy "nézegesse” az
adatokat. Valo igaz, hogy a mai méretek mellett az adatmezék kozvetlen ”olvas-
gatasa” lehetetlen. Létre kell hozni a relaciokat az adatmezo kiilonféle részei kozott,
és ezekkel addig kell tomoriteni statisztikailag az adatokat, amig mar attekintheto

Osszesitésekre jutunk.
EXPERT SYSTEMS Laésd: irodalom.
HASHING Laéasd: irodalom.

FELADATOK:
1.1. (Hpr) Legyen N pozitiv egész. Keresendd az els6 N egész szdam Py, ..., Py

permutécidja, amelyre a kovetkezo mennyiség minimalis. Vegyiik a permutéacidk

//////
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mellett hatarozzuk meg a k-adik permutaciénak azt a legelsé elemét, amelyiket
korabban nem lattunk. A széban forgdé mennyiség a keziinkbe keriil$ elemek szama
Osszegezve el6szor a permutécidkra, majd az osszes NV lehetséges ismétléses varacio-
ra.

1.2. (Rhs) Ciklikusan elhelyezkedd urnékba egyenletes eloszlas szerint egymastdl
fiiggetlen golyokat helyeziink el a kbvetkezo eljaras szerint. Az urnak adott korforga-
sa szerint minden egyes golyot a beérkezéséhez legkozelebbi iires urnaba tesziink.
Szamoljuk 0ssze a kozben meglatogatott urnakat. Mit mondhatunk n urna esetében
az m goly6 elhelyezése sordn meglitogatott urndk szémarol? (Legyen példaul
n = 1000, m = 950.)

1.3. (Kct) Legyenek n,m pozitiv egészek, és legyenek ¢,;,i = 1,...,n,j =
1,...,m, "szabdlyosan” véletlen és fiiggetlen £1-ek. Legyen Sj; = 2?21 Eij, €8
T}, legyen olyan valds szamokbdl allé sorozat, melyre Zil(maxk | Skj — Tk |)?
minimadlis. Hatarozzuk meg e minimum eloszlasat.

1.4. (Tsk) Egy tetsz6leges sokdimenzoés pontrendszerhez keressiink alacsonyabb
dimenziokban pontokat amelyek tavolsagainak monoton fiiggvénye négyzetes kozép-
ben jol kozeliti az eredeti tavolsagokat.

1.5. (Opt) Egy sokvaltozos fliggvény értékeit egy kozelebbrél nem részletezett
eljaras adja. Feltéve, hogy a fliggvény ”sima” (méasodrendben jol kozelithetd),
adjunk altalanos eljarast a fiiggvény lokalis minimumanak a meghatarozaséra.

1.6. (Rho) RA&dié-hulldmhosszak optimadlis megvalasztdsa. Rendezzik el az
elsé 56 pozitiv egészet egy 7 sorbdl és 8 oszlopbdl &ll6 méatrixba tgy, hogy az
egy sorban levo szamok paronkénti kiillonbségeinek az abszolut értékei kiillonbozoek
legyenek, és mindegyik kiilonbség abszolut értéke legalabb kettd legyen. Mennyi a
kiilonbségek abszolut értékeinek a megfelel6 matrixokban fellépé6 maximumanak a
megfelel6 matrixokra vett minimuma?

1.7. (Tac) Adott téglalapokat rendezziink el ugy, hogy az &ket tartalmazé
négyzet minimalis legyen.

1.8. (Mtn) Adott négyzetek koziil valasszunk ki diszjunktakat ugy, hogy az
egylttes teriiletiik maximalis legyen.

1.9. (Dmb) Bontsuk dominékra egy kockds papir domindkra bonthaté részét.

1.10. (Kor) Déntsiik el, hogy taldlhaté-e egy adott irdnyitott grafban nmagéba
visszatérd t.

1.11. (Ugm) Legyen d tetszOleges pozitiv egész. Adott a d-dimenzids térben

véges sok pont. Mondjuk azt, hogy egy gomb a térben iires, ha nincs benne



12 1. ADATSTRUKTURAK

adott pont, és mondjuk azt, hogy egy iires gombot a pontok kozrefognak, ha a
gomb kozéppontja benne van a pontok konvex burkaban. Keresendé a legnagyobb
kozrefogott iires gomb.

1.12. (Mvg) Legyen d tetszéleges pozitiv egész. Adott a d-dimenzids térben
véges sok pont. Tetszoleges sik mellett hatarozzuk meg a sik két oldalan a pontok
konvex burkanak a térfogatat, és e térfogatok Osszegével osszuk el a teljes konvex
burok térfogatat. Hatarozzuk meg e hanyadosok maximumat.

1.13. (TIt) Legyen d tetszéleges pozitiv egész. Adott a d-dimenziés térben
véges sok pont. Hatarozzuk meg a kovetkezd mennyiséget. [rjunk minden egyes
pont koré akkora sugaru gombot amekkora a pontnak a hozza legkozelebbi ponttol
mért tavolsdganak a fele, és vegyiik ennek a gombnek a pontok konvex burkaba es6
részének a térfogatat. Adjuk Ossze ezeket a térfogatokat és az Osszeget osszuk el a
konvex burok térfogataval. Milyen értékek kozott ingadozhat ez a szam?

1.14. (Gfs) Egy tetszbleges osszefiiggd grafban hatdrozzuk meg a kovetkezd
mennyiséget. Minden egyes csicshoz keressiik meg azt a masik csiucsot, amelyik
tole a legmesszebb van, ha a tavolsagot a két csiucs kozott futd legkevesebb élbol
allé ut éleinek a szaméaval mérjiik. Legyen ez a szam a csics "sugara”. A keresett
mennyiség e sugarak minimuma osztva a csucsok szamaval. Milyen értékek kozott
ingadozhat ez a szam?

1.15. (Ptf) Adottak a d-dimenziés térben a Pi,...,P,,Q1,...,Q, pontok.
Keresend§ az az egybeviagésag a térben, amelyik a P; pontokat olyan P/ pontokba
viszi, amelyekre > | || P/ — Q; ||* minimélis.

1.16. (Nsd) Legfeljebb hany pontot lehet megadni a d-dimenziés tér egységkoc-
kajaban, ha a pontok tavolsaga nem lehet s-nél kisebb?

1.17. (Sza) Készitsiink algoritmust a kovetkez6 feladatra. Szavakat kapunk a
felhasznalotol, és a felhasznalé megadja a szavak asszocidcios rendszerét abban a
formaban, ahogyan mi azt kérjiikk. A program tetszés szerinti szohoz meghatarozza
az adott szavaknak azt a sorrendjét, amelyben azok az asszociacios rendben tavolod-
nak az adott szo6tol.

1.18. (Jjb) Jancsi és Juliska a szdmegyenesen bolyong. El lehet-e érni, hogy
mind a ketten szabalkyos bolyongast végezzenek, és a talalkozasi idejiik varhaté
értéke véges legyen?

1.19. (Fpl) A fizika torvényei szerint pattogé labda.

IRODALOM:
J.W. Tukey: Exploratory data analysis, Addison-Wesley, 1977
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Lovasz Laszlo-Gacs Péter: Algoritmusok, Miiszaki Konyvkiadd, 1978

Futé Péter-Frank Lajos(1979): Egy blivos szamtablazat nyoméban, Kozépiskolai
Matematikai Lapok, 58, 56-60

M. Eigen-R. Winkler: A jaték, Gondolat, 1981

Tusnddy Gabor(1986): Hashing, Matematikai Lapok, 33/1-3, 143-148

P. Frankl: The shifting technique in extremal graph theory, in: Surveys in com-
binatorics, 1987, Ed. C. Whitehead, 81-110

J.A. Rice: Mathematical statistics and data analysis, Duxbury Press, 1988

G.R. Loftus-E.F. Loftus: Essence of statistics, A.A.Knopf, 1988

W.H. Press-B.P. Flannery-S.A. Teukolsky-W.T. Vetterling: Numerical recepies,
The art of scientific computing, Cambridge University Press, 1988

R.J. Schalkoff: Artificial intelligence: An engineering approach, McGraw-Hill,
1990

L. Babai-P. Frankl: Linear algebra methods in combinatorics, Kézirat, 1992

Bognar Janosné-Gondocs Ferenc-Kaszonyi Lészlé-Kovats Antal-Michaletzky
Gyorgy-Mori Tamas-Somogyi Arpéd-Szeidl Léaszl6-Székely J.Gébor: Matematikai
statisztika, ELTE TTK, Nemzeti Tankonyvkiadé, 1995

2. RANDOMIZALAS

TEMAK: egyenletes eloszlasi véletlen szdmok generdldsa, diszkrét eloszldsok
generalasa, folytonos eloszlasok generdlasa, véletlen permutaciok, konvoluciok, titko-

sitds, a mintak véletlen feldjitdsa (resampling).

EGYENLETES ELOSZLASU VELETLEN SZAMOK GENERALASA Egy diszkrét érték-
készleti véletlen szam egyenletes eloszlasi, ha az értékeit egyforma valészinliséggel
veszi fel. A generalt véletlen szamoktdl azt is meg akarjuk kévetelni, hogy az egymaés
utan generalt szamok sorozataban az egyes elemek egymastodl teljesen fliggetlenek
legyenek, ami azt jelenti, hogy ha a generalt szamokbol adott hosszisagu diszjunkt
blokkokat formalunk, ez az 1j sorozat is egyenletes eloszlasu legyen a blokkok
hosszdnak tetszés szerinti megvalasztiasa mellett. A szamitégépeken kétféle véletlen
generator van: fizikai és algebrai. A fizikai generalas altalaban a gép drajelét
hasznalja, az algebraiak valamilyen rekurziv sorozat elemeit szdamoljak. Ez utébbiak

koziil a legegyszeriibb és egyben a legeffektivebb is az
Xk = a*Xk;_l mod(b),

Yo =Xk mod(c),



14 2. RANDOMIZALAS

képletekkel generalt Y sorozat, ahol b valamilyen nagy prim, és a,c b-nél kisebb
szamok. Ez a (0,1,...,c — 1) egészek felett generdl az idedlis véletlen szdmokat
jol kozelité sorozatot, ha b nagy. (Szokds a kiilénbo6zé algoritmusokkal generalt
véletlen szamokat pszeudo véletlennek nevezni.)

Noha a szamitégépeken csak diszkrét szamabrazolas van, beszélhetiink folytonos
eloszlasu véletlen szamokrol, a kettd kozti atmenet biztositasat a konkrét gépi meg-
valésitdsra bizva. Azt mondjuk, hogy egy folytonos eloszlasu valészintiségi valtozo
az (a,b) intervallumban egyenletes eloszldsi, ha

t —
PX<t) = b—Z’ ha a <t <b.

Altaldnos szokas, hogy tisztan véletlenszertinek azt mondjuk, ami egyenletes eloszla-
si: a lottészamok tisztan véletlenszertiek, mert az 1 és 90 kozotti szamokbdl
képezett 6tosok kozott egyenletes eloszlastuak, egy graf tisztan véletlen, ha az
éleket egyenletes eloszlas szerint és fiiggetleniil valasztjuk, egy permutacié tisztan
véletlenszerii, ha a generalasban az Osszes lehetséges sorrend egyformén valdszint.
Elvileg ezek generédlasa ekvivalens feladat, a gyakorlatban azonban érdemes az
adott helyzetnek megfelel6 moddszert valasztani, példaul a permutacidk esetében
effektivebb a (0, 1)-ben egyenletes eloszlasu (és persze fiiggetlen) szdmokat nagység
szerint rendez6 permutaciot hasznalni. Mas esetekben eleve az sem egyértelmi,
hogy milyen halmazon tekintjiik az egyenletességet, példaul mit értiink tisztan
véletlen polinomon, tisztan véletlen matrixon, vagy tisztan véletlen fan.

Vannak eljarasok, amelyek segitségével ”javithatd” egy véletlen sorozat. Egy
ezek kozil a kévetkezo. Hasznéljunk egy fix méreti puffert, ezt indulaskor toltsiik
fel valahogy. Adjunk meg egy leképezést a generalt szamok értékkészletérdl a puffer
pozicidira ugy, hogy az eredmény lehetdleg egyenletes eloszlasu legyen. Ezek utan a
generalt sorozat elemeivel rendre ”1issiik” ki a puffer elemeit: iiltessiik be 6ket annak
az elemnek a helyére, amelynek poziciéjat hozzajuk rendeltiik, és a transzformalt
sorozat soron kovetkezo eleme az a szam legyen, amelyik azon a pozicién iilt. Ezzel
az eljarassal javithaté a fiiggetlenség. Ha a generalt szamokbdl blokkokat képeziink,
és a blokk elemeit Osszeadjuk, majd vessziik az Osszeg maradékat az értékkészlet
modulusara, akkor az egyenletesség javul. Altaldnosan csak annyi mondhato, hogy
minden konkrét véletlen sorozat bizonyos célokra jo, méasokra nem, és a konkrét
felhaszndlas elott érdemes egyrészt ellendrizni, hogy arra alkalmas-e egyaltaldn a
sorozat, és ha lehet, novelni kell az alkalmassagat.

Az effektivitas érdekében a generalasok altalaban egyszertiek. Szokas definidlni

egy sorozat bonyolultsdgat a legrovidebb program hosszaval, amely képes azt a
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sorozatot eldallitani.

DISZKRET ELOSZLASOK GENERALASA Legyenek a (pg, p1,.-.,Pn,- .- ) sorozat ele-
mei nem negativak, és legyen a sorozat elemeinek az Osszege 1. Ez a sorozat egy
diszkrét eloszlast definidl, amelynek az elemeit a ”"domind” szabdllyal allithatjuk
el6 a (0,1)-ben egyenletes eloszlasu véletlen szdmokbdl. Képzeletben minden k
természetes szamhoz pi hosszisagi domindét rendeliink, és domindinkat a 0-tol
elindulva egymdas utédn berakjuk a (0, 1) intervallumba. (Mivel az 6sszeg 1, éppen
elérjiik az 1-et.) A generdlandé szam az a k lesz, amelyhez rendelt dominéra a soron
levé véletlen szam esik. A megfelel6 dominé kivélasztasat érdemes megfeleléen
elokészitett pointerek hasznalatdaval gyorsitani. Az tgynevezett sziiréssel visszave-
zethetjiik egyik sorozat generalasat egy masikra: ha qr = konstans * pi * pg, ahol
0 < pr <1, és a konstans igy van megvalasztva, hogy a qx-k Osszege is 1 legyen,
akkor a qi, eloszlasi sorozat elemei igy kaphatdak a pj. eloszlasu véletlen szamokbol,
hogy azokat csak pj valdszintiséggel tartjuk meg. Ez persze rontja az effektivitast.
Viszont kényelmes lehet, ha az els6 sorozat generaldsa mar megfeleléen el van
készitve. Kiilon haszon, hogy nem kell meghatarozni a normalé konstans értékét.

A véletlen szamokkal dltalaban a nagy szamok szoktak tarsulni valamilyen forma-
ban, ezért mindig gondolni kell a tilcsordulésra. fgy van ez mar a legegyszeriibb
eloszlasok, a binomidlis, hipergeometrikus, negativ binomialis és Poisson eloszlds
esetében is. Itt a faktoridlis csordul altalaban til, amit elkertilhetiink logaritmalas-
sal, de célszeriibb az eloszlasokat a maximalis elemiikb6l kiindulva a szomszédos

elemek hanyadosa alapjan rekurziven szamolni.

FOLYTONOS ELOSZLASOK GENERALASA Univerzélis, de nem mindig effektiv mdd-
szer a kvantilis transzformécié: egyszerlien behelyettesitjiik a (0,1)-ben egyen-
letes eloszldsi szamot a generdlandd eloszlds inverzébe. (A dominé mddszer is
ebbdl az eljarasbdl fakad.) fgy példaul logaritmélassal standard exponencidlis
eloszlasu valtozét kapunk, amit aztan tetszés szerinti pozititiv szammal atszorozva
kivant paramétertivé transzformalhatunk. (Ko6zben érdemes nem elfeledni, hogy a
konstans szorz6 a varhato értékkel egyenld, ami viszont a szokasos paraméterezés
mellett a paraméter reciproka.) A normadlis eloszldsra mar nem alkalmazhaté a
modszer, de itt felhasznalhaté az a tulajdonsig, hogy a kétdimenziés standard
normalis eloszlas polarkoordindtas alakjaban a szog és a radiusz fiiggetlenek, a
szog egyenletes eloszlasi, és a radiusz négyzete 2 varhatod értékii exponencidlis
eloszlasu véletlen szam. (Csak zaréjelen beliil jegyzem meg, hogy nekem ez az elvi-

leg kristalytiszta modszer sosem miikodott - valdszintileg rossz volt az egyenletes
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generatorom - ezért én is, mint mindenki, az IBM "rossz” normalis generatorat
haszndlom: &sszeadok 12 darab (0,1)-ben egyenletes eloszlasi véletlen szamot,
majd az Osszegbol levonok 6-ot. Ha mar az ember ilyen eljarast alkalmaz, lehet
ezt is javitani: elvégezhetjiik az Osszeadas elott az egyenletes eloszlassu szamokon
az (In(z) — In(1 — x)) transzformécidt.)

Gamma eloszlast sziliréssel allithatunk el exponencidlis eloszlasbdl, ha az o alak-

paraméter legalabb 1: ha az exponencidlis eloszlasu szam értéke x, akkor

x a a—x

—)%

)
valészintiséggel sziirhetiink. A béta eloszlas el6allithatd a gammabdl: két fiiggetlen
gamma koziil az egyiket osztjuk a kettd Osszegével. Hasonldéan allithaté el F
eloszlast véletlen szdm két fiiggetlen, x? eloszldst véltozé hdnyadosaként (a x>

eloszlas specidlis gamma).

VELETLEN PERMUTACIOK Nem csak a valds szdmokon vagy vektorokon ad-
hatunk meg eloszlasokat, hanem tetszés szerinti struktirahoz értelmezhetiink vala-
milyen paraméterekkel médosithaté véletlen mechanizmust, amely a struktira ele-
meit generdlja. Természetesen az a cél, hogy az dltalunk generalt eloszlasok kozel
tudjanak keriilni a gyakorlatban el6fordulé véletlen elemekhez. A permutéacidk
a rangsorolaskor keletkeznek: gyakori, hogy anélkiil, hogy a széban forgd dolgo-
kat valamilyen skalan el tudnank helyezni, valahogy a sorrendjiiket meg tudjuk
hatarozni. Ennek egyik modja a paros osszehasonlitas, a tapasztalat szerint ezt
Ugyanis a szakértok megbizhatobban tudjak megadni.

Rendeljiink az objektumokhoz valds szamokat, legyen mondjuk az x objektumhoz
rendelt szam Q(x). Adjunk meg ezek alapjan egy véletlen irdnyitott grafot az ob-

jektumokon 1ugy, hogy az x-bdl y-ba futd élt

Q@) —Q(y)
p(z,y) = eQ@)=QY) 1+ ¢Q(y)—Q(z)

valészintiséggel y felé, és 1 —p(z,y) = p(y, x) valészintiséggel x felé irdnyitjuk. Ezek
utan keressiik meg azt a permutdaciot, amelyik a legkozelebb van a kapott irdanyitott
grafhoz a tévolsdgot a kiillonbozben irdnyitott parok szamdaval mérve. (Ha tobb
extremélis permutécié van, azok kozott véalasszunk tisztan véletlenszertien.)

Egy maésik lehetoség az, hogy eloszlasokat rendeliink az objektumokhoz, azokbdl
generalunk fiiggetlen véletlen szamokat, és az objektumokat a szamuk szerint rakjuk

sorba.
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TITKOSITAS A randomizalds egyik legfontosabb terfilete a titkositds, annak biz-
tositdsa, hogy egy anyag csak azok kezébe keriilhessen, akiket illet. Szokés a zarak
nyitasat véletlen jelszéhoz kotni. Legyen S az érdekelt személyek halmaza, és G az
S részhalmazainak a halmaza, vagyis legyen G S felett hipergraf. El szeretnénk
érni, hogy ha S tagjai koziil olyan sokan vannak egyiitt, hogy koztiikk G valamely
elemének minden tagja megtalalhatd, akkor a csoport el tudja allitani a jelszét,
kiilonben nem. Ennek érdekében keressiink olyan (X,,s € S,Y) tobbdimenziés

eloszlast, amelyben
H(Xs, s€e A)Y)=H(X;, s€ A), vagy

H(X,, s€ AY) = H(X,, s€ A) + H(Y)

aszerint, hogy S-nek a szoban forgd A részhalmazanak G valamely eleme része-
e, vagy sem (tartalmazasként az identitdst is megengedve, H az entrépiét jeloli).
Ez a kovetelmény csak akkor teljesithetd, ha ellentmondas-mentes: S minden A
részhalmazardl eldonthetd, hogy része-e G valamely elemének, vagy sem, vagyis G
elemei kozott nem fordulhat el6 olyan, amelyik valédi része G valamelyik maésik
elemének. (Azt feltehetjiik, hogy G elemei kiillonbozéek.) Ezt a tulajdonsidgot a
tovabbiakban mindig feltessziik G-rol.

Feltehetjiik, hogy Y véletlen bit, mondjuk +1 % valészintiséggel. Ha G-nek
egyetlen eleme van, jo konstrukcio a kovetkez6. Legyenek az X valtozok is szabalyos
(egyenletes eloszlasi) és egymastdl fiiggetlen véletlen +1-ek, és legyen Y értéke a G
egyetlen elemében levé elemekhez rendelt elGjelek szorzata. (Vegyiik észre, hogy a
G-beli és Y-beli elGjelek egyiittes eloszlasa szimmetrikus.) Mit tegyilink, ha G-ben
egynél tobb elem van? Az els6 elemre alkalmazhatjuk a mondott eljarast, aztan a
tobbire megfordithatjuk a dolgot ugy, hogy az egyik elemet elhagyjuk, a tobbihez
fliggetlen és véletlen elGjeleket rendeliink, majd az elhagyott elemhez ezek és Y
szorzatat rendeljiik. (Az egész eljaras soran minden 1ij véletlen eléjel fiiggetlen a
korébbitdl.) Belathatd, hogy ez az eljards j6. Egy baj van vele: a generalt eloszlés
entrépidja nagy, ha G-nek sok eleme van (pédaul G tartalmazza S Osszes | S | /2
elemii részhalmazét, ahol | S| S elemeinek a szamat jeloli - legyen az mondjuk
paros).

Nem tudjuk, hogyan lehet a szoba joheto eloszlasok k6zott a minimalis entropidjuat
megtaldlni. Ez a kérdés kapcsoldédik egy masikhoz. Felejtsiik el az Y-t, tekint-
siik az Osszes Xg,s € S tobbdimenzids eloszlast, és ezek mindegyikéhez rendeljiik

hozza a 2% dimenziés térnek azt a pontjat, amelynek a koordinatai a H(X,s €
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A) entrépidk, ahol A befutja S részhalmazait (valahogy rendeljiik ezeket az els6
| S| természetes szamhoz). Nem tudjuk, hogyan lehet a keletkez6 halmazt karak-
terizalni. Jeloljiik | S |= n mellett ezt a halmazt F,-nel. Barmely k£ < n mellett E,,-
bél (Z)—féképpen allithato el6 vetitéssel Fy.. Ez sziikséges feltételek rendszerét adja.
Nem tudjuk, melyek azok az n-ek, amelyekre ezek a feltételek egyben elégségesek

is.

A MINTAK VELETLEN FELUJITASA (RESAMPLING) Egy statisztikai eljards megbiz-
hatosagardl képet kapunk abbdl, ha az egész eljarast a mintavételezéssel egyiitt
tobbszor, egymastdl fiiggetleniil azonos korilmények kozott megismételjiik. Ha
megtehetjiik, ez a legjobb. Ez a szokds a mérésekkel is, igy kapunk képet a mérés
hib4jarol. Régdta foglalkoztatja a statisztikusokat az a kérdés, hogyan lehetne
7egy rékarol tobb bort lehiizni”: hogyan lehetne ezt az ellendrzést egyetlen minta
alapjan elvégezni? Trivialis, de nem effektiv megoldas a minta véletlenszerti kis
részekre bontasa. Ennél hatékonyabb, ha a mddszer elemenként ellendrizhetd, az
ugynevezett jackknife (bugylibicska) eljards: minden egyes elemet rendre elhagyva
az eljarast a maradékon végezziik el, és aztan az elhagyott elemen ellenérizziik. Jol
alkalmazhato ez a regresszidoszamitasban és a diszkriminamcia-analizisben. Tiz -
tizenot éve jott divatba az tgynevezett bootstrap (csizmahizé - az a kis bérdarab,
amelynél fogva a csizma felhuzdskor megfoghatd) eljaras: az ij mintat ugy kapjuk,
hogy az eredeti minta elemei koziil egyenletes eloszlas szerint kivesziink egy-egy
elemet, az egyes vialasztasok egymastol fliggetlenek, és a kivalasztott elemeket
képzeletben mindig visszatessziik az eredeti mintdba, tehat azok ujravalaszthatodak.
(A névnek kicsit az a - szandékolt - ize, hogy a statisztikus a sajit hajénél fogva
hizza ki magat a mocsarbol: olyan eredményeket ”facsar” ki a mintabdl, amilyenek

azok abban benne sincsenek.)

FELADATOK:

2.1. (FIf) Egy este fiik és lanyok tancoltak. Az est jegyzOkdnyve alapjin
osszeallitando olyan véletlen tancrend, amelyben mindenki pontosan annyiszor tan-
col mint eredetileg, de a parvalasztas tisztan véletlenszerti.

2.2. (Prp) Hagyjuk el egy tetszés szerinti sz6vegben a székozoket és az irdsjeleket.
A visszamaradoé betilisorozatban hatarozzuk meg minden egyes rendezett betlipar
eloforduldsanak a gyakorisagat. Hogyan lehetne a betlisorozatot véletlenszertien
atrendezni gy, hogy ezek a paros gyakorisagok valtozatlanok maradjanak?

2.3. (Eck) Legyen n pozitiv egész, X1, ..., X, legyenek fiiggetlen, és az (1,...,n)
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egészeken egyenletes eloszlasu valészintiségi valtozok. Hatarozzuk meg az
(1,X;),i=1,...,n

élekbdl allo iranyitott grafban a legnagyobb kor méretének az eloszlasat.

2.4. (Pck) Legyen n pozitiv egész, és X1,..., X, legyen egy (tiszta) véletlen
permutacié. Hatarozzuk meg az (i, X;), i = 1,...,n élekbdl 4116 irdnyitott grafban
a legnagyobb kor méretének az eloszlasat. Mi annak a valdszintiisége, hogy ez a
méret n?

2.5. (Hdg) Adjunk a Huffman kéd alapjén eljarast, amellyel tetszés szerinti
diszkrét eloszlasbol kevés 1épésben lehet véletlen szamot generalni.

2.6. (Zwt) Egy tetszéleges intervallumbdl kiindulva iterativen alkalmazzuk a
kovetkezo eljarast. Vegyiink az intervallumban egy egyenletes eloszlasu véletlen
toréspontot, és az altala 1étrehozott két darab koziil vegyiik a nagyobbat. Hatéroz-
zuk meg a szazadik 1épés utan keletkezé darab hosszanak az eloszlasat.

2.7. (Lhad) Legyenek n,m pozitiv egészek, és legyenek X1,..., X, Y1,..., Y,
fiiggetlen, az (1,...,n) egészeken egyenletes eloszlasu valészintiségi valtozdk. Haté-
rozzuk meg az (X;,Y;), i = 1,...,m élekbdl all6 gréfban a leghosszabb it méretének
az eloszlasat.

2.8. (Prt) Legyenek n, m pozitiv egészek, és legyenek X1, ..., X,, nem negativ
egészek, amelyek Osszege m. Adjunk eljarast az X, ..., X,, elemek (tisztdn) véletlen
eloallitasara.

2.9. (Run) Legyen n pozitiv egész, Xi,..., X, legyenek fiiggetlen, a (0,1) in-
tervallumban egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtozék. Mondjuk azt, hogy (a,b)
monoton blokk, ha X; < X;;; midén i = a,...,b — 1. Legyen (b —a+ 1) az
(a,b) blokk "hossza”. Hatdrozzuk meg a leghosszabb monoton blokk hosszénak az
eloszlasat.

2.10. (Bft) Vaélasszunk egy adott korben véletlen hurt a kovetkezd eljardsok
szerint:

(A) a kor kertiletén véletlenszeriien egyméstol fiiggetleniil vélasztunk két pontot,
ezek a hur végpontjai,

(B) a kor belsejében véletlenszeriien egyméstdl fliggetleniil valasztunk két pon-
tot, ezek a hur pontjai,

(C) a kor belsejében véletlenszertien valasztunk egy pontot, ez a hir felezépontja.

Hatarozzuk meg mindharom esetben a hir hosszanak az eloszlasat.

2.11. (Vss) Valasszuk egy haromszog csucsait egy haromszog belsejében egyen-

letes eloszlas szerint, egymastdl fiiggetleniil. Hatarozzuk meg a haromszog koré
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irhaté kor kozéppontja és a haromszog magassdagpontja altal meghatarozott sza-
kasz hosszanak az eloszlasat. Hogyan lehetne ezt a feladatot magasabb dimenziéra
altalanositani?

2.12. (Knv) Irjunk eljardst a természetes szdmokon értelmezett eloszldsok kon-
volucidjanak effektiv kiszdmolasara.

2.13. (Luk) Legyen n pozitiv egész, és legyenek (g;, 1 = 1,...,n) fliggetlen
szabalyosan véletlen +1-ek. Legyen S; = Zle i, M = maxi<i<pn St, és k =
1,..., M mellett legyen T} értéke a legkisebb ¢ index, melyre S; = k. Legyen
To =0, és 1 < k < M mellett legyen Uy, = T}, — Tk_1, tovabba legyen Ups11 =n —
Tyr. Hatérozzuk meg az (U, ..., Up41) mennyiségek maximuméanak az eloszlasat.
Hogyan lehetne ezt a kérdést magasabb dimenzidéra altalanositani?

2.14. (Etr) Hogyan lehetne olyan véletlen téglalapokat generalni, amelyek teriile-
te egyenletes eloszlasi?

2.15. (Gms) Legyenek m, n pozitiv egészek. Dobjunk be m goly6t véletlenszer-
en n urnaba. Hatarozzuk meg az egy urnaba keriil6 golyok szdménak a minimumat,
majd e minimum eloszlasat.

2.16. (Mtv) Adott a d-dimenzids térben n pont. Hatarozzuk meg lehetdleg
kevés mivelettel a koztiik fellépo tavolsagok mininimumat.

2.17. (Akk) Attorhetetlen kules készitése.

IRODALOM:

B.A Wichmann-I1.D. Hill(1982): Algorithm AS 183, An efficient and portable
pseudo-random number generator, Journal of the Royal Statistical Society, Section
C, Applied Statistics, 31, 188-190

A1 McLeod(1985): Reamark AS R58, A remark on Algorithm AS 183, An
efficient and portable pseudo-random number generator, Journal of the Royal Sta-
tistical Society, Section C, Applied Statistics, 34, 198-200

L. Devroy: Non-uniform random variate generation, Springer, 1986

D.E. Knuth: A szamitogépprogramozas miivészete 2, Miiszaki Konyvkiadd, 1987

I. Dedk: Random number generators and simulation, Akadémiai Kiado, 1990

H. Niederreiter: Random number generation and quasi-Monte Carlo methods,

SIAM 1992
3. ELOSZLASOK

TEMAK: tobbdimenziés normadlis eloszlds, linedris regresszid, diszkriminancia

analizis, hierarchikus modellek, szdérasanalizis, monoton regresszid, gorbevonali
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szorasanalizis.
TOBBDIMENZIOS NORMALIS ELOSZLAS Azt mondjuk, hogy az X véletlen szdm
standard normalis eloszlast, ha stirliségfliggvénye

1 e
plx) = \/%e 2,

Azt mondjuk, hogy az X véletlen vektor standard normalis eloszldsi, ha koordinatéi

fiiggetlenek és standard normalis eloszlasuak. A d-dimenzidés standard normaélis

eloszlasu vektor stirtiségfiiggvénye tehat
flz) = (2m) 2 lel?/2,

ahol most x d-dimenzids vektor. Mivel a forgatas mérték- és normatarto, a standard
normalis eloszlasi vektor tetszés szerinti forgatottja is standard normalis eloszlasu.
Ezért a standard normadlis eloszlasi vektor egységvektora egyenletes eloszlasu az
egységgdmbon, és fiiggetlen a vektor norméjatél. Ez utébbi négyzete x? eloszlsi
d szabadsagfokkal. Ha X1,..., Xy fliggetlen d-dimenziés standard normélis vek-
torok, és Yi,...,Yy az ortonorméltjuk (Schmidt mddszer szerint, vagy optimaélis

ortonormalas szerint, vagyis Y7, ..., Y; minimalizalja a

d
I Xi—vi|?
i=1

mennyiséget), akkor Y7, ..., Y, egyenletes eloszldst az ortonormalt vektorok korében.
A Schmidt ortonormalas soran keletkez6 normanégyzetek mind x? eloszldstak egye-

sével csokkeno szabadsagfokkal, és fiiggetlenek egymastol. Szorzatuk az X1,..., Xy

vektorokdl mint oszlopvektorokbdl osszedllitott méatrix determinansanak az abszo-

lut értéke.

Azt mondjuk, hogy az n-dimenzids vektor normalis eloszlast, ha
X =AY + b,

ahol Y d-dimenzids standard normalis eloszlasi véletlen vektor, és A n x d méreti
determinisztikus matrix, b n-dimenzids determinisztikus vektor. Ez az el6allitas
nem egyértelmii. Ha (@ tetszOleges d-dimenzids forgatas, akkor A és Y helyett
nyilvan frhatunk AQ7T-t illetve QY-t, ahol T a transzponalés jele. Ettél eltekintve

az eloallitas egyértelemii, feltéve, hogy d minimalis. Ekkor d egyenl6 a

¥ = BX-b)(X-bF = AAT
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matrix rangjaval. Itt b = FEX a varhato érték, és ¥ a kovariancia matrix. A
normalis eloszlast ez a két mennyiség egyértelmiien jellemzi, és tetszés szerinti véges
méasodik momentum véletlen vektorhoz taldlhaté vele megegyez6 vahaté értékii és
kovarianca matrixd normalis eloszlastu vektor. A centralis hatareloszlas tétele sze-
rint ez az illeté vektorral egyezd eloszlasu és fliggetlen vektorok normalt atlagainak
a hatareloszlasa.

Azt mondjuk, hogy az X, Y véletlen vektorok egytittesen normalis eloszlasiak,

()

vektor normalis eloszlasi. A tobbdimenziés standard normélis eloszlas forgatédssal

ha az Osszeflizésukkel keletkezd

szembeni invariancidja alapjan belathato, hogy X és Y fiiggetlenek, ha kovari-
ancidjuk nulla. Tegyiik fel, hogy X és Y varhaté értéke nulla, és valasszuk meg a B
métrixot gy, hogy X terét Y terébe vigye, tovabbd X és (Y — BX) kovariancidja

nulla legyen:
E(Y — BX)XT = ¥yx - BYXxx = 0,

ahol Yy x = EY X7, ésXxxy = E X XT. Ha ez utébbi invertalhaté, akkor
B = Yyx E}lX. Ez Y-nak X-re vonatkozd regresszids egyiitthatéja. A regresszid
hibaja

Svix = Syy — Zyx EZxx Sxy
egyenlo X és Y egyiittes kovariancia matrixa inverzének jobb alsé eleme inverzével,
amint az a vektorok egyiittes slirtiségfiiggvényébdl is kiolvashaté B fenti alakjaval

egyititt.
LINEARIS REGRESSZIO Legyen
y = XpB+oeg

ahol y egy mérés n-dimenzids eredménye, X ismert n x k méreti matrix, [ is-
meretlen k-dimenziés, o ismeretlen skalar paraméter, és € n-dimenzidés standard
normalis eloszlasu vektor. A ( paraméter-vektort a legkisebb négyzetek elve alapjian

becsiilhetjiik: keressiik azt a B k-dimenziés vektort, melyre

ly — X3

minimdlis. Ez az

XTx3 = XTy
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ugynevezett normdl egyenlet megoldasa:

A

o= (XTXx)"txTy.

E becslés kovarianciamatrixa

20) = XTX)'o?
és itt o2 becslése .
_ 2
2y - XBP
n—=~k

Ha az (X y) matrix dnmagaval képezett diadikus szorzatat D-vel jeldljik, a
normal egyenlet megoldasat megkapjuk a kovetkezo eljarassal.

for t:=1 to k do begin

for j:==t+1 to m do d[t,j]:=d[t,j]/d[t,t];

for i:=1 to m do if(i<>t) then

for j:==t+1 to m do d[i,j]:=d[i,j]-d[i,t]*d[t,j]; end;

Itt m=k+1 és B D utols6 oszlopaban keletkezik, ahol a legalsé elem egyenld a

&2 fenti alakjaban a szamlaléban all6 "maradék hibdval”.
DISZKRIMINANCIA ANALizIS Lasd: irodalom.
HIERARCHIKUS MODELLEK Lasd: irodalom.

SZORASANALIZIS Legyen z egy d-dimenzids vektor, amelynek a koordindtdi vala-
milyen véges ABC elemei. Jeloljiik az els6 d egész halmazat S-sel, és S valamely
G részhalmaza mellett legyen z¢ az a D-dimenzidés vektor, amelynek G-beli ko-
ordinatai megegyeznek x megfelelé koordinatdival, de a tobbi valamilyen 1j, az
ABC-ben nem szerepld jellel egyenld, amit ”iiresnek” fogunk mondani, magat x -t
pedig az x G-re redukalt értékének nevezzik.

Ha adott S részhalmazainak valamilyen G hipergrafja, és G € G elemein adottak

az Fg(xg) figgvények, veliikk egy 14j fiiggvényt definialhatunk:

f@) = ) folze).
Geg
Tegyiik fel, hogy minden lehetséges = vektorhoz megmérjiik az Y (z) skaldr meny-
nyiséget, ezek fiiggetlenek, normalis eloszlasiak f(x) varhaté értékkel és o szérassal.
A feladatunk az fo(z¢) fiiggvények és o becslése. Itt alkalmazhaté lenne a legkisebb

négyzetek modszere, de a feladatra kozvetlen és aranylag egyszerii megoldas is
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talalhato: els6 kozelitésben azt mondhatjuk, hogy megatlagoljuk mindazokat az
Y(x) értékeket, amelyekhez tartozé x G-re redukdlt értéke xg. Ez az eljarés
azonban csak bizonyos egyszerti G hipergrafokra j6. Altaldban az eredeti fq (zq)
fiiggvényeket is, a minta atlagait is kanonikus alakra kell hoznunk: G-be fel kell
venniink minden G € G-beli H halmazt, ezeken is értelmezni kell a hy (x ) fliggvé-

nyeket gy, hogy beldliik az eredeti fliggvények

fa(zg) = ZhH(IH)

HCG

alakban eléallithatoak legyenek, és minden A C H és minden a mellett teljesiiljon

rajuk a
Z hH (xH) = 0
TH:TA=Qa
feltétel.

MONOTON REGRESSZIO A lineéris regresszié a legegyszeriibb esete egy altaldnos
fiiggvénykereso feladatkornek. Ebben a nagy csaladban egy masik aranylag egyszeri

esetet képvisel az a feladat, amikor a keresett fliggvény monoton. Ez vezet a

kovetkez6 feladatra: adottak az (ai,...,a,) szdmok, és keressiikk az (z1,...,x,)
szamokat gy hogy rdjuk x; < zo < --- < 1z, teljesiiljon, és e mellett a feltétel

mellett > 1 (a; — ;) minimélis legyen.

GORBEVONALU SZORASANALIZIS Az eléz8 két pont otvozeteként kapjuk azt a
feladatot, hogy az Y (x) mérési eredményeket 1 (b+>_1_; hi(x;)) alakban kozelitjiik,

ahol ¥ montoton nové fliggvény.

FELADATOK:
3.1. (Nkv) Legyenek X,Y p korreldciéju standard normaélis véltozok, és T

tetszoleges valés szam. Hatarozzuk meg a
PY>T|X>T)

feltételes valdszintiséget.

3.2. (Nwt) Legyenek az X;;,1 <14,j < N matrix elemei ¢ < j mellett fliggetlen
standard normalisok, ¢ = j mellett egymastdl és az elozéektol fiiggetlen nulla
varhato értéki, v/2 szérast norméalisok, és legyen i > j mellett X ij = Xj;. Meghatd-
rozand6 a matrix sajat értékeinek gyakorisag-hisztogramja.

3.3. (Ewt) Legyenek az X;;,1 < 4,57 < N madtrix elemei fiiggetlen +1-esek.

Hatarozzuk meg a matrix determinansanak az eloszlésat.
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3.4. (Gsa) Legyen Y folytonos, és legyenek X1,..., Xy diszkrét adatok. Kere-

sendd az a monoton novod f fiiggvény, és azok az f;,1 <1 < N fliggvények, ame-

£ (- s(Se))

minimalis, ahol az els6 Osszegezés a mintara vonatkozik.

lyekre

3.5. (Nkc) Legyen X1, ..., X,, d-dimenziés standard normélis minta, és legyenek
Cq,...,Ck tetszés szerinti pontok. Vegyilik minden egyes mintapontnak a hozza
legkozelebbi C';-t61 mért tavolsaganak a négyzetét, és adjuk ezeket 6ssze. Hatarozzuk
meg azokat a Cq,...,C, pontokat, amelyekre ez az 6sszeg minimalis. Mi ezeknek
az empirikus értékenek az elméleti megfelel6jiik?

3.6. (Ndc) Legyen X;,...,X,, d-dimenzidés standard normélis minta, és min-
den egyes mintaponthoz rendeljiik hozza a tér azon pontjainak a halmazét, ame-
lyekhez a minta pontjai koziil az adott pont van legkozelebb. Mondjuk azt, hogy
egy mintapont véges, ha a hozzarendelt térrész korlatos. Hatarozzuk meg a véges
mintapontok szamanak az eloszlasat.

3.7. (Ndg) Legyen Xj,..., X, d-dimenziés standard normélis minta, és min-
den egyes mintaponthoz rendeljiik hozza a tér azon pontjainak a halmazat, ame-
lyekhez a minta pontjai koziil az adott pont van legkozelebb. Mondjuk azt, hogy
két mintapont szomszédos, ha halmazaik szomszédosak, és tekintsiik azt a grafot,
amelynek a csiucsai a mintapontok, és amelyikben a szomszédosakat koti Gssze él.
Hatarozzuk meg e grafban a csicsok fokanak az eloszlasét.

3.8. (Ndf) Legyen Xi,...,X, d-dimenziés standard normélis minta, és min-
den egyes mintaponthoz rendeljiik hozza a tér azon pontjainak a halmazat, ame-
lyekhez a minta pontjai koziil az adott pont van legkozelebb. Mondjuk azt, hogy
két mintapont szomszédos, ha halmazaik szomszédosak, és tekintsiik azt a gréafot,
amelynek a csicsai a mintapontok, és amelyikben a szomszédosakat koti Ossze él.
Hatérozzuk meg e grafban a felfivasi szam eloszlasat (cf. 1.14. Gfs).

3.9. (Nkb) Legyen Xi,...,X,, d-dimenzids standard normélis minta. Hatdroz-
zuk meg a konvex burok csics-szaméanak az eloszlasat.

3.10. (Npt) Legyen X1,..., X, d-dimenziés standard normélis minta. Allftsuk
el6 azt a matrixot, amelyiknek az i-edik sordnak a j-edik eleme az i-edik mintaelem-
nek a j-ediktél mért tavolsagnégyzete. Hatarozzuk meg a sajatértékek hisztogramja-
nak aszimptotikus viselkedését.

3.11. (Wtb) Legyen n tetszés szerinti egynél nagyobb egész. Keresends az

az eloszlas, amelynek a varhatd értéke 0, szérasa 1, és az n eleml mintaban a
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paronkénti kiilonbségek abszolut értékének a logaritmusanak a varhatd értékének
az Osszege maximalis.

3.12. (6nl) Legyen c;; egy tetszés szerinti szimmetrikus n x n méretli métrix.
Megadhaté-e az n-dimenziés +1 koordinataju X7 = (xy,...,z,) vektor eloszldsa
ugy, hogy tetszoleges 1 < i < n mellett

P(x; =0 {z;,7 #1})\ _ oo
log (P(a:l :1‘{$j,j7éi})) - ]2751 .

legyen?

3.13. (Trm) Mondjuk azt, hogy egy +1 elemii négyzetes matrix valamelyik
részmatrixa “tiszta”, ha minden eleme +1. Hatdrozzuk meg a véletlen matrix
legnagyobb tiszta részmatrixdanak a méretének az eloszlasat.

3.14. (Ind) Egy paratlan sok csticsi négyzetes racs csticsaiban indanok iilnek,
akik egymastol fliggetleniil % valoszinliséggel vagy ébren vannak, vagy alszanak, de
a centralis indian ébren van, és valami fontosat mond azoknak a szomszédainak,
akik ébren vannak. Azok ugyanezt teszik. Mérjik az indidnok tavolsagat sor és
oszlop koordinataik abszolut kiilonbségének a maximuméval. Hatdrozzuk meg a
hirt megtudé legtavolabbi indidannak a centrumtdl mért tavolsdganak az eloszlasat.

3.15. (Bvt) Mondjuk azt a szabdlyos egydimenzids bolyongdsban, hogy az
origoba torténd valamely visszatérés ”boldog”, ha utunk soréan sehol mashol nem
jartunk tobbszor addig, mint az origéban. Hatarozzuk meg az n-1épéses bolyongas
boldog visszatéréseinek a szamanak az eloszlasat.

3.16. (Mtg) Adott egy iranyitott graf. Keresend6 az a sokdimenziés pontrend-
szer (ha egyéltaldn ilyen van), amelyben az egyes pontokbdl a hozzajuk legk6zelebbi

pontba futé élek egyiittese az adott iranyitott graf.

IRODALOM:

N.L. Johnson-S. Kotz: Discrete distributions, J. Wiley, 1969

N.L. Johnson-S. Kotz: Contonuous univariate distributions, J. Wiley, 1970

Tusnddy Gabor(1979): Métrixok szinguldris felbontdsa, Alkalmazott Matemati-
kai Lapok 5, 375-384

G. Tusnédy-A. Czeizel-L. Telegdi(1981): ML-fitting of multifactorial threshold
models, Periodica Mathematica Hungarica, 12/3, 205-216

Y.Lee-J.A.Nelder(1996): Hierarchical generalized linear models, J.R.Statist. Soc.B
58/4, 619-678

4. HIPOTEZISEK VIZSGALATA



4. HIPOTEZISEK VIZSGALATA 27

TEMAK: a y?-préba, a fiiggetlenség tesztelése, faktor analizis, log-linedris mo-
dellek, Boole faktoranalizis, logisztikus regresszié, szekvencialis médszerek, dontés-
fiiggvények, statisztikai programcsomagok: BMDP, SPSS, SAS, GENSTAT.

A x2-PROBA A statisztika legfontosabb feladata sztochasztikus hipotézisek fel-
allitasa, és ezek ellenOrzése. A legelso feladat, amivel egy statisztikus talalkozik
egy (Ai,...,Ax) teljes eseményrendszer valészintiségeinek az ellenérzése. Jeloljiik
ezeket rendre p;-vel, és tegylik fel, hogy n megfigyelés soran A; v;-szer kovetkezett
be. Ezt a v; szdmot "kapott” értéknek nevezziik, és a "vart” értékével hasonlitjuk
Ossze, ami np;. Magat az Osszehasonlitast két mennyiség alapjan végezhetjiik el,

egyik
(KAPOTT - VART)?
VART

9
a masik

2 KAPOTT In(KAPOTT/VART).

Ha n a k-hoz képest nagy, a két mennyiség kozel van egymashoz, és eloszlasuk
(k — 1) szabadsagfokii x? eloszldssal kozelithet. Hatérértékben tehdt az eloszlas
nem fiigg a (pi1,...,pr) szdmoktdl. A véges eloszlis kiillonben mindentdl filigg,
és megbizhaté eredményt megfelelé szimulacioval kaphatunk. Magat a masodik

mennyiséget divergencianak hivjak.

A FUGGETLENSEG TESZTELESE Ha az (Aq,..., Ag), és (Bi,...,Bn) teljes ese-
ményrendszerekre n elemi kozos megfigyeléstink van, és ezekben A; Bj-vel v;;-szer

kovetkezett be egyiitt, akkor legyen

m k
V. = E Vz‘j, I/_j = E Vz'j-

Ezek alapjén akkor is becslést adhatunk v;; "vart” értékére, ha az A;, B; események

val6szinliségét nem ismerjiik:
vV
p—

A statisztikak ugyanazok, mint az elobb, most a hatareloszlas szabadsagfoka
(k—1)(m—1).

Tapasztalatom szerint a masodik mennyiség jobb eredményt ad, de ez is csak akkor

hasznalhatd, ha a v;; gyakorisdgok kozott nincs nagyon sok nulla. Egy bizonyos
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hatarig még maga a statisztika hasznédlhatd, ha a hatareloszlasa mar nem is ad elfo-
gadhato kozelitést, de egy ponton tul maga a statisztika semmitmonddéva valik. Ez
még nem jelenti azt, hogy maga a fliggetlenség ellenorizhetetlen lenne, a hasznélhato

eljarasokra késébb visszatériink.
FAKTOR ANAL{zIS Lasd: irodalom.

LOG-LINEARIS MODELLEK A szdérdsanalizis egyszeriisége vezetett arra, hogy a
diszkrét adatok elemzéséhez valami hasonlot keressiink. Itt a marginalis eloszlasok
az elemi épitokovek: ha nagyon sok valtozo esetén a valtozdk bizonyos csoportjait
kijeloljiik, azokban azt a marginalis eloszlast szeretnénk elfogadni, ami a mintaban
talalhato, akkor ezekhez meg szeretnénk hatdrozni azt a ”legegyszertibb” egyiittes
eloszlast az osszes valtozon, amelyiknek ezek a marginalisai.

Maga a numerikus munka egy ardnylag egyszeri iteracié: minden egyes lépésben
ugy szorozzuk at a keziinkben levo kozelitést, hogy valamelyik marginalis szerint
tokéletes legyen a minta és a modell egyezése. Meglepé moédon ez az egyszeri,

bizonyos értelemben moho algoritmus konvergal.

BOOLE FAKTORANALIZIS Bindris adatok elemzésére sokféle specidlis eljdrds ala-
kult ki. FEzek koziil az egyik a szokdsos faktoranalizis modelljét irja at Boole
miiveletekre. Szerintem a modell azzal egészitendd ki, hogy minden egyes ko-

ordinatat egy zajos csatornan keresztiil figyeliink meg.

LOGISZTIKUS REGRESSZIO Ha bindris adatokbdl bindris adatokra akarunk kovet-
keztetni, célszerii a magyarazando valtozéban a két lehetséges érték valdszintliségei-
nek a hanyadosanak a logaritmusét elédllitani a magyarazo valtozok linearis fiiggvé-

nyeként.
SZEKVENCIALIS MODSZEREK Lésd: irodalom.
DONTESFUGGVENYEK Léasd: irodalom.

STATISZTIKAI PROGRAMCSOMAGOK: BMDP, SPSS, SAS, GENSTAT Lasd:

irodalom.

FELADATOK:
4.1. (Mfp) Adott X1, ..., Xy valdsziniiségi valtozéknak keresendé az a maxima-

lis particidja, amelyben a csoportok egymastdl fiiggetlenek.
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4.2. (Bfa) Boole faktoranalizis.

4.3. (Lgr) Logisztikus regresszio.

4.4. (Dhg) Mondjuk azt, hogy egy hipergraf dekomponalhatd, ha elemei sorba
allithatéak gy, hogy ha ebben a sorrendben az elemek Hy, ..., Hy, akkor barmely
1 <k < N mellett teljesiil, hogy

(Ui'c:lHi) N (UiN:kJrlHi) = Hp N Hgya1.

Hogyan lehet eldonteni, hogy egy hipergraf dekomponélhato-e?

4.5. (F1t) Teszteljiik a 2.1. feladatban eléallitott fiiggetlenséget.

4.6. (Shg) Mondjunk szabadnak egy hipergrafot, ha rendelkezik a kdvetkezd
tulajdonsaggal. Akarhogy adunk meg az élein egymaéssal kompatibilis eloszlasokat,
azokhoz talalhaté olyan eloszlas, amelynek az adott eloszlasok mind margindlis
eloszlasai. Karakterizaljuk a szabad hipergrafokat.

4.7. (Knk) Legyen n tetszéleges pozitiv egész, és p = 0.5. Legyenek (X;,Y;,i =
1,...,n) olyan standard normaélis eloszlasu valésziniiségi valtozé parok, amelyek
egymastol fliggetlenek, de a parokon beliili elemek korrelédcidja p. Meg tudjuk-e
kiilonboztetni ezt a 2n elem{i mintat a teljesen fiiggetlen standard normalis mintatol
a rendezett minta alapjdn (tehat akkor, ha a 2n szdmot nagysig szerint névekvo
sorrendben kapjuk meg)?

4.8. (Neg) Hogyan lehetne azt a hipotézist tesztelni, hogy az eloszlas 3 varhaté
értékil 1/4/n szérasi normdlis eloszlds azzal az ellenhipotézissel szemben, hogy az
eloszlds hat darab (0, 1)-beli egyenletes eloszldsi véletlen szam &sszege? Mekkora
minta mellett lehet biztositani, hogy a valédi mintat csak 0.05 valdszintiséggel
utasitsuk el, de a tévedést 0.95 valdszintiséggel észrevegyiik?

4.9. (Nex) Jancsi és Juliska véletlen szamokkal jatszanak. Jancsi tobbdimenzids
standard normalisa vektorokat generdl. Amikor nem veszi észre, Juliska mind-
egyiket az erdetivel azonos iranyd, de exponencidlis eloszlasi nagysaga vektorra
cseréli ki, ahol a hosszak négyzetének varhaté értékét tigy valasztja meg, hogy az
egyenlo legyen a standard normalis norma-négyzetének a varhato értékével. Hogyan
tudja Jancsi ellenOrizni, hogy nem nyult-e Juliska a mintajahoz? Mit tehet, ha
"megragjak az egerek” a mintajat: az csak a tér egy adott darabjaban hasznalhat6?

4.10. (Ntc) Jancsi és Juliska véletlen szdmokkal jatszanak. Jancsi tébbdimenzids
standard normalisa vektorokat general. Amikor nem veszi észre, Juliska mind-
egyiket kicseréli a hozzd legkozelebbire vett tiikorképével. Hogyan tudja Jancsi

ellen6rizni, hogy nem nyult-e Juliska a mintajahoz?
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4.11. (Nst) Fiiggetlen, egyforma eloszlasi, egységnyi szérasi normalisak soroza-
taban akarjuk a varhato érték eléjelét szekvencalis médszerrel tesztelni. A varhaté
érték abszolut értéke ismert, és a hibak adottak, legyen mondjuk mindketté 0.05.
Viszont a sziikséges mintaelemek szamanak a varhaté értékét a mellett a hipotézis
mellett szeretnénk minimalizalni, hogy a varhaté érték nulla.

4.12. (Ria) Fliggetlen, egységnyi szordsu normalisak sorozatiban akarjuk a
varhaté értéket ellendrizni. Tudjuk, hogy annak értéke kezdetben nulla, de egyszer
csak +1-re valtozik, és attél kezdve annyi is marad. Minden egyes értéket megfi-
gyeliink, és egyszer csak azt mondhatjuk, hogy allitsak le a folyamatot. Ilyenkor
valahogy minden pontosan kideriil, és ha még nulla a varhaté érték, akkor A
biintetést fizetlink, ha viszont mar s lépésben +1 volt a varhaté érték, akkor sB a
biintetés. Mit tegyiink?

4.13. (Ntk) Fiiggetlen, egyforma eloszlasi, egységnyi szérasi normalisak soroza-
taban akarjuk a varhato érték el6jelét tesztelni. A varhaté érték abszolut értéke
ismert, és adottak a hibak koltségei, valamint a mintavétel koltsége. Mit tegytlink?

4.14. (Bfp) Két homogén, fliggetlen, egyforma szérasi normalis eloszldsi minta-
ban akarjuk a varhato értékek egyformasagat tesztelni. Mit tegytink?

4.15. (Vst) Véletlen szamok tesztelése.
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IrRODALOM:
Mori F. Tamaés-Székely J. Gabor: Tobbvaltozds statisztikai analizis, Miiszaki
Konyvkiado, 1986

5. STATISZTIKAI BECSLESEK

TEMAK: a maximum likelihood mddszer, elégséges statisztikdk, exponencalis

csalad, szekvencidlis médszerek, EM algoritmus, keverékek felbontasa.

A statisztikus feladata a véletlennel terhelt megfigyelések elemzése. Az elemzés
eszkoze annak a sztochasztikus modellnek a kialakitdsa, amely a megfigyelés eredmé-
nyéhez hasonlé eredményekre vezet. A modell nem csak egyetlen eredményt képes
eldallitani, hiszen valahol szerepel benne a véletlen. Valahogy mérniink kell a minta
és az elmélet tavolsdgdat, minGsitentlink kell, mennyire felelnek meg a modell tulaj-
donsagai a mintaéinak. Altaldban a modell nincs egyértelmiien meghatarozva, is-
meretlen mennyiségek, paraméterek szerepelnek benne, amelyeket a minta alapjan
kell meghatdaroznunk. Ezt az eljarast hivjuk becslésnek.

Egy aranylag egyszerti becslési eljaras a momentumok modszere. Annyi statiszti-
kat valasztunk, ahdny paraméteriink van, és a paramétereket gy valasztjuk meg,
hogy a statisztikdk varhatd értéke pontosan annyi legyen, amennyi a mintdban
kapott értékiik. Ez a modszer kiillonosen szemléletes, ha a paraméter eleve valami-
lyen momentumot jelol, ha példaul a normalis eloszlds momentumait kell becsiilniink.
Ebben az esetben a kezdo kiilonosen hajlamos arra, hogy zavarba jojjon: mit is je-
lenthet ez a tevékenység? Neheziti a helyzetét, hogy elvileg barminek barmi lehet
a becslése, ha bizonyos trivialis feltételeket kielégit.

Ugyancsak meglepd lehet, hogy dltaldban a feladat megoldasa nem egyértelmii.
Minésiteniink kell a kiilonboz6 megoldasokat. E mindsitésben az egyetlen szem-
pontunk az lehet, hogy a véletlen hogyan befolydsolja az egyes becsléseket. A
torzitatlansag azt jelenti, hogy a becslés varhaté értéke maga a paraméter. A
konzisztencia azt, hogy a becslés sztochasztikusan tart a becsiilt paraméterhez, ha
a minta mérete tart a végtelenbe. A minimalis szérasisag pedig azt jelent, hogy
a becslés szérasa a lehetd legkisebb. Ezek ugyan természetes feltételek, de nem
mindig teljesithetoek. Példaul, ha X, Y fliggetlen egységnyi szérasi és normalis
eloszlasu mennyiségek, a nagyobbik varhaté értékére mar nem lehet egyértelmiien

meghatarozott jo becslést adni.

A MAXIMUM LIKELIHOOD MODSZER A legdltaldnosabban hasznalt becslési eljaras.

Népszertiségét jé aszimptotikus viselkedésének koszonheti. Legyenek Xq,..., X,
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fliggetlen azonos eloszlasu valdszinliségi valtozok, és az eloszlasuk ismeretetlen k-

dimenziés paraméterét jeloljiik 1¥-val. A minta likelihood fiiggvénye:

L) = ) log f(X;,9).

=1

Fejtsiik ezt Taylor sorba a valédi paraméter koriil, amit jeloljiink 9g-lal:

L(W) = L(Y) + < %L’(ﬁo),An > + % < %L”(@?O)An,An > + R,
ahol R a maradéktag, A, = \/n (¥ — ¥), és< .,. > a skaldris szorzdst jeloli. Itt
az Y, = ﬁL’ (¥J9) mennyiség a centralis hatdreloszlastétel miatt aszimptotikusan
normélis eloszldst, a ®,, = 1 L” () mennyiség a nagy szamok térvénye miatt egy
® konstans matrixhoz tart, ami csak a feladattol, és azon beliil ¥¢-tdl fiigg. Mivel
a maradéktag nulldhoz tart, A, aszimptotikusan (—®,1Y,,)-nel egyenld, tehat a
becslés hibdja 1/4/n rendi, és aszimptotikusan normaélis eloszldsi. Belathat6, hogy
Y, hatareloszlasanak a kovarianciamatrixa —®, tehat A,-ben ezt ”tulosztjuk”:
A,, hatareloszldsdnak a kovarianciamétrixa —®~!. Az tgynevezett Cramer-Rao
egyenlotlenség szerint viszont ennél kisebb kovariancia nem érheto el.

Abbdl, hogy L(¥) aszimptotikusan egy olyan kvadratikus alakkal egyenld, amely-
ben a matrix egy kovariancia (—1)-szerese, az is kovetkezik, hogy ha ez a kovariancia

nem elfajul6 (azaz jél van a feladat paraméterezve), akkor a

A 1
V=19 — —o. 'Y,
n
helyen aszimptotikusan maximuma van L(¢})-nak.

A maximum értéke 3 < ®.1Y;,, Y, >-nel nagyobb L(0)-nal, ami aszimptotiku-
san % X2 eloszldst, tehdt a névekmény hatdreloszlésa csak az ismeretlen paraméte-
rek szamatdl fiige. Ennek alapjan konfidencia intervallumot szerkeszthetiink az is-
meretlen paraméterre: annak a valészinlisége ugyanis, hogy az ismeretlen paraméter

benne van a

{0:1(9) > maxL(u) ~ x}(0))

halmazban aszimptotikusan (1 — «), ahol x?(«) a x3 eloszlds megfeleld kvantilisét

jeloli.
ELEGSEGES STATISZTIKAK Lésd: irodalom.

EXPONENCIALIS CSALAD Lasd: irodalom.
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SZEKVENCIALIS MODSZEREK A hipotézisek vizsgalatdn és becsléseken til egy
harmadik statisztikai feladat a konfidencia intervallumok szerkesztése: a minta
alapjan olyan intervallumot, tartomanyt jeloliink ki az ismeretlen paraméterekre,
amelybe a valédi paraméter valamilyen el6irt nagy valdsziniiséggel benne van. A
megoldas gyakran csak annyi, hogy megadjuk a becslés szordsanak a becslését.
Maga a feladat keveréke a hipotézisek vizsgdlatanak és a becsléseknek, hiszen egy
altalanos megoldasa az, hogy 6sszegyiijtjiik mindazokat a paramétereket, amelyeket
a minta az adott szignifikancia hatar mellett elfogad valédi paraméternek.

Gyakori, hogy a konfidencia intervallum méretére fels6 korlat van: nem sze-
retnénk nagyon pontatlan eredményt kiadni a keziinkbdl. Ilyenkor azt mondjuk,
hogy a minta még nem elég nagy, novelni kell. Amikor ezt a lehetoséget elore
eltervezziik, a statisztikai eljaras részének tekintjiik, szekvencidlis modszerekrol

beszéliink. Igen hatékonyak a szekvencialis mindségvizsgaldé modszerek.

EM ALGORITMUS A maximum likelihood becslés kiszamitasa altalaban bonyolult
optimalizalast jelent. Csak néhany esetben adhaté explicit megoldas. Példaul az
egyszerl eloszlasok paramétereit altalaban a megfelel6 momentumok becsiilik, vagy
a legkisebb négyzetek elve a maximum likelihood specidlis eseteként ugyancsak
explicit megoldast ad. Gyakori eset, hogy azért nincs explicit megoldas, mert nem
rendelkeziink elegend6 informéciéval. Van egy nagy és sok részletet tartalmazo
minta, amelyben van explicit becslés, de mi ennek csak toredékeit ismerjiik. Példaul
egy teljes kisérleti terv kivitelezése soran bizonyos mérések sikertelenek voltak.

Hogyan lehetne ezt a koriilményt kihaszndlni? A redukélt, a mi rendelkezésiinkre
allé minta likelihood feladata bonyolult, sokszor maga a likelihood fiiggvény is csak
bonyolultan irhaté fel. Természetes gondolat, hogy valahogy rekonstrualni kellene
a hianyzé adatokat. Itt egy korforgas alakul ki: ha ismernénk a paramétereket, a
rekonstrukciot a feltételes eloszlas alapjan el tudnank végezni. Akkor viszont jobb
becslést adhatunk a paraméterekre és a dolog kezdheto el6lrol.

A rekonstrukcié soran a likelihood fliggvény feltételes varhaté értékét kell kisza-
molni, ez az eljards E (expected value) része. Majd meg kell hatarozni ennek a

maximumat, ez az M 1épés.

KEVEREKEK FELBONTASA Lésd: irodalom.

FELADATOK:
5.1. (Bkf) Bayesi keverékfelbontés.
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5.2. (Cca) Adott egy Cj;,1 <i < N,1 < j < M matrix, amelyben az elemek
nem negativak, és az oszlopok 0sszege 1. Lépésrol 1épésre megtehetjiik a kovetkezot.
Tetszés szerint kivalasztunk egy sort, ennek az elemeit toroljiik. A t6bbi sor elemeit
végigszorozhatjuk tetszés szerinti pozitiv szamokkal. Az egyetlen feltétel, hogy
szorzas utan az oszlopok oszege 1 alatt maradjon. Végil a kivalasztott sor elemeit
feltoltjiik tigy, hogy az oszlopok Osszege tjra 1 legyen. Maximalizadlandd az Osszes

lépésben alkalmazott szorzd szorzata.

5.3. (See) Adott egy d-dimenzids szimplex, S. Megfigyeljiik az S-en egyenletes
eloszlasu fliggetlen (X1,...,Xy) mintdt. Adjunk (Xi,...,Xy) alapjan becslést
S-re.

5.4. (Ekb) Adott egy d-dimenziés szimplex, S. Legyenek (Xi,...,Xn) S-
en egyenletes eloszlasiak és fiiggetlenek. Hatarozzuk meg (Xi,..., Xxy) konvex

burkdnak a csucsainak a szamat. Mit mondhatunk ennek eloszlasarol?

5.5. (Srt) Hogyan lehetne az u.n. stepwise regression eljardasban a szignifikanciat

tesztelni?

5.6. (Gpp) Legyenek pu,p ismeretlen paraméterek, n pozitiv egész. Legyen
i = 1,...,n mellett Y; pp’ paraméterti Poisson eloszldsi valészintiségi valtozo.
Adjunk az Y;-k alapjan becslést a u, p paraméterekre.

5.7. (Dfm) Legyenek (Xi,...,X,, Y1,...,Y,,) figgetlen, nem egyforma para-
méterti normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok. A valtozokat nem tudjuk megfi-
gyelni, csak az {e;; = Z(X; < Yj),i=1,...,n, j=1,...,m} indikdtor valtozdkat,
ahol Z(.) értéke 1 vagy 0 aszerint, hogy a zéardjelben all6 esemény bekdvetkezett-e
vagy sem. Hogyan lehetne az eredeti X,Y valtozok paramétereit becsiilni?

5.8. (Mb1l) Legyen n pozitiv egész, és legyenek (T;,V;,i = 1,...,n) ismeretlen
paraméterek. Legyenek (A;;, K;j,i,7 = 1,...,n,i # j) fuggetlen, exp(T; — V),
illetve exp(V; — T;) paraméterti Poisson eloszlasu valészintiségi valtozék. Adjunk
becslést az ismeretlen paraméterekre, ha bizonyos (i, j) parokra ismertek az (A, K)
mennyiségek.

5.9. (Vpr) Definidljunk olyan véletlen mechanizmust, amely permutédciékat
general valamilyen jol azonosithaté paraméterek alapjan, és adjunk becslést e para-
méterekre.

5.10. (Neb) Legyen d pozitiv egész, és u ismeretlen d- dimenzids vektor, Z pedig
d-dimenziés standard normalis. Meg lehet-e p normdjat becsiilni, ha ismerjik a

u+ Z vektor koordindtainak az eléjelét?

5.11. (Nse) Tekintsiik egy tetszOleges varhatd értékii és kovariancia matrixd
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tobbdimenzids normalis eloszlas striisagfliggvényét az egységkocka csiicsain. Hogyan
lehetne ezeket a paramétereket abbdl a diszkrét eloszlasbdl becsiilni, amelynek a
valészintiségei ardanyosak ezekkel a szamokkal?

5.12. (Nkf) Adjunk becslést a tébbdimenzids normélisak keverékének a paramé-
tereire.

5.13. (Nvk) Fiiggetlen, egyforma eloszldsu, ismeretlen szérasi normalisak soro-
zataban akarunk a varhato értékre adott megbizhatdsagui és adott szélességii kon-
fidencia intervallumot szerkeszteni. Mit tegytink?

5.14. (Ghb) Filiggetlen, egyforma eloszlasi minta elemeir6l annyit tudunk,
hogy ismeretlen paraméterii gamma eloszlasu valészintiségi valtozok valamilyen is-
meretlen, de egyforma kitevoji hatvanyai. Adjunk becslést a paraméterekre.

5.15. (Kln) Legyen k pozitiv egész, és legyenek nq,...,n, szintén pozitiv
egészek. Legyenek Y7, ..., Y} ismeretlen, de egyforma paraméterii fiiggetlen normaélis
eloszlasu valdszinliségi véltozok, ezeket nem tudjuk megfigyelni. Helyettiik ren-

delkezéstinkre allnak az

Xy =Yi+Zy, j=1,...ni=1,...k

megfigyelések, ahol a Z;; mérési hibdk fiiggetlenek, normalis eloszldstak, nulla
varhaté értékiiek és a szorasuk egyforma, de ennek az értéke ismeretlen. Ad-
junk becslést az ismeretlen paraméterekre. Adhaté-e a hibak szérasnégyzetére

torzitatlan becslés akkor, ha a becslés értéke nem lehet negativ?

IRODALOM:

Tusnddy Gébor-Roknich Gyorgy(1969): A matematikai staisztika egy specidlis
alkalmazasa a mérnoki gyakorlatban: a gammahatvany eloszlas, Mélyépitéstudoma-
nyi Szemle 19/10, 472-478

A.P. Dempster-N.M. Laird-D.B. Rubin(1977): Maximum likelihood from incom-
plete data via the EM algorithm, J. R. Statist. Soc. B 39, 1-22

O. Barndorff-Nielsen: Information and exponential families in statistical theory,
Wiley 1978

R. Pick-G. Tusnady(1980): Decomposition of mixtures, Studia Scientiarum Math-
ematicarum Hungarica, 15, 31-37

Tusnddy Gabor(1982): Keverékek felbontdsa, Matematikai Lapok 30/1-3, 59-67

I. Csiszar-G. Tusnady(1984): Information geometry and alternating minimiza-

tion procedures, Statistics and Decissions, Supplement Issue 1, 205-237
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A. Perczel-M. Holl6si-G. Tusnady-G.D. Fasman(1991): Convex constraint anal-
ysis: a natural deconvolution of circular dichroism curves of proteins, Protein En-

gineering 4/6, 669-679
6. NEM PARAMETERES MODSZEREK

TEMAK: tulélésbecslések, Kaplan Meier becslés, Cox regresszié, nem paraméte-
res modszerek, projection pursuit, matching, bin packing, a biztositasmatematika

alapjai.

TULELESBECSLESEK A statisztika 6nallé dga az orvosi statisztika vagy biomet-
ria. Ez utébbi kicsit dltaldnosabb, minden egyéb bioldgiai statisztika is ide értendo,
példaul a mezogazdasagi statisztika. A hatarok persze nem élesek, az egyes teriilete-
ket részben a megvizsgalt anyag, részben a specialis statisztikai feladat kiiloniti el.
Az orvosi statisztika egyik kozponti kérdése a betegek kovetése, és e kovetések
kiértékelése. Amikor példaul a szivatiiltetéseket elkezdték, természetesen minden
érdeklodo els6sorban arra volt kivancsi, meddig maradnak életben a frissen operalt
betegek. Mint a statisztika minden egyes alkalmazdasakor, itt is bonyolult, sok
tényezos kérdésrdl van szd, amelynek a statisztika csupan az egyik része.

Statisztikai szempontbdl azonos feladatot jelent az ipari mindségvizsgalatok élet-

tartamokra vonatkozé része. Inkdbb ez utébbi teriilet alapfogalma a meghibasodési

rata, a Q(t) = P(X > t) tdlélésfiiggvény logaritmikus derivéltjdnak a (—1)-
szerese: "
f(t
t) = AN
/= 50

ahol f(t) = —Q’'(t). Ennek szemléletes jelentése a
%in%P(X<t+(5|XZt)

hatarérértékbél fakad: ha egy alkatrész t-ig haszndlhato, kozelitéleg dp(t) a valdszi-
niisége annak, hogy ¢ és t + § kozott meghibdsodik. A tapasztalat szerint a p(t)
fiiggvény szemléletesebb képet ad az alkatrész megbizhatésagardl, nevezetesen jol
értelmezhetoek a valtozasai: ha allandd, az exponencidlis eloszlasrél van szd, ha
no, az alkatrész oregszik, ha fogy, az alkatrész fiatalodik. Gyakran U-alaki ez a
fliggvény: kezdetben nagy, de csokkené intenzitasu a meghibdsodas, majd idealis
esetben huzamosan &dllandod, végiil lassan novekedni kezd, ami esetleg felgyorsul.
Ilyen az ember élettartama is, az utolsé szakaszban a mult szazad elején élt orvos,

Gompertz megfigyelése szerint p(t) exponencidlisan né. Elsé kozelitésben az igaz,



6. NEM PARAMETERES MODSZEREK 37

hogy annak a valdészintisége hogy valaki a kovetkezé évben meghal e, ahol H a

szaz éves koraig még hatralevo évtizedeinek a szama.

KAPLAN MEIER BECSLES Természetes velejaréjuk a tilélésbecsléseknek a cen-
zoralas. (Erdemes a csonkitast és cenzoralast megkiilonboztetni: csonkitaskor tgy
vész el egy adat, hogy nyoma sem marad, cenzoralaskor annyit megtudunk rola,
hogy milyen hatarok kozott van.) Operalt betegek kovetésekor ez két okbdl is
elofordulhat: a vizsgalat lezartakor a beteg még él és tlinetmentes, vagy mar
korabban kivalt a beteg a vizsgalatbdl, kiilfoldre tavozott, més orvoshoz ment,
vagy meghalt, de nem az operélas kovetkeztében. Nem tehetjiik meg, hogy az ilyen
betegek adatait figyelmen kiviil hagyjuk, noha nem ismerjiik az élettartamuk végét.

Legyen a vizsgalt X valdszintiségi valtozé tulélésfiiggvénye P(X > t) = Q(t), és
egy n-elemil megfigyelés sordn legyenek a megfigyeléseink a ((Z;,6;),i = 1,...,n)
parok, ahol §; = 1, ha Z; egy pontosan megfigyelt X;-vel egyenlo, és legyen §; = 0,
ha csak annyi dertilt ki X;-r6l, hogy X; > Z;.

Rendezziik nagysag szerint a megfigyeléseinket. Jeloljiik a sziikséges permutéciot
(v(1),...,v(n))-nel, és a kapott rendezett minta elemeit U-vel: U; = Z,(;). Vigyiik
a tarsult vdltozokat is az 1j helyiikre, itt jeloljiik Sket v;-vel: v; = d,(;).

Keressiik az ismeretlen Q(t) eloszlasfiiggvényt atomos alakban: tegyiik fel, hogy
X-nek csak az U;-k a lehetséges értékeik, egyetlen U,,-nél nagyobb tetszoleges U, 41
érték kivételével. Jeloljiik a Q(U;) ismeretleneket g;-vel, és legyen p; = q;11/q:, (i =
1,...,n).

Ha v; = 1, akkor a v(i)-edik megfigyelés val6szintisége

i—1

P(X =U;) =QU;) — QUis1) = ¢i — qiv1 = (1 — pi) Hpj,

j=1
ha pedig v; = 0, akkor
i—1
P(X>U)=QU) =g =]]r;
j=1
A teljes minta valdsziniisége tehat
n i—1 n
[Ta-p)" [[r; = [JQ-p)p"
i=1 j=1 i=1
Ezt kell maximélnunk a (p1,...,p,) ismeretlenekben. ”Szerencsénk” van: a valto-

zékban egyméstdl fiiggetleniil lehet maximalizalni. Mivel (1 — p)4 p? maximuma
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ap= B/(A+ B) helyen van (ez a relativ gyakorisag), p;, = (n —1)/(n —1i+ v;),
tehat ¢; = Hi_l (n—7)/(n—j+vj). Rejtélyes okbdl ezt product limit becslésnek

j=1
hivijdk.

COX REGRESSZIO A betegek kovetésekor nem csak a t1lélési id6t szokds meg-
figyelni: a betegek kértorténete, kezelése nem egyforma. Az orvost elsdsorban az
regresszios feladatrdl van sz6. A szokasos regresszios feladatban azonban szamokbol
szamokra kovetkeztetiink, itt pedig szdmokbdl eloszlasokra szeretnénk kovetkeztetni.
Meg kell tehat talalni ennek az alakjat. A sok lehetdség koziil a legegyszeriibb, és
emiatt a legelterjedtebb a kovetkezd, Coxtdl szarmazoé alak. Feltessziik, hogy min-
den széban forgd tulélési fiiggvény egy kozos Q(t) fiiggvény valamilyen hatvanya.
Legyen a kitevé w: ha w > 0, akkor @-val egyiitt Q* is monton fogy, formalisan
tehat tjra megfelel6 fiiggvényt kapunk. Mivel pedig w szam, ezt mar kereshetjiik
a szokasos regresszids alakok szerint. Mivel w-nek pozitivnek kell lenni, a logarit-
musat kozelitjiik a kisér6 valtozok linearis fiiggvényeként.

Az igy kapott feladatban ismeretlen paraméterek és egy ismeretlen fiiggvény
szerepel: az ilyen feladatokat mostanaban szemiparametrikus feladatnak mondjak.
Ha a linearis egytitthatokat ismertnek vessziik, akkor ismerjiik a w kitevoket. Ekkor
- még cenzoralds esetén is - a keresett fliggvény explicite felirhaté a Kaplan-Meier
becslés levezetésekor alkalmazott gondolatmenettel. Ennek segitségével pedig a
teljes feladat kozonséges tobbvaltozds optimalizalassd redukalhato.

Elképzelhetd, hogy hasonlé mdédon oldhaté meg a kévetkezo feladat is. Legyenek
az (X;,1=1,...,n) k dimenziés véletlen vektorok fiiggetlenek, egyforma eloszldsu-
ak, hasonléan legyenek az (Y;,i =1,...,n) k dimenziés véletlen vektorok fiiggetle-
nek, egyforma eloszlastuak, és legyen ez a két rendszer fliggetlen egymastol. Tegyiik
fel, hogy csak az (Y;,i = 1,...,n) véletlen vektorokat és az (< X;,Y; >,i :=
1,...,n k) skalaris szorzatokat tudjuk megfigyelni. Hogyan becsiiljiikk az X;-k
eloszlasat?

Tegyiik fel bizonyos értelemben dltalanosabban, hogy egy ismeretlen (p1,...,pN)
eloszlassal kapcsolatban fliggetlen megfigyeléseket végezhetiink gy, hogy minden
megfigyelés elott tetszés szerint kijelolhetjiik az els6 N pozitiv egész valamelyik
részhalmazat, és annyit tudunk meg, hogy a soron kovetkezo véletlen szam abban
benne van-e, vagy sem. Hogyan vélasszuk a halamazokat, és hogyan becsiiljik
az ismeretlen eloszlast, ha azt akarjuk, hogy példaul a becslésiink divergencidja a

valodi eloszlastél a lehet6 leggyorsabban tartson nullahoz?
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NEM PARAMETERES MODSZEREK Miutén a statisztika héskordban minden fel-
adatot a normalitas feltételezése mellett oldtak meg, lassan terjedni kezdtek a nor-
malitast nem haszndlé médszerek. Itt két egymast atfedo, egymassal szoros kap-
csolatban &ll6 teriilet emlitheto:

- eloszlasmentes eljarasok keresése, nevezetesen a rendezett mintan alapuld, igy-
nevezett rendstatisztikak vizsgalata, és ezek alapjan a marginalis eloszlasok normé-
lissa valé transzformalasa, az ugynevezett skdlazas, vagy scoring;

- maganak az eloszlasnak a vizsgalata, mint példaul a fentiekben targyalt tilélés-
vizsgalatok, vagy az eloszlasokra vonatkozé hipotézisek vizsgalata, példéaul a nor-
malitas, vagy altalaban valamilyen csaladhoz val6 tartozas vizsgalata, vagy annak
eldontése, elfogadhaté-e Cox fenti hipotézise.

Ha egy adott eloszlasra vonatkozo hipotézist akarunk ellendrizni, tiszta illeszke-
désvizsgalatrdl beszéliink, ha csak az eloszlas tipusat ismerjiik, és néhany paramétert

a mintabol hatarozunk meg, akkor becsléses illeszkedésvizsgalatrol van szo.

PROJECTION PURSUIT Par éve hirtelen divatba jott a tobbdimenziés adatmezdok
effektiv automatikus vizsgalata, amelynek az alapgondolata az, hogy vetitéssel a
magas dimenzids adatmezot alacsony dimenzidssa alakitjuk, alkalmazunk a vetiile-
ten valamilyen kifejezetten alacsony dimenziés eljarast (példdul ha az alacsony di-
menzi6 kettd, megnézziik az adatokat), majd az egészet "minden lehetséges vetitésre”

megismételjiik, és meghatarozzuk a legmarkansabb vetitést.

MATCHING Magas dimenzioban egy aranylag egyszerii illeszkedésvizsgalati mod-
szer a kovetkezO. Akkora mintat generalunk a valédi eloszlasbol, mint az eredeti
minta, és ”Osszehazasitjuk” a két mintat: ugy allitjuk parba az elemeket, hogy a
paronkénti tavolsagok négyzettsszege minimalis legyen. Az illeszkedés josagat a

kapott minimummal mérjiik.

BIN PACKING Ha az egységnégyzeten egyenletes eloszlasu mintat ellendrziink a
fenti modszerrel, a kapott statisztika kapcsolatban &ll a kovetkezo feladat heuriszti-
kus algoritmusainak a miiveleti sebességének a becslésével. Egy véletlen input
(0,1)-beli, mondjuk ott egyenletes eloszlasi, és egyméastdl fiiggetlen szamokbdl
all. A szamokat egységnyi térfogati csuprokba rakjuk, és lehetdleg kevés csuprot
szeretnénk felhasznalni. A feladat nehézsége abbdl fakad, hogy ”on line” kell
megoldanumk: minden egyes szam helyét érkezésekor ki kell jelolniink, késébb azon

mar nem valtoztathatunk.
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A BIZTOSITASMATEMATIKA ALAPJAI Ha az élettartamom az X valdsziniiségi
valtozé ismert Q(t) tulélés fliggvénnyel, kérdés A folytonos kamatozds mellett
mekkora Osszeget kell most a biztositonak fizetnem, ha haldlomkor egységnyi ki-
fizetést szeretnék a csalddomnak biztositani? A vélasz E e X, és ha ezt a
mennyiséget k-val jeloljiik, tovabba 3 annak a folytonos befizetési intenzitasnak a
mértéke, amely ugyanezt a célt szolgalja, és u az egységnyi befizetésre jaro folytonos

kifizetés intenzitasa, akkor belathatd, hogy

és B = K.

FELADATOK:
6.1. (Qmt) Legyenek Xi,..., Xy, Yi,...,Yn az egységnégyzetben fliggetlen,

egyenletes eloszlasu pontok. Meghatarozando az a P4, ..., Py permutacio, amelyre

N
Z H Xl - YPi
=1

2

minimalis, majd e minimum eloszlésa.

6.2. (Hmt) Legyenek X1,..., Xy, Y7,...,Yy az egységnégyzetben fliggetlen,
egyenletes eloszlasi pontok. Allitsuk parba a pontokat gy, hogy minden egyes
parban az X pont koordinatai kisebbek legyenek az Y pont koordinatdindl, és a
parok szama maximalis legyen. Mi a parok szaméanak az eloszlasa?

6.3. (Env) Egydimenziés normalitas-vizsgédlat tetszés szerinti mddszerrel.

6.4. (Cxr) Legyen W H eloszlasu pozitiv valészintiségi véltozo, és legyen X-nek

W -re vett feltételes eloszlasa
PX>t|W) = (1—F@#)",

ahol F' ugyancsak egy pozitiv valdsziniiségi valtozo eloszlasa. Becsiilend6 az X, W
parra vonatkozé fiiggetlen, egyforma eloszlasi minta alapjan F'.

6.5. (Npp) Tébbdimenziés normalitas-vizsgédlat projection pursuit médszerrel.

6.6. (Mrg) Monoton regresszio.

6.7. (Mrk) Legyen (a;, i = 1,...,n) ismeretlen monoton névé sorozat, és legyen
o ismeretlen pozitiv szam. Adjunk az (Y; = A; + 0Z;, i = 1,...,n) megfigyelések
alapjan konfidencia intervallumot az a; szamokra, feltéve, hogy a Z;-k fliggetlen

standard normalisak.
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6.8. (Mri) Adott egy kdrmentes iranyitott graf, és a csticsoknak egy tetszés sze-
rinti értékelése. Adjunk erre az értékelésre négyzetes eltérésben legjobb kozelitést,
mely ekvimonoton az adott gréaffal.

6.9. (Ext) Az exponencialitds tesztelése.

6.10. (Gat) A gamma eloszlas tesztelése.

6.11. (Eta) Legyen n ismert pozitiv egész, és m = (p1,...,pn) egy ismeretlen
eloszlas, X;,© = 1,... fliggetlen, 7 eloszlasii valészintiségi valtozok. Magukat az X ;-
ket nem tudjuk megfigyelni, de 1épésrdl 1épésre minden egyes ¢ = 1,2,... pozitiv
egész mellett kijelolhetjiik az els6 n pozitiv egész tetszés szerinti A; részhalmazat,
és annyit megtudunk, hogy X; benne van-e az A; részhalmazban, vagy sem. Miutan
ezt megtudtuk, kijelolhetjuk az A;,1 halmazt, és igy tovabb. Hogyan vélasszuk az
A; halmazokat, ha meg szeretnénk becsiilni a p; valészintiségeket?

6.12. (Ebn) Legyen X = Y + Z, ahol Y, Z fiigetlenek, Z standard normélis.
Hogyan becsiilheté Y eloszlasa az X-re vonatkozé, fliggetlen, egyforma eloszlasu
minta alapjan?

6.13. (Gzr) Legyen Xi,...,X,, ... figgetlen, egyforma eloszlasu valésziniiségi
valtozok végtelen sorozata, és S,, = X7 +--- 4+ X,,. Hogyan lehetne becslést adni
az X,-ek eloszlasara, ha ismerjik az S, Osszegek egész részét?

6.14. (Emi) Hogyan lehetne a sokdimenziés eloszlasokat konzisztensen és elosz-
lasmentesen tesztelni?

6.15. (Skp) Legyen Xy,..., X, ismert eloszlast sokdimenzids fliggetlen minta,
és legyen (dij,j = 1,...,n — 1) az Xp-t6l kiilonb6z6 mintapontok Xj-tél mért
tavolsdganak rendezett mintdja, pi; az Xj kozéppontt, dy; sugard gomb elméleti
valoszintisége az adott eloszlas szerint. Mit mondhatunk a maxy; | px; — j/n |

statisztika aszimptotikus eloszlasardl?
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7. MARKOV LANCOK

TEMAK: eldgazd folyamatok, sorban allas, entrépia, kédolés, csatorna-kapacités,

Ziv-algoritmus, fehérjék, aligning, tobbdimenziés integral.

Egy Markov lancnak a szokésos széhasznalat mellett ” allapotai” vannak. Tegyiik
fel, hogy ezek szama véges, jeloljik a szamukat N-nel, magukat az allapotokat
S1,...,SN-nel, az allapotok halmazat S-sel. A Markov lanc olyan fix id6koézonként
valtozd sztochasztikus folyamat, amelynek a lehetséges értékei S-beliek, és amelyre
a

P(X: | Xe—1,...,X0)

feltételes valdszintiségek csak t-tol és X; 1-tdl fiiggnek. Ha a folyamat homogén,
akkor ezek a feltételes valdszintiségek t-t6l sem fiiggnek, ami még nem jelenti azt,
hogy a

pe(io, i1, ... ik) = P(Xepj =98, j=0,1,...,k)

valoszinliségek sem fliggenek t-t6l, csak ha a

Ty = P(X() == Sz)
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kezdeti eloszlast tigy valasztjuk meg, hogy X eloszlasa megegyezzen X eloszlasaval.

Koényen lathatd, hogy ez mindig elérheto, és ha az
aij = P(XlZSJ|X0:S7,)

atmenet valoszintiségek mind pozitivak, akkor tetszoleges kezdeti eloszlasbdl kiin-
dulva X; eloszlasa tart az egyértelmiien meghatarozott stacionarius kezdeti eloszlas-

hoz. Altaldban ha ez igy van, a Markov lancot ergodikusnak hivjuk. Magukat az
aq;j(t) = P(Xt = Sj | Xo = Sz)

t-1épéses atmenet valdszintiségeket rekurziven szamolhatjuk ki. Egy Markov lancban
a "jelen” ismerete mellett a "mult” és "jove” feltételesen fiiggetlenek: ez egy
szimmetrikus tulajdonsag, tehat az ido iradnyitdsdnak nincs kitiintetett szerepe.
Ha kell, megfordithatjuk a Markov lancot, és a jovobol a multba vivo feltételes
valészintiségekkel dolgozhatunk. Ezek kiszamoldsahoz azonban nem csak az dtmenet
valoszinliségeket kell ismerniink, hanem a kezdeti eloszlast is.

Statisztikai szempontbdl a véges allapoti, homogén és ergodikus Markov lancok
vizsgalata nem jelent nehezebb feladatot mint a fiiggetlen azonos eloszlasu valtozdk
vizsgdlata: az atmenet valésziniiséget ugyantugy relativ gyakorisdgokkal kell becsiil-
ni, mint magat az eloszlast. Nehezebb a helyzet, ha a folyamat csak egy zajos

csatornan keresztiil figyelhetéo meg. Ha maga a csatorna emlékezet nélkiili, akkor a
bij = P =0;|Xy =5)

atviteli valésziniiséget hatarozzék meg, ahol (Oq,...Opr) a csatorna kimeneti ABC-
jének az elemei, és Yy, Y1, ..., Yr a megfigyelheto folyamat értékei. A megfigyelhet6
folyamat altaldban nem Markov, de az Yy, Y7,..., Y valtozok egyiittes eloszlasa
hasonl6 rekurzioval szamolhatd ki, mint a tobblépéses dtmenet valdszintiségek, az
aij, b;; paraméterek pedig az EM algoritmussal becsiilhetéek. Ezeket a folyama-
tokat rejtett Markov folyamatoknak hivjuk, a paraméterek becslése a Baum-Welch

algoritmus.

ELAGAZO FOLYAMATOK Tegyiik fel, hogy egy populécié egyedei egyformdk,
egységnyi ideig élnek, és halaluk elott egymdéstol fliggetleniil py valdszinliséggel k
utéduk lesz, ahol (pg, k = 0,1,...) tetszoleges eloszlas a természetes szdmokon. Ha
a populacié megfigyelésekor azt is meg tudjuk figyelni, hogy melyik egyednek hany
utéda lett, akkor a megfigyelések Markov lancot alkotnak. Ha csak az egyedek
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szamat tudjuk meghatarozni, a megfigyelések rejtett Markov folyamatot alkotnak

és az utdédok szamanak az eloszlasat ismét az EM algoritmussal becsiilhetjiik.

SORBAN ALLAS Fliggetlen, azonos eloszldst X; valtozok részletosszegei felajitasi
folyamatot alkotnak:
St — X1+"'+Xt~

Ha egy borbélyhoz vendégek érkeznek, az érkezési idoket kozelithetjiik feldjitasi
folyamattal. Ha a borbély minden egyes vendéggel ugyanolyan eloszldsu véletlen
idot tolt, és ezek az idok egymadstol is, az érkezési folyamattol is fiiggetlenek,
ugynevezett sorbanallasi folyamatot kapunk. Jeloljiik ebben a k-adik vendég kiszol-

galasi idejét Yi-val, a kiszolgalasanak a végét Ty-val. Ekkor
T, = max(Tp—1,5%) + Yi,

hiszen csak akkor kezdhet a borbély a k-adik vendéggel foglalkozni, ha a (k — 1)-
edikkel mar végzett, és a k-adik vendég megérkezett. Kérdés, meg tudjuk-e becsiilni
az X;,Y; valtozok eloszldsat, ha csak a varakozok szamanak az alakulasat ismerjik?
Ez utobbi jelentheti azt is, hogy minden egyes valtozast regisztralni tudunk, de

jelentheti azt is, hogy idGegységenként megnézziik, hanyan varakoznak a borbélyra.
ENTROPIA Azt mondjuk, hogy egy diszkrét értékii folyamat staciondrius, ha a
P(Xt+j - Sj,j - O,l,...,k)

egylittes eloszlasok nem fiiggenek t-t6l. Ha az allapotok szama véges, ezek az
egylittes eloszlasok is végesek, és az entrépidjuk ugyanigy meghatarozhatd, mint
a marginalis eloszlasoké. Belathatd, hogy az egyiittes eloszlasok entrépiajat a fi-
gyelembe vett valtozok szaméval osztva monoton fogyé sorozatot kapunk (hiszen
a feltételes entrépia fogy, ha a feltétel né). E monoton fogy6 sorozat hatérértéke
a folyamat egy jelre jutd entropidja. Maga az atlagos entréopiakbdl allé sorozat
sokat mond egy statisztikusnak: ha egy tagtdl kezdve dllandd, akkor a folyamat
véges rendii Markov folyamat, ami azt jelenti, hogy ha az allapotaibdl képezett
blokkokat tekintjik 1j allapotoknak, akkor Markov a folyamat. A véges rendi
Markov folyamatok rendjét altalaban az tgynevezett biinteté fliggvényes maxi-
mum likelihood becsléssel hatarozhatjuk meg: az eredeti likelihood fiiggvénybdl
levonjuk a rend valamilyen alkalmasan valasztott monoton novo fiiggvényét, és ezt a

kiilonbséget maximalizaljuk egyszerre a rendben és a hozza tartozé paraméterekben.
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A biintet6 tag altaldban a tagszam logaritmusdnak konstansszorosa. Ezt az eljarast
helyettesitheti az entrépia valamilyen konziszens becslése: ennek alapjan ugyan-
is elegend6 a rendet addig novelni, amig az illesztett Markov-modell entrépidja

egyenlové nem valik a folyamat entrépidjaval.

KODpOLAS Shannon tétele alapjan minden staciondrius folyamat atkédolhatd
binaris folyamatta tgy, hogy a kddszavak atlaga az entropiat tetszoleges pon-
tossaggal megkozelitse. Kozben az eredeti folyamat blokkjait kodoljuk, és a kddsza-
vak hossza véltozé. Ha a kéd jo, a keletkezett binaris folyamat kozelitleg tisztan
véletlenszerli: ha ez nem igy van, megprébalhatjuk a kédolt folyamatbdl magukat a
kédokat kiolvasni. Ebben a modellben az a legfontosabb, hogy gyokeresen dtalakitja
a folyamat idoskalajat, és ha a kddolas "rossz”, latvanyos Osszefliggéseket is general-
hat, mik6zben a folyamat 1ényegében fliggetlen és azonos eloszlast elemekbdl épitke-
zik.

CSATORNA-KAPACITAS Az informéciélméletben targyalt csatorna ugyanolyan
Markov-maggal adhaté meg, mint egy Markov folyamat, csak a bemeneti és kimeneti
allapotok kiilonbozhetnek. A csatorna kapacitasa e kett6 kolesonos informéciéjanak

a maximuma.

Z1V-ALGORITMUS Egy tetszoleges karakter-sorozatot aranylag rovid blokkokra
tordelhetiink rekurziven. Dobaljuk képzeletben egy zsakba a keletkezé darabokat.
Egy torés utan addig megyiink el a sorozatban, amig olyan blokk nem alakul ki, ami
mar nincs a zsakban. Ezt a blokkot letorjiik, és beledobjuk a zsakba. Induldskor
definicio szerint torés van és a zsak iires. Példaul a

VSSPGFSPTSPTYSPTSPAYSPTS
karaktersorozat torési pontjai:
VeSeSPe GeFeSPTeSPTYeSPTSe PeAeYeSPTS.

A sorozat végén nincs torés, dehat ott vége van a sorozatnak. A darabokbdl
egy fa allithato Ossze, amit érdemes az algoritmus tizemeltetésekor adminisztralni.
Maga a fa ismeretlen folyamatokkal valé els6 ismerkedéskor hasznédlhato a statiszti-
kaban: ha az agak kozel egyforma hossziak, nem til er6s a folyamat struktiraja,
ha nagy a hosszak szérasa, az mindig erés belsé Osszefiiggésekre utal. Eredeti-
leg adattomoritésre, és az entrépia meghatirozasara sziiletett az algoritmus, ez
utébbira sajat tapasztalatom szerint nem nagyon hasznalhaté a konvergencia lassu-

saga miatt.
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FEHERJEK, ALIGNING A fehérjék 20 aminosavbdl épiilnek fel, ezeket az ABC
bettiivel szokas jelolni. Az alabbi két 24 elemii blokk egy-egy nagyobb fehérjének a
része:

VSSPGFSPTSPTYSPTSPAYSPTS,
SPSYSPTSPCYSPTSPSYSPTSPN.

A blokkokat bizonyos szisztematikus keresés emelte ki egy koriilbeliil egymillio
elemii adatbazisbdl. Kérdés: hogyan lehet ilyen parokat talalni? Ha az elsében az
els6 két, a masodikban az utolsé két betiit elhagyjuk, a két blokk még jobb fedésbe
hozhaté:

SPGFSPTSPTYSPTSPAYSPTS,
SPSYSPTSPCYSPTSPSYSPTS.

Ez persze igy nagyon specialis: altalaban kisebb méretii az egyezés. Példaul

ugyanebben az adatmezdében taldlhato a
KSSKGGPGSAVSPYPTEFNPSSDVA

blokk is, ez mar ardanylag messzebb van az els6 blokktdl:
VSSeee PGFSPTSPTYSPTeSPAYSPTSeee,
KSSKGGPGe SAVSPe Ye PTFNPeeSeeSDVA.

Itt a kovetkez6 a feladat: helyezziink el tetszOleges szamu e jelet az adott
szovegekbe tigy, hogy az egy oszlopban all6 parok kozott az azonosak szdma maxima-
lis legyen. Egy masik példa ebbdl a csaladbol:

TSe PGFGVSSPGFSPTSPTYSPTSPe,
ASSPGe GASe PNYSPSSPNYSPTSPL.

Itt vildgos, hogy az YSPTSPS blokk ciklikus ismétlodése adja a csalad elemei
kozott a kapcsolatot. Vagy egy kicsit kocosabb példa:
AFNKEANELoe e AKVAe o Ao e TGe DAAe AVKAQFGKVGQe
e MNKe e NELVS Ae VAEKAGLTKSDAASAVDAVFDe VVQA.

Altaldban nehéz megmondani, mit is érdemes keresni egy ilyen adatmezében:
nyilvan nagyobb csalddok strukturajat nehezebb attekinteni, és csak fokozatos, nem
csupan szamitastechnikai 1épések soran kristalyosodik ki a valddi cél. Ennek megfe-
leléen ennek a feladatkornek (aligning) kiterjedt és szertedgazé irodalma van, amit
kiilon szinez az a koriilmény, hogy ezeknek a nagy molekuldknak ”kristalyos” szer-
kezetiik van, és épp ez a szerkezet volt az, ami az élet kialakuldsa és fejlodése soran

az egyes csalddokat a mutacié és szelekcié egyensiilya révén létrehozta.

Az tgynevezett multiple aligning feladat egy lehetséges megfogalmazésa a kovet-

kezo. Adott szovegeket szokozok beszirasaval rendezziink matrixba tgy, hogy az
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egyes szovegek a matrix egy-egy soraba keriiljenek. Adjuk Ossze a matrix osz-
lopainak az entrépiait és vonjuk ki ebbdl a felhaszndlt szokozok szaméanak a kons-
tansszorosat. Ezt a mennyiséget kell maximalizalni. A dinamikus programozas
alkalmazhaté erre a feladatra, de csak két-harom szovegre kivitelezhetéo a mai
szamolési sebesség mellett. Ezért heurisztikus algoritmusok terjedtek el: az egyes
szovegeket egy kozos szoveghez igazitjak, majd az j matrix alapjan atirjak a kozos

szoveget,.

TOBBDIMENZIOS INTEGRAL A kozonséges kvadratura formuldk miiveletigénye
a tér dimenziéjanak a fiiggvényében exponencidlisan no. Elvileg egy Monte Carlo
szimulacié 1épésszama nem fligg a dimenziétdél, a modszer hatékonysiga azonban
a tipikus feladatokon nem kielégité. Lovasz és Simonovits a vizsgalt tartomanyba
helyezett racson valé Markov tipusi bolyongéssal elérték, hogy a miiveletigény a

dimenzié fix hatvénya alatt maradjon (jelenleg a legjobb kitevd 5).

FELADATOK:

7.1. (Mab) Legyenek X1,..., XN, Y3,..., Yy diszkrét értékii sorozatok. A két
sorozat tetszoleges két A, B elemii blokkjara legyen D azoknak a beszurasoknak és
torléseknek a minimdlis szama, amelyekkel az egyik blokkbdl a masik eléallithato.
Keresendo az a blokkpar, amelyre A + B — 2D maximalis.

7.2. (Ali) Legyen S egy tetszéleges szoveg, és 1épésrol 1épésre éllitsuk el egymés-

tol fliggetleniil beldle véletlen torlésekkel, beszurasokkal és bettimodositassal a
Ty,..., TN

szovegeket. Allftsuk vissza ezekbél S-et, amennyire ez lehetséges. Hogyan fiigg a
visszadllitas hibdja a koriilményekto6l?

7.3. (Cst) Egy sztochasztikus csatorna kapacitasanak a kiszamolasa.

7.4. (Kiv) Hatdrozzuk meg az eldgazé folyamat kipusztuldsanak a valésziniiségét.

7.5. (Kii) Hatdrozzuk meg az eldgazé folyamatban a csaldd élettartamanak az
eloszlasat.

7.6. (Qma) Legyenek az n xn méretli M méatrix elemei nem negativak, és tegytik
fel, hogy a sorok, oszlopok Gsszege pozitiv. Tekintsiik az S = {(x(1),...,z(n)) :
z(i) > 0,i=1,...,n; Y, x(i) = 1} halmazon az M : S — S leképezést, melyre

(Ma)(i) = y(i)/x, abol y(i) =" Migz(i)® & & =3 (i)
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Megadhaté-e az M matrix ugy, hogy a N2 M™S halmaz egy gorbe legyen?

7.7. (Rmb) Hogyan lehetne egy Markov folyamat paramétereit becsiilni, ha a
folyamat allapotait csak egy zajos, emlékezet nélkiili csatornan at tudjuk megfi-
gyelni?

7.8. (Lsi) Lovész és Simonovits tébbdimenzids integralja.

7.9. (Tkv) Tegyiik fel, hogy egy populaciéban tébb kiilonbozé fajta él, és ezek
mindegyike idoegység utan egy, a fajtara jellemz6 tobbdimenzids eloszlas szerint
kiilonbozo fajtaju utédokat hoz létre. Hatarozzuk meg a populécié kipusztuldsanak
a val6szinliségét.

7.10. (Tki) Tegyiik fel, hogy egy populdciéban tobb kiilonbozé fajta él, és ezek
mindegyike idGegység utan egy, a fajtara jellemz6é tobbdimenzids eloszlas szerint
kiilonboz6 fajtaju utédokat hoz létre. Hatarozzuk meg a populacié kipusztulasanak
az idejét.

7.11. (Mrb) Markov folyamat rendjének becslése.
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8. IDOSOROK

TEMAK: mozgé 4tlag folyamatok, elsérendii autoregressziv folyamatok, ARMA

folyamatok, allapotteres leiras, Kalman sziirés.

Elvileg nincs nagy kiilonbség a tobbdimenziés analizis és az idésorok analizise
kozott. Formalisan persze mondhatd, hogy az idésorokban az adatok az id6tdl is
fiiggenek, de ez sincs mindig igy, példaul a fehérjékben az aminosavak sorrendje
statisztikai szempontbdl ugyanigy kezelhetd, mint valamely informacioforras altal
kibocsatott jelek sorozata. A tradicionalis id6sorokrdl annyi minden esetre elmond-
haté, hogy altaldban homogének, a valtozo idoben az adatok struktirdja csak kis
mértékben valtozik, maga a dimenzi6 flexibilisebb, és bizonyos értelemben nagyobb,
mint ami a sokvaltozés analizisben szokdsos. En itt most kizarélag Gauss folya-

matokrdl fogok beszélni, ez tobbé kevésbé megfelel az dltalanos szohasznalatnak.

MozGO ATLAG FOLYAMATOK Legyenek az (ug,t = 0,+1,...,+n,...) kétirdnyt
végtelen sorozat elemei fliggetlen skalar standard normalis valtozok. Ezt a sorozatot

fehér zajnak nevezik. Legyen ¢ tetszéleges természetes szam, és legyenek

(bo, b1,-..,bq)

tetszoleges valés szamok. Az

q
Yt = Z bn Ut—n
n=0

folyamatot g-adrendii mozgé atlag folyamatnak hivjak és MA(q)-val jelolik. Ez a
folyamat mindig staciondrius, ami Gauss folyamatok esetén azt jelenti, hogy F y,
és Fysyrrs nem filigg t-t6l. Esetliinkben Fy; = 0, ekkor az utébbi a folyamat
autokovariancia fiiggvénye, ezt cs-sel fogjuk jelolni. Definicié szerint ¢_; = cg, és

ha 0 < s < ¢, akkor

q—s
Cs = E bnbn+57
n=0
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ha pedig s > ¢, akkor c¢; = 0. fgy értelmezheto a

q

C(z) = Z cs 2°
s=—¢q
fiiggvény, és C(z) = B(z)B(1/z), ahol B(z) = >__ bpz?™" a folyamat generdtor
fiiggvénye.

Mivel a normalis eloszldst a momentumai egyértelmiien meghatarozzak, azokra
az egyltthatdkra, amelyekhez ugyanaz a C(z) fliggvény tartozik, a mozgo atlag
folyamat is ugyanaz lesz. Egy idésornal az egyik tipikus statisztikai feladat az
elorejelzés, vagy predikcié: megfigyeljiik a folyamatot egy bizonyos idészakban, és
meg szeretnénk mondani, mi kévetkezik a jovore nézve a megfigyeléseinkbdl. Az
elnevezés és a dolog értelme is ugyanaz, mint az idéjaras elorejelzése.

Egy elorejelzés csak a megfigyelt adatoktdl fiigghet, esetiinkben legyen mondjuk

z (Yo, - .., y:) minta a megfigyelés. Ezek az értékek a fehér zaj (u_g, ..., u;) sza-
kaszatol fliggenek. Ha ezeket is felhaszndlhatnank, nyilvan nem csokkenne a predik-
cios hibank. Ha viszont ezeket ismerjiik, maga az eredeti minta mar nem javithatja
a predikciét. Ez utobbiak alapjan az y,y1-et el6allité Osszeg minden tagja ismert
az utolsé kivételével: ez a csonkitott Osszeg lesz a predikcionk, és a hiba az el-
hagyott tag, by abszolut értéke lesz. Ez tehat egy alsé becslés a predikcié hibajara.
Ha egy folyamatot tobbféle egyiitthaté rendszerbdl is eloallithatunk, akkor azok
mindegyikébol kapunk alsé becslést a predikcié hibdjara. Hatérozzuk meg ezek
maximumat.

Jeloljitkk B(z) gyokeit z;-vel, j = 1,...,q, (ezek nem feltétleniil valésak). Ha
gyokok kozott nincs 0-val egyenld, akkor

q q
C(z) = gHz—z] (1/2 —2;) = b3z _qH Hz—zj (z —1/z5),
j=1 Jj= 1 7j=1

tehdt az M = b3 [[?_,(—z;) mennyiség nem fiigg a B(z) megvdlasztdsatol, hiszen
épp a fenti alakbol lathatoan egy gyokot mindig kicserélhetiink a reciprokéra (komp-
lex esetben a konjugaltjaval egytitt) anélkiil, hogy magét a folyamatot megvéltoz-
tatnank, ha koézben by értékét tgy igazitjuk, hogy M valtozatlan maradjon. Ez
viszont azt jelenti, hogy érdemes az egynél nagyobb abszolut értékli gyokoket
a reciprokukra cserélni: akkor lesz by maximadlis, ha B(z)-nek nincs a komplex
egységkoron kiviil gyoke.

Ha g = 1, ez azt jelenti, hogy példaul u; + 2u;_1 és 2u; + w1 ugyanaz a

folyamat, az els6bdl 1, a masodikbdl 2 adédik a predikcids hibara, ez az utobbi a
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jobb becslés. De ki tudjuk-e szamolni a zaj elemeit a folyamatbdl? Megprobalhatjuk
us-t kiszamolni: u; = 0.5y, — 0.5u;_1. Hasonldéan u; 1 = 0.5y; 1 — 0.5u;_o. E ketto

egylitt azt adja, hogy us = 0.5y; — 0.25y;_1 + 0.25u;_o, vagy altalaban

s—1
Ut = an+1yt—n + Psut—37
n=0
ahol p = —1/2. Véges minta alapjan nem tudjuk az utols6 tagot meghatéarozni,

de ha a megfigyelések szama nagy, a hiba elhanyagolhaté. Ez érvényes minden
1-nél kisebb gyokre, és ha ¢ > 1, ezek a visszaszamlalasok egymas utan hajthatéak
végre. Ha pedig van az egységkoron is gyok, a folyamat kozelithetd olyan folyamat-
tal, amelyikben ezt a gyokot kicsit elmozditjuk az egységkor belseje felé. Tehat a
predikciés hiba aszimptotikusan mindig by abszolut értéke, feltéve, hogy B(z)-nek

nincs az egységkoron kiviili gyoke.

ELSORENDU AUTOREGRESSZIV FOLYAMATOK Ahogy az el6bb a zajt meghatdroz-

tuk a folyamatbdl, igy szarmazhat maga a folyamat is a zajbdl: legyen

Yt = pYi—1 + bouy.

Ha | by |< 1, akkor ez a rekurzié staciondrius folyamatot hatdroz meg, amely a

fehér zajbdl az
(e.)

ye = bo Y pruiy

k=0
végtelen sorral hatdrozhaté meg (beldthat6, hogy ez 1 valdszintiséggel konvergens).

Tehat Ey; = 0 és
Ey; = ngPQ T2
k=0
Lattuk, hogy a rekurzié tetszéleges s > 0 mellett irhato

s—1

Yt = Zpkut_k + PYi—s
k=0

alakban is, és itt a jobb oldalon all6 tagok fiiggetlenek egymastél. Emiatt

Eyiyr s = p° By, =

tehat annak ellenére, hogy a folyamatot definialé rekurziéban csak két tag szerepel,

most az autokovariancia fiiggvény értéke sehol sem nulla (feltéve, hogy p nem nulla).
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Mindez formalisan valtoztatas nélkiil komplex értékii valdszintiségi valtozokra
is elmondhaté. Csak egy dologra kell vigyazni: ha azt akarjuk, hogy a normaélis
eloszlast tovabbra is egyértelmlien meghatarozzak a momentumai, most fel kell
tenniink, hogy a valds és komplex részek kovariancia matrixa megegyezik, és a két
rész kereszt-kovarianca matrixa antiszimmetrikus. Ez igy is lesz, ha a komplex
standard normélis valtozot tigy definidljuk, hogy a valds és képzetes része fiiggetlen
standard normaélisok 1/v/2-ed része. Ekkor a valés részek kovariancidja egyenld
lesz a kovariancidk valés részével. Ha p = re™, akkor p* = 7r°¢e*“, tehat az

autokovariancia fiiggvény exponencialisan lecsengd trigonometrikus fiiggvény.

ARMA FOLYAMATOK Legyen altaldban

p q
E An¥Yt—m = E bnut—na
n=0 n=0

ahol az A(z) = > P_janzP~" polinom gyokei a komplex egységkor belsejében
vannak (és ap = 1), a B(z) = Y& _, byz97" polinomnak nincs az egységkoron kiviil

gyoke (mint lattuk, ez nem korlatozo feltevés). Akkor elszor is a jobb oldalon 4ll6
folyamat MA(q), és az A(z) polinomra tett feltevés mellett ebbdl 1épésrél 1épésre
egy-egy geometriai sor altal adott egyiitthatokkal végtelen mozgé atlag formajaban
ujabb és 1jabb stacionarius folyamatok allithatoak eld, végiil is kapjuk magat az y;
folyamatot: ezt ARMA folyamatnak hivjuk, és ARMA(p, q)-val jeloljiik. Ha ¢ = 1,

specidlisan a p-ed rendii autoregressziv folyamatot kapjuk, ezt AR(p)-vel jeldljiik.

ALLAPOTTERES LEfRAS Szokés tobbdimenziés ARMA folyamatokrdl beszélni: a
fenti alakban a folyamatok vektorok, az egylitthatok matrixok. Kélman Rudolftol
szarmazik ezeknek egy egyszeriibb és szemléletesebb leirdsa. Induljunk ki a p-

dimenzids autoregressziv folyamatbdl: legyen
ry = Axi_q + Kuy,

ahol u; fiiggetlen, g-dimenzids standard normélisok sorozata, A p x p, K p X q

méretli matrixok. Ezt az alakot rekurziven alkalmazva kapjuk, hogy

s—1
Ty = AS.Tt_S + ZAnKUt_n.

n=0

Meg kell tehat vizsgalnunk, hogy mi torténik, ha egy négyzetes matrixot hatvanyo-

zunk. Ha az A métrix sajat értékei kiilonbozéek, felirhaté SAS—! alakban, ahol
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A diagonalis. Ennek k-adik hatvinya SA*S~!, tehat a konvergencia feltétele az,
hogy a sajat értékek a komplex egységkor belsejében legyenek. Ez altaldban is a
konvergencia feltétele, és ezt a tovdabbiakban mindig feltessziik. Ekkor

o0

Tt = ZA"Kut_n,

n=0
és a jobb oldalon &ll6 Osszeg egy valdszintiséggel konvergens. Ez a folyamat sta-

cionarius Markov folyamat, és autokovariancia fliggvénye a fenti el6allitas alapjan
Exxl , = AP,

ahol P = Ex;xl, és T a transzpondlas jele, hiszen a fenti el64llitas szerint folyamat
jelene fiiggetlen a zaj jovojétol. Maga a P kovariancia matrix az eredeti rekurziébél

és a stacionaritasbdl fakadd
P = APAT + KKT

ugynevezett Ljapunov egyenletbol szamolhaté ki. Ez linedris egyenlet, ami iteracio-
val is megoldhat6. Legyen C' ¢ x p méreti méatrix, és legyen ¢ < p. Hatérozzuk
meg az x; folyamat

yr = Cay

alakt linearis fiiggvényét. Ez

Yt = i CA"Kuy_y,

n=0

alakban &llithaté el6, és autokovariancia matrixa
Byl . = CA*PCT = CA*B,
ahol B = PCT.

KALMAN szURES Tegyiik fel, hogy egy g-dimenzids staciondrius y; folyamatrol

tudjuk, hogy autokovariancia fiiggvénye
EytytT_S = CA°B

alaku alkalmas ¢ X p,p X p,p X ¢ méreti C, A, B matrixok mellett. Az o = 0
kezdeti értékbol kiindulva 1épésrol 1épésre meghatarozzuk az y1, . .., y; vektoroknak

azt az x; linearis fliggvényét, amelyre

Exwl , = A°B, s=0,...,n—1
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teljesiil, és amelybdl y; maga Cz; alakban olvashaté ki. Miért lehetséges ez?
Egyaltalan, milyen kereszt-kovariancia irhaté el6 egy adott vektor-rendszer linearis
fiiggvényére? Ha minden vektort egyetlen hosszi vektorrd flizlink Ossze, akkor a
régi és 1j rendszer eloszldsat a nagy vektor kovariancia matrixa hatdrozza meg.
Lathaté, hogy az eléallithatosag sziikséges és elégséges feltétele az, hogy az 1j ko-
variancia matrix rangja ne legyen nagyobb a régiénél: ekkor ugyanis az 1ij matrix
kereszt-kovariancia részében az oszlopvektorok eloallithatéak a régi oszlopvektorok
linedris fiiggvényeként, és épp ez a linearis kombinacié adja az 1j vektor koordinatait
a régiek linearis fiiggvényében.

Ha a magyarazo valtozék kovariancia matrixa teljes rangi, akkor a kereszt-kova-
riancia tetszés szerint valaszthaté. Tegyiik fel, hogy az 1, ..., y: vektorok egyiittes
kovariancia matrixa minden ¢ > 0 mellett teljes rangt. Ekkor a kivant x, létezik,
és mivel C x; kereszt-kovariancidja az (ys, 1 < s < t) véltozokkal ugyanaz, mint
az y; vektoré, e két valtozé megegyezik. Hasonléan lathatd, hogy (Axi—1, CAxs_1)
kereszt-kovariancidi az (ys, 1 < s < t) véltozdkkal ugyanazok, mint az (x,y:)
valtozoké, tehat az (x;,y:) valtozdknak az (ys, 1 < s < t) valtozékra vonatkozo
(Z¢, ¢ ) feltételes varhaté értéke (Axi—1, CAzi_q).

Jeloljiik x; kovariancia méatrixat P;-vel, ; kovariancia matrixat P;-vel. Akkor

pt - APt_lAT.
Jeloljik a vy = y; — CAxs_1 innovaciés hiba kovariancia matrixat D;-vel, az x;

valtozoval valo kereszt-kovarianciajat By-vel. Akkor

Bt == B—PtCT,

Dt - CBt
Legyen tovabba u; = D, 1/ 2vt a standardizalt innovacio, akkor a rendszer egyenlete
ry = Awiq + Kyug,

ahol
K, = B.D; '

Végiil az allapotteres leirds kovariancia matrixanak a rekurzidja

Pt - Pt—i-KtK;T
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Ezek Kalman egyenletei. Vegyiik észre, hogy a levezetésiikkhoz nem hasznaltuk
fel az eredeti (staciondrius) &llapotteres lefrast. A jelolés talan kicsit félrevezetd
is: ez az x; nem ugyanaz, mint ami a staciondrius leirdsban szerepel, csak ha ¢
tart a végtelenbe, akkor tinik el a kettd kozott a kiilonbség. A K; Kalman-matrix
esetében a jelolés is tiikrozi a kiillonbséget: ez tart K-hoz, P; tart P-hez, D, tart a
végtelen multra vonatkozo predikcios hiba kovariancia matrixahoz.

A fenti egyenletek statisztikai jelentésége a folyamat likelihood fiiggvényének a

meghatararozasaban van: a standardizalt innovacio alapjan ez egyszertien felirhato.

FELADATOK:

8.1. (Alb) Az allapotteres leirds paramétereinek a becslése.
8.2. (Hka) Adottak a pozitiv definit Ay,..., A N x N méretii métrixok, ahol

k < N. Meghatarozandé az N-dimenzios tér Xq,..., X} ortonormalt rendszere
gy, hogy .

> XTAX;

i=1

maximalis legyen, ahol T" a transzpondlés jele.

8.3. (Gme) Adjunk becslést egy Gauss-Markov folyamat paramétereire, ha csak
a folyamat értékeinek az egész részét tudjuk megfigyelni.

8.4. (Fdm) Adjunk becslést egy folytonos idejii ARMA folyamat paramétereire,
ha a folyamatot valamilyen (nem egyenletes) t1,ts,...,t,) idopontokban tudjuk
megfigyelni.

8.5. (Wlg) Wiener lepedd generdlasa.

IRODALOM:

Tusnady Gébor-Ziermann Margit: Idésorok analizise, Miiszaki Konyvkiadd, 1986

Michaletzky Gyorgy-Tusnady Gébor(1987): Tébbdimenziés idésorok dllapotteres
leirdsa, Alkalmazott Matematikai Lapok, 13/3-4, 231-284

P.E. Caines: Linear stochastic systems, Wiley 1988
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TEMAK: a fehérjék kédoldsa, Mendel torvényei, mérhetd mennyiségek oroklédése,

a kiiszob modell, genetikai tanacsadas, az altalanos modell, mutécié és szelekcié.
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A G| | | | A G

T C | | | | | T C
T ¢ | A | G |
A G| | | | | A G

A FEHERJEK KODOLASA A DNS egy négybetlis ABC-ben van {rva, a betti: T,
C, A és G. Ezek koziil ketto-kett6 szorosan Osszetartozik: a T és A illetve a C és a
G, ezek a kettds spirdlban egymas parjai. A négy betii koziil kett6 valamivel kisebb
vegyiiletet jelol, ezek a T és C, és ezeket pirimidineknek nevezik, a masik ketto, a
C és G nagyobb, ezek a purinok. Ez a négy betii egy koriilbeliil hisz jelbdl allo

indito jel utan harmasaval fehérjéket kddol az gy nevezett genetikai kéd szerint.

MENDEL TORVENYEI Ez a kddtdbla hiisz-harminc éve ismert, amikor Mendel a
mult szazad méasodik felében a torvényeit kimondta még gyakorlatilag semmit sem
lehetett tudni a DNS-rél. A torvények azonban ma is érvényesek, ha a géneket
a fehérjékkel azonositjuk benniik. Ennek tiikrében kezdetben az ember nem érti,
hogyan lehetséges hogy a géneknek csak kevés, altalaban két lehetséges értékiik
van, hiszen egy-egy fehérje tobb szaz aminosavbdl all. A magyarazat az, hogy az
¢él6 szervezetek konzervativok: egy-egy funkciora csak nagyon kevés verziot, mutanst

fogadnak el.
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A tovabbiakban néhany egyszerusitd feltevéssel éliink: feltessziik, hogy egy-
egy funkciora csak két lehetséges gén van, a géngyakorisigok nem valtoznak a
populaciéban, és az ivarsejteket kialakité tigynevezett szamcsokkento osztédasban
a kiilonboz6 helyeken (locusokon) elhelyezkedd gének egyméstdl fiiggetleniil, % va-
l16szintiséggel valasztédnak ki a DNS két agan 1l6 gének koziil. Feltessziik még,
hogy nincs irdanyitott parvalasztas.

Tegylik fel tovabba, hogy az a tulajdonsig, amit vizsgalunk szintén kétértéki,
és azonosithatd a két lehetséges génnel. Az egyszerli széhasznalat kedvéért ezeket
fehérnek és feketének mondjuk. Ez azt jelenti, hogy ha a DNS mindkét agan fehér
gén iil, akkor az egyed fehér lesz, ha mindketto fekete, az egyed is fekete lesz.
Kérdés, milyen lesz az egyed, ha az egyik gén fehér, a masik fekete? Eddig még szim-
metrikusak voltak a szinek, most tegyiik fel, hogy az ilyen tarka géndlloménynak
fehér egyedek felelnek meg. Ez azt jelenti, hogy a fehérség a dominans: mihelyt az
egyik gén fehér, az egyed maéris fehér lesz, és a feketeség a recessziv: csak akkor lesz
az egyed fekete, ha mindkét gén fekete.

Vizsgéljuk meg most e két tulajdonsag oroklodését. Jeloljik a fehér gén gyako-
risdgat p-vel, a feketéét g-val, a fehérség populaciobeli valdszintiségét P-vel, a
feketeségét Q-val. Akkor P = p? + 2pq, és Q = ¢>. Ha egy egyed fehér, akkor
a = p?/P valészinliséggel mindkét génje fehér, vagyis az egyed homozygota, és
B =1—« = 2pq/P valésziniiséggel az egyed heterozygota, vagyis egyik génje fehér,
a masik fekete. Ha egy egyed fekete, akkor biztosan homozygota. Ha mindkét
szil6 fehér, akkor o + 2a3 valdszintiséggel legaldbb az egyik homozygota, és akkor
a gyerekeik biztosan fehérek lesznek. A maradék (3?2 valdszinfiséggel mindketten
heterozygotdk, és ekkor a gyerekiik i valoszintiséggel lehet fekete. Ha az egyik
sziil6 fehér, a mésik fekete, a gyerekitkk a + (3/2 = p/P val6szintiséggel lesz fehér.

Két fekete sziilének minden gyereke fekete lesz.

MERHETO MENNYISEGEK OROKLODESE Legyen X egy genetikaliag meghatéro-
zott mérheté mennyiség, és jeloljik az X-et meghatarozé locusokon 1ilo gének
matrixat G-vel. Ez utébbi egy véletlen matrix, amelynek az elemei két lehetséges
értéket vesznek fel. Jeloljiik ezeket O-val és 1-gyel, a locusok szamat L-lel. Akkor G-
nek L sora és 2 oszlopa van. Jeloljik X-nek a G i-edik sordaban és j-edik oszlopaban
allé elemére vett feltételes varhaté értékét a;;-vel. Tegyiik fel, hogy X egyenld ezek
Osszegével, és az egyes locusokon 1il6 gének fliggetlenek egymastol. Definicié szerint
az a;; mennyiségek kétértékd fiiggvények; a;; = fi;(gi;), ahol g;; G i-edik sordnak

és j-edik oszlopanak az elemét jeloli. Legyen G’ a G géndllomanyt egyed valamely
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rokonénak a génallomédnya, és X’ a megfelelé mérheté mennyiség. Akkor

L 2
COV(X,X') = D) COV(fi;(g:5), fi (9,
i=1 j=1
ahol COV a kovarianciat, és ggj G’ i-edik sordnak és j-edik oszlopdnak az elemét
jeloli.

Mit mondhatunk altaldban G és G’ egylittes eloszldsarol? Mivel az elemek
egymastol fiiggetlenek, csak az azonos poziciéban all6 elemek kozott lehet sztochasz-
tikus Osszefiiggés. Definicié szerint azokat az egyedeket tekintjiik rokonoknak,
akiknek van kozos 6siik. A sziilok egy-egy konkrét géniiket % valoszinliségel vagy
atadjak az utéduknak, vagy nem. Tovabb menve egy k-adik 6s egy-egy konkrét
génjét (%)k valoszinliségel vagy atadja az utéodjanak, vagy nem. Két rokon egy-egy
kiszemelt génje vagy ugyanattol a kozos Osiiktol szarmazik, és ekkor az a két gén
azonos, vagy nem, és akkor az a két gén fliggetlen egymastol.

Az azonossag valdszinliségét a kovetkezd moédon hatdrozhatjuk meg. Kossiik
Ossze képzeletben éllel az els6fokt rokonokat: a testvéreket és a sziil6-gyerek parokat.
Menjiink el az igy kapott grafban az egyik egyedtol a masikig a legrovidebb tuton,
és jeloljiik a lépések szamat R-rel. Azt mondjuk, hogy a vizsgalt egyedek R-edfoki
rokonok. Akkor (%)R a valésziniisége annak, hogy a két rokon valamely kiszemelt
génje a kozos 0stol szarmazik. Ha ugyanis egyenesagi rokonsagrol van szd, ezt
mar lattuk. Ha kiilonben a kozos 6sig U illetve U’ 1épés vezet az egyedektdl,
akkor a kozds s egy-egy génje (3)U illetve (%)U/
az utédokban, de most a kozos 6snek mind a két génjét szamitasba kell venniink
(R=U+U"-1).

(Feltessziik, hogy nincs vérrokonsag, vagyis két egyednek legfeljebb egy kozos &se

valoszinliséggel taldlhatéo meg

van. Ez a kozos 6s persze valdjaban egy hazaspar. Feltessziik, hogy az utédokban
identifikdlhato és elkiilonithet6 az apai és anyai gén.)

Ezzel belattuk, hogy a mondott feltételek mellett az R-edfokd rokonok mérhet6
mennyiségei kozti korrelacios egyiitthato (%)R. Ha a vizsgalt mennyiség a kornyezet-
tol is fiigg, felbonthaté X = Y + Z alakban, ahol Y a genetikailag meghatarozott
rész, és Z a kornyezet Y-tdl fliggetlen hatdsa. Feltessziik tovabba, hogy a rokonokat
ér6 kornyezeti hatasok fiiggetlenek. Ez persze vitathatd, hiszen az életmdd kozos
elemei sok szdlon teremthetnek sztochasztikus kapcsolatot. Ennek a nehézségnek
egy lehetséges megoldasa az ikrek kutatasa: ha sikeriil kiilonvalasztani az egypetéji-
eket a kétpetéjliektol, akkor realisan kiilon lehet valasztani a kornyezti hatasokban

jelentkezo korrelaciét a genetikailag meghatarozott korrelaciétoél.
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Az X mérheté mennyiség és a benne levé Y genetikailag meghatarozott rész kor-
reldciés egyiitthatéjat az oroklddés mértékének hivjsk, és h2-tel jelolik. Altaldban

az R-edfoki rokonok mérheté mennyiségének a korreldcids egyiitthatéja h? /2%,

A KUSzZOB MODELL A binaris mennyiségek oroklédését visszavezethetjilk az
mérhetd mennyiségek oroklédésére, ha feltételezziik, hogy van egy genetikailag meg-
hatarozott nem mérheté6 mennyiség, és egy kiiszob, amelynek az egyik oldalan a
binaris mennyiség az egyik értékét veszi fel, a masikon a masikat. Ha feltessziik,
hogy az érintett locusok szama nagy, akkor feltehetjiik azt is, hogy ez a virtudlis
mérhet6 mennyiség normalis eloszlédsi. Ekkor egy kiterjedt csalad tagjaihoz tartozé
virtudlis mennyiségek egyiittes eloszlasat meghatarozzak a korrelaciés egytitthatok
(azt is feltehetjiik, hogy a szérdsok egységnyiek), tehat csak a kiiszobot és az
oroklodés mértékét kell meghatarozni.

Ha a vizsgalt binaris mennyiség valamilyen a gyerekkel velesziiletett rendellenes-
ség, akkor erre a célra csaladvizsgalatokat szokas végezni: amilyen széles korben
csak lehet 0Ossze kell gytijteni a rendellenes gyerekek rokonai korében a rendel-
lenességekre vonatkozo adatokat. Az ilyen felméréseket hasznos lenne csalddonként
kiértékelni, ami azonban igen munkaigényes feladat. Helyette elfogadhaté eredményt

kapunk, ha az adatokat rokonsagi tipusok szerint csoportositjuk.

GENETIKAI TANACSADAS FEgy genetikai tandcsaddson a sziil6k leendd gyer-
mekiik varhato rendellenességét szeretnék megtudni. Elmondjak a csalddban megle-
v6 rendellenességeket, és ezek alapjan kell kiszamolni annak a feltételes valoszintisé-
gét minden egyes rendellenességre, hogy a gyermeknek az a rendellenessége meglesz-
e. Maga a kiiszob modell kiterjesztheté tobb rendellenességre: a hattérvaltozoknak
kell meghatarozni az egymas kozti korrelaciés egyiitthatéjat. Ha ez r, akkor a
megfelel$ egyiitthaté R-edfoki rokonokra rh?/2%. A technikai nehézséget itt a
sokdimenzios normalis eloszlasra vonatkozé feltételes eloszldsa okozza, ez jelenleg

nincs megnyugtatéan megoldva.

Az ALTALANOS MODELL Mendell torvényei és a kiiszob modell kozott a véges
sok locustdl fliggd rendellenességek széles skalaja taldlhatd. Legyen egy adott rend-
ellenességre p(G) annak a valdszintisége, hogy egy G genetikai allményi egyednek
kifejlédik az adott rendellenessége. A genetikai tandcsadaskor egy adott csaladfan
elhelyezkedo egyedekre kell meghataroznuk annak a valészintiségét, hogy pont azok-
nak legyen meg a széban forgé rendellenességiik, akiknek megvan. A csaladfan il6

egyedek genetikai allomanyéanak az egyiittes eloszlasat annak alapjan hatarozhatjuk
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meg, hogy az ivarsejteket kialakité szamcsokkento osztédaskor G-bol olyan L-
dimenzios binaris H oszlopvektor keletkezik, amelynek i-edik soraban % valdszinliség-
gel gi1, 5 val6szinfiséggel gio &ll, és az egyes koordinatdk kivdlaztdsa egymdstol
fiiggetlentil torténik. (A valésdgban ez nincs igy az dgynevezett ”crossing over”
miatt.) Tehat az 6soktél kiindulva és az utédok felé haladva felépithetjiik a teljes
csaladfa genetikai allomanyanak egyiittes eloszlasat. Testvérekre a H-kat el6allitéd
randomizalasok fiiggetlenek egymastol.

Ez az eljaras azonban kombinatorikusan felrobban. Kell6 6vatossaggal redukélni
lehet a 1épésszamot a dolgot a széleken kezdve és mindig csak annyi feltételes valdszi-
niséget tartva a keziinkben, amennyire a tovabbhaladashoz feltétleniil sziikségiink
van. Ez az eljaras ugyanazon a gondolaton alapszik, mint a rejtett Markov lancokra
alkalmazott EM algoritmus szamolédsa és a Kalman sziirés.

Ha t6bb rendellenességek vizsgdlunk egyidejiileg, minden valtozatlan, csak p(G)

vektor lesz.

MUTACIO ES SZELEKCIO Amit iddig elmondtam, az akkor igaz, ha a vizsgalt
tulajdonsagoknak nincs szelektiv hatasuk: az hogy egy egyednek lesz-e utdda, és
ha igen, mennyi, az nem fiigg a genetikai allomanyatoél. Ez azonban altalaban nincs
igy. Tegyiik fel, hogy p(G) annak a valésziniisége, hogy egy G genetikai allomanyu
egyednek lesz utdda, és az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy mindenkinek ma-
ximum egy utdda lehet, és a populacié végtelen, benne a generaciok fix idokozokben
szinkronizaltan valtjak egymast.

Része a kérdésnek, hogy kotelezéen tarsulnia kell-e a szelekcidénak mutacioval:
bizonyos esetekben ugyanis ha a "rossz” gének mint egy fiirdékadbdl kifolynak
a populéciobdl, és mi mégis olyan modellt szeretnénk taldlni, amelyben van sta-
cionarius allapota a populaciénak, és abban pozitiv valészintiséggel lesznek rendel-
lenes egyedek, akkor sziikség lehet mutaciora. Legyen v annak a valdszinlisége, hogy
egy 0 értéki génbdl 1 lesz, és legyen § annak a valdsziniisége, hogy egy 1 értéki
génbél 0 lesz. (Az egyszeriiség kedvéért mondhatjuk, hogy ezek nem fiiggenek a lo-
cusoktdl, de ennek nincs kiiléndsebb jelentdsége.) Tegytik fel, hogy az egyes géneket
ér6 mutaciok fiiggetlenek egymastol.

Ezen feltételek mellett a populdciéban talalhaté ivarsejteknek (haploidoknak)
minden egyes generdciéban lesz egy, az arra generaciora jellemz6 Q(H) eloszlasuk:
ha L locus van, ez 2F nem negativ szam, amelyek 6sszege 1. Az egyedek géndlloma-
nyanak az eloszlasa akkor P(G) = Q(H1)Q(H2), ha G = (Hy,Hsz). Legyen
M(H,, Hy, H) annak a feltételes valszintisége, hogy a (H1, Hy) génallomanyu egyed-
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nek a szamcsokkento osztddas soran a mutaciot is figyeklembe véve H génallomanyi

ivarsejtje keletkezik. Akkor az 1j generacié ivarsejtjeinek az eloszlasa

Q'(H) = Y QUH)Q(Hs)p((Hy, Hy))M (Hy, Ha, H).

H1,H?2

Ennek alapjan eloszlasok sorozatat allithatjuk el6 tigy, hogy a @ = @, eloszlashoz
elébb a fenti formuldval meghatdrozzuk a Q' mennyiségeket, majd ezeket leosztjuk
az Osszeglikkel, feltéve, hogy az nem nulla. Ez az 14j eloszlas lesz Q1.

Kérdés, mi torténik az iteracio soran? Konvergens-e az eloszlasok sorozata? En
erre nem ismerek elégséges feltételt. Ellenpéldat sem tudok, amikor ne volna kon-
vergens (példaul aszimptotikusan ciklizédlna az iterdcié). Azt sem tudom, hogyan
lehet a stacionarius eloszlasokat megkeresni. Az a mdédszer nyilvan miikodik, hogy
kiilonboz6 kezdeti eloszlasokbdl kiindulva meghatarozzuk a hatarértékeket, de ez

valoszintlileg nem elég hatékony.

EGY SPECIALIS ESET Egy aranylag egyszer(i eset a kovetkezd. Tegyiik fel, hogy
ha eltéré homozygotak vannak a génallomanyban, akkor nincs utéd, kiilonben van.
Tegyiik fel, hogy o = (3, és jeloljiik ezek kozos értéket e-nal. Mivel a locusok ek-
vivalensek, a haploidot meghatarozza a 0 gének szama, és a generaciok iteracidja
a 0 és L kozotti egészeken adott eloszldsokat transzformalja. Ha L = 1, nincs
szelekcio, és € minden pozitiv értéke mellett egyetlen stacionarius megoldas van:
Q(0) = Q(1) = 0.5. Ha L > 1, akkor van egy L-t6l fiiggd £ konstans, és ha
€ < ¢, akkor hiarom stacionarius megoldas van: az egyik szimmetrikus, és en-
nek két oldaldn megjelenik két egymasra szimmetrikus a 0-at illetve L-et preferald
eloszlas, amelyekben az antiszimmetria mértéke anndl nagyobb, minél kisebb e
(e2 = 0.07,e3 = 0.14,e4 = 0.20,e5 = 0.26,6¢ = 0.30). Ha ¢ > e, akkor csak
a szimmetrikus staciondrius eloszlas létezik. Ezeket a tapasztalatokat a kévetkezd
programmal szereztem. Erdekes futdsi tapasztalat, hogy ¢, kornyékén nagyon lasstu

a stacionarius eloszlashoz valé konvergencia, de csak az aszimmetrikus oldalon.

program gen;

uses crt;

const max1=20;
kicsi=-70;
mineps=1.0E-30;
minszum=1.0E-24;

minszim=1.0E-18;



9. MATEMATIKAI GENETIKA

maxlep=32000;

type bint=array[0..maxl,0..maxl] of real,
fakt=array|[0..maxl| of real;

magt=array|0..maxl,0..maxl,0..maxl| of real;

var mag:magt;
bin:bint;
fak,p,q:fakt;
nlep,i,j,k,l,m,n,mut:integer;
X,y,z,u,v,Ilnee,Ine,eps,Ink:real;
bfut,bszim:boolean;

sum,szum,szumm,szim:real;

procedure faktor;
begin
fak[0]:=0; for i:=1 to maxl do fak[i]:=fak[i-1]+In(i);

end;

procedure binom;
begin
for :=0 to maxl do for j:=0 to i do binl[i,j]:=fak|i]-fak[j]-fak[i-j];

end;

procedure atmenet;
var r,s,ss,t,z,u,v,w,ii,jj,kk:integer;

fordit:boolean;
begin
for :=0 to maxl do for j:=0 to maxl do for k:=0 to maxl do mag]i,j,k|:=0;
for i:=0 to 1 do for j:=0 to | do begin fordit:=false;
ii:=1;jj:=j;s:=i+];s8:=S;
if(s>1) then begin fordit:=true;ii:=l-i;jj:=l-j;ss:=ii+jj;end;
t:=l-ss; for z:=0 to ss do for w:=0 to z do begin
r:=ss-z; w:=t-+r; for v:=0 to u do begin
kk:=w+v;k:=kk; if fordit then k:=I-kk;
x:=bin|[l,ss]+bin|ss,z]+bin[z,w]+bin[u,v]
+(w+u-v)*Ilnee+(v+z-w)*Ine-ss*Ink-bin[Li] -bin[L,j];



9. MATEMATIKAI GENETIKA

if(x<kicsi) then x:=kicsi; x:=exp(x); mag][i,j,k]:=mag]i,j,k]+x;

end; end; end;end;

procedure lep;

begin nlep:=nlep+1; for i:=0 to 1 do q[i]:=0;

for i:=0 to 1 do for j:=0 to | do for k:=0 to 1 do
qlk]:=q[k]+p[i]*p[i]*magli,j kl;

sum:=0; for k:=0 to 1 do sum:=sum+q|k]; szum:=0; for k:=0 to | do begin
x:=q[k] /sum;szum:=szum+sqr(p[k]-x);p[k]:=x;end;

if(nlep=100*(nlep div 100)) then begin gotoxy(1,mut);

writeln(nlep:6,” SZUM’,szum:30,szumm-szum:30); szumm:=szum;
end;if(szum<1*minszum) then bfut:=false;

if(nlep>maxlep) then bfut:=false;

end;

{FOPROGRAM}

begin

Ink:=In(2);clrscr; faktor;binom;

repeat

write(” LOCUS : ’);readIn(l);

if(1>0) then begin write(” EPSILON : ’);readln(eps);

if(eps<mineps) then eps:=mineps; Inee:=In(1-eps);lne:=In(eps);
atmenet; clrscr;

bfut:=true; for i:=0 to 1 do p[i]:=0;p[0]:=1;nlep:=0; mut:=1;szumm:=2.0;
repeat lep; if keypressed then bfut:=false;

until not bfut; writeln;

writeln(nlep:7,” LOCUS’ 1:5,” EPSZILON’ eps:12:8,” SZUM’,szum:30);
for :=0 to 1 do writeln(i:5,p[i]:15:9);

szim:=0.0;for i:=0 to 1 do szim:=szim+sqr(p[i]-p[l-i]);

writeln(” SZIMMETRIA’ szim:30);

if(szim<1*minszim) then bszim:=true else bszim:=false;

if not bszim then begin

bfut:=true; for i:=0 to 1 do p[i]:=0;p[l]:=1;nlep:=0; mut:=8;szumm:=2.0;
repeat lep; if keypressed then bfut:=false;

until not bfut; writeln;

writeln(nlep:7,” LOCUS’ 1:5,” EPSZILON’ eps:12:8,” SZUM’,szum:30);
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for i:=0 to 1 do writeln(i:5,pl[i]:15:9);

bfut:=true; for i:=0 to 1 do p[i]:=1/(1+1);nlep:=0; mut:=15;szumm:=2.0;
repeat lep; if keypressed then bfut:=false;

until not bfut; writeln;

writeln(nlep:7,” LOCUS’,1:5,” EPSZILON’ eps:12:8,” SZUM’ szum:30);
for i:=0 to 1 do writeln(i:5,p[i]:15:9);end; end;

until(1=0); end.

Altaldban feltehetjiik, hogy csak a tiszta homozygota génallomany képes utédkép-
zésre: ekkor minden haploid onmagaban egy staciondrius eloszldst reprezental,
korilotte a mutacié mértékétol fiiggden lecsengo eloszlasokkal, és ezek egymaésba
atkodolhatoak. fgy egyetlen kozos mutéciés kiiszob van, amely ezeket az aszim-

metrikus eloszlasokat elvalasztja a szimmetrikus stacionarius eloszlastoél.

MoONOTON ESET Természetes feltevés, hogy a két lehetséges gén koziil az egyik
jo, a masik rossz. Ilyenkor értelmezhetd a génélloméany rendezése is: egyik génallo-
many rosszabb a masiknal, ha benne mindeniitt rossz gén iil, ahol a masikban rossz
gén van. Feltehetjiik, hogy rosszabb génallomany mellett kisebb az utodképzés
valészintisége. Az egyszeriiség kedvéért azt is feltessziik, hogy most csak jé génbdl
lesz rossz a mutdacié soran, de a rossz gének rosszak maradnak. Ekkor van egy
trivialis stacionarius megoldds: minden gén rossz. Kérdés, van-e mas? Ha az
utodképzés valdszinlisége csak a rossz gének szamatdl fliigg, ismét csak a 0 és L
kozotti egészeken adott eloszlasokat kell iteralni. A numerikus tapasztalatok szerint

mindig van egy egyértelmiien meghatarozott nem trividlis stacionarius eloszlas is.

FELADATOK:

9.1. (Gtp) A genetikai tandcsadéds programja.

9.2. (Dme) Egy N-szintii diadikus fa csicsédn levé 2V fészekbe elhelyeziink
tetszés szerinti eloszlasbdl szarmazdé fiiggetlen egyforma eloszlasi nem negativ egé-
szeket, az Osszes tobbi cstcs értékét nullaval inditjuk. A fan lefelé haladva 1épésrol
lépésre minden csucsban végrehajtjuk a kovetkezd eljarast. Ha a csucs értéke
legalabb 2, abbdl kivonunk egyet, és a maradékot hozzadjuk a csics alatti csics
szamahoz, kiilonben nem csindlunk semmit. Egy szintre csak akkor lépiink, ha a
felette levo szinten méar minden csuccsal végeztiink. Meghatarozandd a gyokérben
keletkez6 szam eloszlésa.

9.3. (Dbp) Egy N-szintfi diadikus fa cstcsan levé 2%V fészekbe elhelyeziink

tetszés szerinti természetes szamokat. Lépésrol 1épésre minden csticsban végrehajt-
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juk a kovetkezo eljarast. Feldobunk annyi érmét amennyi a cstcs feletti két szam
Osszege, és a fejek szamahoz hozzaadunk egy tolilk és minden mastdl fliggetlen
A paraméterti Poisson eloszlasu véletlen szamot. Meghatdarozando a gydkérben
keletkezo szam feltételes eloszlasa arra a feltételre, hogy minden széba jovo szam
értéke legfeljebb K, ahol K egy adott pozitiv egész.

9.4. (Cms) Legyen T pozitiv egész, p pozitiv valés szam. Legyen P azon

7 = (po, p1, - - . ) végtelen sorozatok halmaza, melyekre

0o T
pr>0k=01,...,% pp=01Y pp>0

teljesiil. Tekintsiik a kovetkez6 harom operatort P-n:

Legyen S a szelekcié operatora: ez a 7w eloszlasu X valdsziniiségi valtozéhoz a
qk)=P(X=k| X <T),k=0,1,... feltételes eloszlast rendeli.

Legyen M a meiozis és mutacio egyiittes hatasanak az operatora: ez a 7 eloszlasu
X valdszintiségi valtozohoz az U =Y + Z valdszintiségi valtozo eloszlasat rendeli,
ahol Y, Z fliggetlenek, Y X,% paraméterii binomidlis, Z p paraméteri Poisson
eloszlasu valdszintiségi valtozo.

Legyen C' a megtermékenyités operatora: ez a m eloszlasi X valdszintiségi valtozé-
hoz az Z = X+Y valészinliségi valtozo eloszlasat rendeli, ahol Y az X-tdl fiiggetlen,
vele azonos eloszlasu valdszintiségi valtozo.

E harom operdtor egymas utani alkalmazasa legyen G: G = CM S, és legyen
™ = Gtr.

Adjunk numerikus tajékozédéas alapjan vélaszt a kovetkezd kérdésekre:

— konvergens-e a 7, sorozat?

— fiigg-e a m; sorozat hatarértéke m-tol?

— hogyan fiigg a konvergencia sebessége a T, u paraméterektol?
— hogyan fiigg a hatdreolszlas a T, u paraméterektol?

— egyértelmii-e a Gm = 7 egyenlet megoldédsa?

9.5. (Szk) Legenek a s;; valés szamok minden nem negativ egész (7,j) mel-
lett nem negativak, és legyen a Z;io s5;; Osszegek értéke minden i-re legfeljebb
1. Mondjuk azt, hogy a (qi = Z?io 5ijPj,1 = 0,...) sorozat a (p;, © = 0,...)
sorozat szlirésébdl szarmazik. Ha (p;, ¢ = 0,...) eloszlés, és a szilirésébdl szarmazo
sorozat elemeinek Osszege pozitiv, azzal osztva ismét eloszlast kapunk. Mi torténik,

ha ezt az operatort és a konvoluciét valtogatva végtelen sokszor alkalmazzuk?

IRODALOM:
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Tusnady Gabor(1969): A multifaktoriélis 6roklédés, Matematikai Lapok, 20/3-4,
389-396

A. Czeizel-G. Tusnady: Aetiological studies of isolated common congenital ab-
normalities in Hungary, Akadémiai Kiadd, 1984

A. Czeizel-L. Telegdi-G. Tusnady: Multiple congenital abnormalities, Akadémiai
Kiado, 1986
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10. SZTOCHASZTIKUS KAPCSOLATOK

TEMAK: grafok, clustering, ACE, sztochasztikus folyamatok bedgyazdsa, tobb-

szempontu optimalizalas,

GRAFOK Legyen U és V két véges halmaz, és legyen P az (U,V) par feletti
paros graf, vagyis legyen P az (U, V) par ((u,v),u € U,v € V) rendezett parjaibol
allé halmaz. Az (u,v) rendezett part P élének mondjuk. P-t reprezentalhatjuk egy
B matrixszal, amelynek a sorai U elemeihez, oszlopai V' elemeihez vannak rendelve,
és az u-hoz rendelt sor és v-hez rendelt oszlop b, eleme 1 vagy 0 aszerint, hogy az
(u,v) par benne van-e P-ben, vagy sem. Kicsit dltaldnosabban feltehetjiik, hogy B
elemei tetszoleges nem negativ szamok: ekkor ezek a megfelo él ”sulyat” jelentik.
Vagy egész altalanosan feltehetjiik, hogy két mérheto tér szorzata felett van egy
valészintiségi mértékiink.

DEFIN{CIO. Azt mondjuk, hogy az (U, A), (V, B) mérhetd terek szorzata feletti
P val6szintiségi mértéknek az X : U — RF, Y : V — RF mérhet§ leképezés—par
a bedgyazésa, ha EXXT = I. Egy (X,Y) bedgyazas optimalis, ha tetszdleges
(X1,Y1) bedgyazas mellett

E|X-Y|P<E|X:-Y |

teljesiil (R* a k-dimenzids valés Euklideszi teret, I a k x k méret{i egységmatrixot
jeloli).
Maradjunk a matrixok mellett egy pillanatra. Jeloljiikk a B métrix u-adik sordban

allé elemek Gsszegét s,-val, a v-edik oszlop Gsszegét r,-vel, és tegyiik fel, hogy ezek

mind pozitivak. Most az (T, yvi,u € U,v € Vi = 1,...,k) szdmokat keressiik
gy, hogy a

Zsuxuixuj = 5ij

uelU

kényszerfeltétel mellett (amelyben ¢;; értéke 1 vagy 0 aszerint, hogy i = j teljesiil-e
vagy sem) az

k
Z buv Z(:Buz - yvi)2

ueU,veV =1
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0sszeg minimalis legyen.

Adott x,; szamok melett az y,; szamokban egymastodl fliggetleniil optimalizal-
hatunk: az ) i buo(Tui — Yui)? Osszeget kell minimalizalnunk, tehat y,; ezeknek
az T, szdmoknak a silyozott atlaga: yui = (1/70) > ,cy buvTui- fgy azZ Tuyi

szamokban a

k k
Su ) X2 — ry Y y2 = trX(S—BR'BT)XT
PIED DD LD

uelU  i=1 veV =1
célfiiggvényt kell minimalizalnunk a trXSX7T = I feltétel mellett, ahol tr a matrix
diagonalisaban allé szamok 0Osszegét jeloli, S, R olyan négyzetes matrixok, ame-
lyek diagondlisaban az s,,r, szamok allnak és X u-adik soranak i-edik eleme x,;.
Latni fogjuk, hogy ekkor a minimumot az (S — BR™!BT) matrix k legkisebb sajat
értékéhez tartozo sajat vektor adja.

Egy hipergrafot reprezentalhatunk paros graffal igy, hogy B-ben a sorokat a
hipergraf cstcsainak, az oszlopokat az éleknek feleltetjiik meg. Lattuk, hogy ekkor
az éleket a csicsaik bedgyazott értékének a silypontjaba kell bedgyaznunk. Kozonsé-
ges grafokra az élek koltsége az altaluk Osszekotott csicsok bedgyazott képének
tavolsagnégyzetének a fele. Ezt ismét dltalanosithatjuk szorzatterek feletti mértékek-
re.

DEFINiCIO. Azt mondjuk, hogy az (U, A), (U, A) terek szorzata feletti Q mérték
szimmetrikus, ha tetszOleges A, A" € A mellett Q((A,4")) = Q((A’,A)). Azt
mondjuk, hogy az (U, A), (U, A) terek szorzata feletti szimmetrikus @ mértéknek
az X : U — RF mérheté leképezés a bedgyazdsa (roviden: X a @ bedgyazésa), ha
EXXT = 1. A beagyazas koltsége

CX)=E|X-X"|

ahol az X’ véletlen vektort igy kapjuk, hogy az X leképezést a tér mdsodik ko-
ordindtajara alkalmazzuk (maga X az els6 koordindtdhoz rendelt vektor). Egy
beagyazas optimalis, ha

C(X) < C(X1)

teljestil tetszoleges X bedgyazasra.
Ha egy kozonséges grafot az A matrix ugy ir le, hogy a,, = 1 vagy 0 aszerint
hogy az u,v cstcsok Osssze vannak-e kotve vagy sem, és s, az u csucs foka, akkor

a ZueU SuTyiTy; = 0;; kényszerfeltétel mellett kell a

k
Z Z s, Z(xuz - xvi)Q

uelU velU 1=1
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célfiiggvényt minimalizalni.

Mit jelent ez a feladat? A graf élei ”ossze szeretnék hiuzni” a bedgyazisban az
egyes csucsokhoz rendelt pontokat, a kényszerfeltétel pedig ellendll ennek, ”szét
szeretné fesziteni” a pontok rendszerét. A két ellentétes hatds kompromisszuma
szerint a csucsok beagyazott értékei ugy helyezkednek el, hogy azok a csicsok,
amelyek kozott sok él fut kozel legyenek egyméshoz. Ha ez lehetséges, ha el tudjuk
igy helyezni a csicsokat az euklideszi térben, onmagaban az a tény is jellemzi a
grafokat, hogy ez a beagyazas milyen jol képes megmutatani a valédi struktirajukat.
A legegyszerlibb eset az, amikor csoportosithatéak a csiicsok gy, hogy az élek

tobbnyire csak egy-egy csoporton beliil hizodnak.

CLUSTERING Mondjuk azt hogy, egy k-dimenzids véletlen vektor szimplicidlis,
ha lehetséges érékeinek a szama k. Ha egy k-dimenzids X véletlen vektorra teljesiil,
hogy E XXT = 1, ahol I az egységmatrix, és T a transzponalas jele, akkor X
szimplicialitdsa legyen az E || X — Z ||? mennyiségek infimuma, ahol Z szimplicialis
és E ZZT = I. X szimplicialitdsat S(X)-szel jeloljiik.

Jeloljiik @ optimalis k-dimenzids bedgyazasdnak a koltségét By (Q)-val, a szimp-

licidlis bedgyazasok koltségeinek a minimumat C(Q)-val. Ekkor

Br(Q) < Cr(Q)

teljesiil tetszoleges szimmetrikus ) mértékre, hiszen Cj-ban csak a szimplicialis
beagyazasokat engedjiik meg.

Természetes kérdés, hogy mennyire éles ez a becslés, azaz becsiilheté-e Ck(Q)
felilr6l By (Q) alkalmas fiiggvényével. Valdsziniileg nem, mert ha @ a ”szalag”-
grafbdl szarmazik (amelyben a 0,1, ...,n cstcsok koziil i = 1,...,n mellett (i — 1,1)
kozott fut él), akkor a két mennyiség egyre tavolabb keriil egyméstél névekvd n
mellett. Vizsgaljuk meg rézletesebben ezeket a szimplicialis beagyazasokat!

Jeloljik az (U, A), (U, A) szorzattér kétvéltozds és () szerint négyzetesen in-
tegralhaté fiiggvények terét H-val, koziiliik azok alterét amelyek csak az elsé ko-
ordinatajuktdl fiiggnek G-vel, azokét, amelyek a mésodiktél, G’-vel. Ezeket az
altereket rendre @) teljes illetve koordinata alterének hivjuk.

DEFINICIO. Ha G és G’ a H Hilbert tér tetszéleges alterei, benniik az {a.,vy € '},
{al,v € I'} ortonormélt bazisokat csatoltnak nevezziik ha minden v € I' mellett
L és al-
a~a~ (ilyenkor a két egyiitthaté nyilvan megegyezik).

ay-nak G’-n levé merdleges vetiilete aya nak G-n levo merdleges vetiilete
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LeEMMA. Ha {a,,v € T'}, {al,y € '} a Q koordindta tereinek csatolt bazisai, és
I' valamely k elemii I'y, részhalmazara

Qy = Oy

teljesiil menden v € ',y € I" mellett, akkor az a k-dimenziés X leképezés optimalis
bedgyazas, amelynek a koordinatai az {a~,y € I'y} fiiggvények.
Bi1zoNYITAS. Mivel a csatolt bdzisok elemei ortonormaltak, X bedgyazds, és a

koltsége

BuX)= ¥ (1—as).

Y€l

Irjuk fel egy tetsz6leges bedgyazds koordinatait az {a~,y € I'}, bazisban: kapjuk
a {Ciy,1 <i<k,veTl} egyiitthaté matrixot, amelyben

Gl =11<i<k,

yel

és a koltség

k
22 Z CiQ’y(l —0y) =2 Z(l — oy )W,

=1 ~vyel yel

ahol a W, = Zle C% sulyok Osszege k, és mindegyikiik legfeljebb 1. fgy valéban
X koltsége minimalis.

A lemma &allitdsa szerint

Bi(Q) = Z (1 —ay).
vElE
Rendezziik az (1 — . ) szdmokat névekvo sorrendbe, és jeloljiik 6ket ebben a sorban
A1, A2, ..., A\g-val, az aq,as,...,a, koordinatdju vektort X,-nel. Ez utébbi min-
den 1 < n < k mellett optimélis beagyazas, ilyenkor tehat magasabb dimenziéba
lépve mindossze egy tjabb koordinataval boviil a korabbi optimélis bedgyazas. A

koltségek rendre
Bn = Z)\Za
i=1

ahol \y < Xy <--- < A\i , tehdt a B, sorozat konvex abban az értelemben, hogy a
novekményei nének. Mivel a konstans optimélis bedgyazas n = 1 mellett, itt Ay = 0,
de elvileg elképzelhetd, hogy tobb A értéke is 0, vagyis B, = 0 valamilyen n > 1
mellett. Jeloljiik a legnagyobb ilyen n-et N-nel. Mivel By = 0, ezért Xy = X}
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teljesiil 1 valészinliséggel: az N-dimenzids tér tetszéleges n- elemt Vi, Vo, ..., V,
particidja az U tér olyan Uy, Us, ..., U, particiéjat hatarozza meg az

U¢:{UZXN€‘/¢},1§i§n

Osszefliggés alapjan, amelyre Q(U;, U;) = 0,hai # j. Megforditva, egy ilyen particié
alapjan definidlhatjuk X, -et az

Xo(u) =¢;/Q*(U;), haueU;,1<i<n

osszefliggéssel, ahol ey, ea, ..., e, az n-dimenziods tér tetszéleges ortonormalt bazisa.
(Itt feltessziik, hogy az U; halmazok valésziniisége pozitiv.) Ennek a bedgyazdsnak
is 0 a koltsége tehat n < N, hiszen N a legnagyobb index volt, amelyre B, = 0.
Viszont

EXNyXE =1

miatt fel lehet bontani az N-dimenzids teret N pozitiv mértéki részre. Ellenkezo e-
setben ugyanis egy finomodo racsfelbontasbol 1épésrol 1épésre csak a pozitiv valdszi-
niiségl szemeket meghagyva végiil is N-nél kevesebb pozitiv mértéki hatarpontot
kapunk, ami nem fesziti ki az N-dimenzids teret. Van tehat rdjuk meroleges irany:
ezen Xy eloszlasanak a vetiilete az origéra volna koncentralva igy a négyzetinteg-
ralja nem lehetne 1.

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, mi vihet6 at ebbdl az egyszerti képbol az altaldnos
esetre.

DEFINiCIO. A U tér m = (U, Us, ..., Uy) particidjat a @ szimmetrikus mérték
k szinnel valé szinezésének mondjuk. Egy Z k-dimenzids beagyazast a m szinezés
bedgyazasanak mondunk, ha mérheté a @) altal generalt o-algebrara, vagyis ha m
szemein konstans. A szinezés bedgyazasanak a koltségét roviden a szinezés koltségé-
nek mondjuk, és C(m)-vel jeloljiik. A k szinnel vald szinezések koltségének infi-
mumat Ci(Q)-val, vagy roviden C-val jeloljik (B (Q)-t pedig By-val).

LEMMA. Egy szinezés beagyazasanak a koltsége nem fiigg a beagyazas megvalasz-
tasatol, és By < (.

BizoNYiTAS. Az EZZT = I feltétel miatt ha Z lehetséges értékeinek a szama
k, azok csak ortogondlisak lehetnek és hosszikat a megfelelo szem valdszintisége
egyértelmiien meghatarozza. Tovabba

k k-1

Cm)=E|Z-2"|= ZZQ(Ui,Ug’)(Q

i=2 j=1

1 n 1
(Us)  Q(Uy)

).
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A szinezések beagyazasa egyben az eredeti mérték bedgyazasa is, tehat koltségeik
nem lehetnek Bj-nal kisebbek.

A 7 particié k? szemet hatdroz meg az U x U szorzat térben: ezek koziil k
"tiszta”, az (U;, U;) szemek ezek 1 < i < k mellett, ezek mértéke nem szerepel a

koltségben. A "tarka” (U;,U;) szemek Q(U;, U;) koltsége i # j mellett

1 4 1
Q(U:)  QUj)

sullyal noveli a koltséget. Ennek a silynak a szemléletes tartalma az, hogy nagyobb

valészintiségli halmazok kozott ”olesébb” | természetesebb a tarkasag. Ha @) szerint

a koordinata terek fiiggetlenek, akkor a koltség fiiggetlen a particiotol:

C(m) =Y (QU) + Q(U))) = (k- 1).
i#i

Ez elég nagy, hiszen egy tetszoleges beagyazasra igaz, hogy
C(X)=F| X - X' ||>’< 4k.

Ennek alapjan tesztelhetjiik a fliggetlenséget.

Ha a @ mérték egy graf éleinek az adjacencia matrixabol szarmazik, a szinezés
a csucsokra vonatkozik, és a koltség a tarka éleket biinteti. Ha a graf k osszefiiggd
komponensbdl &ll, ezek csicsai lesznek megegyezd szintiek, és egyaltalan nem lesz
tarka él. Ilyenkor By = C}, a kétféle koltség megegyezik. Az élek silyozasaval
szabdalyozhatjuk a tarka élek biintetését, igy azokban az esetekben amikor ”1ényegé-
ben” k komponens van, vagyis az Osszefiiggé komponensek kozott csak néhany él
fut keresztbe, egyrészt remélhetjiik, hogy ezeket a ”szabad” beagyazas is detektalja,
masrészt kérdezhetjiik, mennyire képes a kétféle mérték eltavolodni egymatol. Elso-
sorban akkor szeretné az ember ezt tudni, ha By, kicsi: kérdés, varhaté-e ekkor, hogy
C}, is kiesi?

Természetesen nem: hiszen C} csak a két koordindta tér korrelaciéjat méri:
allhat példaul @ az egymastol fiiggetlen (u;,v;) valdszintiségi véltozé parokbdl
ahol a valtozék maguk mondjuk standard normaélisak, és a korrelacoéjuk r;,i =
1,2,..., k. Ha az r;-k kozel vannak 1-hez, Bj nyilvan kicsi, pedig C} egyaltalan
nem az. Vagy grafok esetében eleve megfordithatjuk a sorrendet: elébb elhelyezziik
a pontokat a térben, aztan a mar elhelyezett pontok tavolsagatdl tessziik fiiggoveé,
hogy két pont kozott fusson-el vagy sem. Kozeliekre legyen ez a valdszintiség nagy,
tavoliakra kicsi. Vagy mégegyszeriibben: egy négyzetracs legyen a graf. Az em-

ber mégis tgy érzi, van a két mennyiség kozott kapcsolat. Ezt tobbféleképpen
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kereshetjiik. Egyrészt kérdezhetjiik adott By mellet Cy maximumat, esetleg a térre
vonatkozd mellékfeltételek mellet. Ezt itt nem részletezziik csak megemlitjik a
kovetkezo egyszerd allitast, amit itt hasznalni lehet.

LEMMA. Tegyiik fel, hogy k-dimenzidéban adottak pontok tigy, hogy a tér tetszole-
ges egyenesén a vetiiletiikben a szomszédos pontok kozott mindig talalhaté legalabb
egységnyi tavolsdg. Akkor a pontok kiszinezhet6ek (k + 1) szinel ugy, hogy minde-
gyik szint felhasznaljuk és a kiilonboz6 sziniiek tavolsaga legalabb egységnyi.

DEFINICIO. Egy k-dimenziés X véletlen vektor Lipschitz-szabadsiga az EY?2
mennyiségek szuprémuma, ahol Y = f(X), | f(u)— f(v) |<|[| u—v ||?, és EXY = 0.
Ezt a mennyiséget L(X)-szel jeldljiik.

Kérdés: mi a kapcsolat S(X) és L(X) kozott?

TETEL. Ha X optimaélis k-dimenzids bedgyazas, akkor

MXM;BR.
Ak41

BizoNYiTAs. Cauchy nyeregpont tétele szerint az X-et (k + 1)-dimenzidssd

kiegészito Z valdszintliségi valtozora
Mep1 S E(Z -2

teljesiil. Y-bdl a Z = Y /v norméldssal alkalmas kiegészitést kapunk, ahol v? =

EY?. Mivel Y eleget tesz a mondott Lipschitz feltételnek,
E(Y —-Y")? < By,

vagyis Agtr1 < Bg/v.
SEJTES. Van olyan f fuggvény, hogy

L(X) = f(S(X)).

Ez a sejtés az el6z6 tétellel egyiitt azt adna, hogy S(X) jol becsiilheté a /\Jj J’il

mennyiséggel. Vagyis ha kis By, utdn hirtelen egy nagy Ar41 sajat érték kovetkezik,
akkor S(X) kicsi, X jol clusterosthat6. Ezt eddig még nem sikeriilt bizonyitani, de
a forditott allitast be tudjuk latni.

TETEL.

BI1ZONYITAS. Mivel

EY?<E(Y —E(Y | 2)>+ EE(Y | Z)?,
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ha Z szimplicidlis, itt az els6 tag S-sel, a masodik SL-lel becsiilheto. E két
allitas koziil az els6 Y Lipschitz tulajdonsagdbdl, a masodik Z szimplicialitasabodl
kovetkezik. Ez utébbi szerint ugyanis E(Y | Z) = ZT x EY Z, és

(EYZ)?*=(EY(X - Z)*<EY*xE|X-Z|>.

Azt varjuk tehat, hogy ha egy graf bedgyazasi koltségeiben egy ponton nagy
ugras van, akkor a graf jol clusterosithaté. De honnan ismerhetjiik fel azt, hogy
a graf jol agyazhaté be euklideszi térbe? Egyaltaldn, ha egy értékelt éli grafra
adott az élek Oszsulya, mennyi lehet egy adott dimenziéban a maximalis koltség?
Es melyik grafra éretik ez el? Beldthatd, hogy mindig a teljes graf adja a szélso
értéket, hiszen a teljes grafra csak a trividlis nulla sajat érték marad meg kis sajat
értéknek, az Osszes tObbi egyenlé egymadssal. Azt viszont nem tudom, hogy egy
adott beagyazasrél hogyan dontheto el, hogy van-e graf, amelynek 6 a bedgyazasa,

és ha igen, hogyan lehet ezt a grafot megtalalni?

ACE Az (U, A),(V,B) mérheté terek szorzata feletti P valésziniiségi mérték
k-dimenziés bedgyazasa megmutatja a két tér kozott a mérték altal létesitett szto-
chasztikus kapcsolat jellegét, szorossagat. Az optimadlis bedgyazast egy Onadjun-
galt operator sajat vektorai hatarozzak meg. Ezeket kereshetjiik direkt iteracioval:
nem csak Y helyére irhatjuk X-nek B-re vett feltételes varhato értékét, hanem X
helyére is irhatjuk Y-nek A-re vett feltételes varhaté értékét. Belathatd, hogy ez is
csokkenti a célfliggvényt akkor is, ha ”visszanorméljuk”: beszorozzuk kovariancia
matrixdnak (—1/2)-edik hatvénydval. Ezt az eljarast " ACE”-nak, alternating con-
ditional expectation képzésnek hivjdk. Akkor is hasznalhatd, ha (V,B) helyére a
[T, (Vs, Bs) szorzatot irjuk, és ezzel egyidejiileg Y helyére a (V;, B) tereket R*-ba
vivd Y, leképezéseket frjuk, és a || X — > Y, ||? hiba vérhaté értékét kivanjuk
minimalizdlni 4gy, hogy az X-re vonatkozo kényszerfeltételt valtozatlanul hagyjuk.

Ez igy nem paraméteres regresszié: egy tér elemeit masok osszegével kozelitjiik.
De nem sokat véltoztat az eljarason, ha X-et beolvasztjuk az Y,-ek kozzé: egy
tetszoleges tobbdimenzids eloszlasban a koordinata valtozdkat k-dimenzids valds
véletlen vektorokkal helyettesitjiik tigy, hogy e vektorok oOsszege lehetdleg kicsi
legyen. Ez a kicsi 0sszeg tiikrozi a valtozékban rejlo osszefiiggést: minél szorosabb
az Osszefiiggés, annal kisebb az Osszeg. Az eljaras emlékeztet a vektoralgebra linearis
fliggetlenség fogalmara: azok a vektorok fiiggnek ossze, amelyeknek a linedris kom-
binaciéjaként a nulla eléallithaté. Mindkét esetben csak annyit tudunk meg, hogy

van Osszefiiggés, az, hogy ez az Osszefiiggés voltaképpen a valtozdk mely csoportja
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kozott all fenn, az az egylitthatokbdl olvashatd ki. Maga az algoritmus ugyanaz
mint s = 1 mellett: ciklikusan valamelyik ismeretlen leképezést gy hatarozzuk
meg, mint a tobbikek feltételes varhato értéke.

Az eljaras nem csak Osszefiiggések keresésére hasznalhato: 1évén tobbdimenzids
beadgyazas egyszeriien visszavezeti az absztrakt feladatot a tobbdimenzios statisztika
keretei kozé: miutan bedgyaztuk a koordinatdkat, atkdédoltuk azokat, az 1j valtozo-
kon tetszés szerinti statisztikai eljarast végrehajthatunk. Persze ha tudjuk, hogy
mire akarjuk haszndlni a beagyazast, a cél fliggvényében magat a beagyazast is
megvaltoztathatjuk. Példaul egy orvosi vizsgalatban betegek kezelés elotti és utani
adatait hasonlitjuk 6ssze, de gy, hogy a két adatsor kozott semmilyen szemantikus
Osszefliggés nincs, tehat belépéskor egész més adatokat vettek fel a betegekrol, mint
kilépéskor. El szeretnénk donteni, van-e egyaltalan kapcsolat a kétféle adat kozott.
Most a kovarianciara vonatkozé kényszerfeltételt az egyik adatsor beagyazott értéke-

inek az Osszegére célszerli tenni.

SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK BEAGYAZASA Hasonléan més tipusi bedgyazdst
kapunk, ha az eredeti adatok idosort alkotnak: most az a cél, hogy a bedgyazas

utan kapott idésorban a predikciés hiba kicsi legyen.

TOBBSZEMPONTU OPTIMALIZALAS Ismét mds természetli bedgyazdsra jutunk,
ha az adataink alapjan bizonyos objektumokat sorba akarunk rendezni (példaul a
betegeket a betegségiik silyossaga alapjan). Ebben az esetben a tobbdimenzids tér
félig rendezett volta segithet az objektumok kozott 1étesithetd rendezési relaciok
attekintésében. Itt is gondot okozhat a statisztikai elemzések altalanos nehézsége,
az tudni illik, hogy ha sok onallé stastisztikai eljarast hajtunk végre, az egyes
1épések kozott semmifajta harmoénia nem varato el: dnmaguktdl az egyes statisztikai
dontések nem fognak illeszkedni egyméshoz. Minden féle rendezettséget csak akkor
kapunk, ha ezt eleve megkoveteljiik az eljarastol.

A t6bb szemponti optimalizalds soran kiilonboz6 formaju megfigyeléseket vég-
ziink egy véletlen permutéciéra: a sorbarendezendd objektumok valédi sorrendjére.
Egyaltalan hogyan lehet véletlen permutaciokra eloszlasokat modellezni? Egy leheto-
ség a kovetkez6. Rendeljiink az objektumokhoz eloszlasokat. Minden objektumhoz
generaljunk egy-egy véletlen szamot egymastol fiiggetlentil, és allitsuk ezeket nagysag
szerint sorba. Ez legyen az objektumok sorrendje. Nem tudom, hogyan lehet itt az
eloszlasokat becsiilni. Feltehetjiik, hogy az eloszlasok exponencialisak. Ekkor csak

a paramétereiket kell becsiilni. Belathaté hogy ez a modell ekvivalens azzal, hogy
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magukok az objektumokon adunk meg egy eloszlast, ebbdl generalunk véletlen és
fliggetlen szamokat mindaddig, ameddig mindegyik objektum sorszama sorra nem
keriil, és most legyen az objektumok sorrendje az, ahogyan a sorszamuk a generalds
soran felbukkan. Mindkét modellben alkalmazhaté az EM algoritmus, de érdekes

modon kiloénbozo iteracidra vezet.

FELADATOK:
10.1. (Grb) Grafok beagyazdsa. Legyen a;;j,1 < i,j < N egy tetszéleges métrix.
Keresendok a d dimenziés Euklideszi térben az X1, ..., Xy pontok ugy, hogy a

N
> xx]
=1

diadosszeg a d-dimenzids egységmatrixszal legyen egyenld, és

N N
D ay | Xi— X |
i=1 j=1
minimalis legyen (7" a transzpondlds jele).
10.2. (Igs) Allitsuk sorba valamilyen értelmes szempont szerint egy irdnyitott
graf csucsait.
10.3. (Ace) Rendeljiik hozza egy diszkrét adatmatrix elemeihez a d-dimenzids
tér elemeit gy, hogy a kapott pontok kovariancia-méatrixa egységnyi legyen, és az
egy rekordban all6 elemekhez rendelt mennyiségek 0sszegének a normanégyzetének

az Osszege maximalis legyen.
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TEMAK: stopping rules, Bellman egyenlete, scheduling, keresések, Gittins in-

dexe, optimalis portfolio, dinamikus tizletpolitikak.

A sztochasztikus kontroll azzal foglalkozik, hogyan lehet rakényszeriteni az akara-
tunkat a véletlenre, vagy szelidebben fogalmazva, hogyan lehet iranyitani, be-
folyasolni a véletlen jelenségeket. Akaratunk megkozelitését célfiiggvénnyel mérjik,
nyilvan nincs jelent6sége annak, hogy maximalizalni, vagy minimalizalni akarunk-e.

Képzeljiink el egy nagy fat, amelynek az agaira valdsziniiségeket rtak, az agak
végén a fészkekben pedig ajandékokat helyeztek el. A gyokértdl kiindulva felvaltva
1éphetiink egyszer mi, egyszer a véletlen. Minden lépésben csak felfelé kuszhatunk,
de amikor mi lépiink, azt szabadon donthetjiik el, melyik agon kapaszkodunk egy
emeletnyit. Aztan a kovetkezO 1épés a véletlené: ¢ az agakra irt valdszinliségek
alapjan donti el, mi merre kusszunk a kovetkez6 1épésben. Onnan megint mi
valaszthatjuk meg az utunkat. Végiil felérve a csticsra megkapjuk azt az ajandékot,
amit ott a fészekben talalunk. Mindent pontosan tudunk méar induldskor, az

ajandékok elhelyezkedését, a valdszintiségeket, a jaték szabalyait. Mit csinaljunk?

STOPPING RULES Szinbad, a nagy tengeri utazd egyik kalandja sordn meg-
mentette a szultan életét. Ezért a szultan elhatarozta, hogy Szinbadot a kovetkezd-
képpen jutalmazza meg. Véletlenszerlien elvonultatja elétte mind a 300 feleségét
(egyesével), akik kozott ugyan egyértelmii szépségi sorrend allapithaté meg, de Szin-
badnak, 1évén tavoli foldek lakéja, fogalma sincs a feleségek szépségérol. Szinbad
valaszthat egyet a feleségek koziil, mondvan: ”Hatalmas szultan! Szerintem 6 a
legszebb feleséged.” Mindig csak azt vilaszthatja, akit éppen lat, és ha valéban a
legszebbet valasztotta, a szultan neki ajandékozza a legszebb feleségét. Ha nem,
mivel ez egy keleti mese, lefejezteti. Mekkora Szinbad tulélési esélye? Hogyan
valtozna meg ez, ha a szultannak 3000 felesége lenne?

Mi torténne, ha a feleségek felsorakoztatasa helyett azt csindlndk, hogy kozosen
valasztananak egy folytonos eloszlast, a szultan abbdl generalna fiiggetlen, egyforma
eloszlasi mintat, és Szinbadnak most a legnagyobb szamot kellene menet koézben
("on line”) felismernie? Mit kell ebben az esetben Szinbddnak tennie, ha sikeriilne
rabeszélnie a szultant, hogy egyszertien adjon neki annyi aranyat, amennyi az altala
valasztott véletlen szam értéke?

Mi torténik, ha a szultdnnak van egy egészen gonosz varazsléja, aki miutan Szin-

bad megvalasztotta a stratégidjat, ezt kiolvassa a gondolataibdl, és ennek megfele-
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16en megvaltoztatja az eloszlast?

Ezekben a feladatokban altaldban egy (x1,...,z,) sztochasztikus folyamatrdl
van sz6, amelyiknek ismerjitk (t6bbé kevésbé) az eloszldsat. Minden egyes t =
0,...,n — 1 id6pontban a folyamat addig latott (vagy ¢ = 0 esetén nem latott)
(1,...,7¢) darabja alapjan arrdl az egyetlen dologrél donthetiink, hogy ”megall-
junk-e”, vagy sem. Csak egyetlen egyszer allhatunk meg. Aztan ettdl fiiggetlentl
realizalédik a teljes folyamat, és a nyereménytiink (vagy veszteségiink) értéke az elére
meghatarozott C (T, x1,...,x,) fiiggvény, ahol T' az a pillanat, amikor megalltunk.
Ennek értéke persze lehet n is, de akkor ezt azaltal dontjiik el, hogy sose allunk
meg amikor ezt még megtehetnénk.

A feladatban nagyon fontos, hogy a (T' < t) eseménynek mérhetének kell lennie
az (z1,...,x¢) vatozék altal generdlt o-algebrara, ami azt jelenti, hogy amikor
megallunk, csak annyit latunk a folyamatbol, amennyi addig realizalédott beldle.
Ez jellemz6 lesz a bonyolultabb feladatokra is, ez a dinamikus jelleg az, ami elsésor-
ban karakterizalja a sztochasztikus kontroll feladatainak a tobbségét.

Az optimalis megallasi szabalyt dltalaban a ”backwards induction” nevii eljaras-
sal hatarozhatjuk meg. Ha ¢ = n — 1, mar csak arrdl donthetiink, ha még nem
alltunk meg, hogy utolsé lehetOségilinket megragadjuk-e. Ismervén a folyamat

eloszlasat, kiszamolhatjuk az
M(zy,...,2p—1) = E(Cn—1,21,...,20) | Z1,...,Tn-1),

F(zy,...,xp—1) = E(C(n,x1,...,2pn) | T1,.. ., Tpn_1),
feltételes varhato értékeket, és azt fogjuk valasztani, amelyik a ketto koziil nagyobb.
Jeloljiik ennek az értékét Kq(x1,...,z,_1)-val:

Ki(z1,...,2p—1) = max(M(z1,...,2n-1),F(n,21,...,Zn_1)).

Ha mar ezt a fiiggvényt ismerjiik, léphetiink eggyel elore. Most is kiszamolhatjuk
az

M(zy,...,2p—2) = E(C(n—2,21,...,2p) | Z1,...,Tpn—2)
F(il}l,...,l’n_g) = E(Kl(xl,...,xn_l) | xl,...,xn_g)

feltételes varhaté értékeket és azt fogjuk valasztani, amelyik a ketto koziil nagyobb.

Jeloljiik ennek az értékét Ko(xq,...,z,_o)-val:

Ko(zy,...,xp—1) = max(M(x1,...,xn_1), F(n,x1,...,25-1)).
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Most mar talan mondhatjuk, hogy ”és igy tovabb”: mindig tudjuk, mi var rank,
ha folytatjuk a folyamat megfigyelését, és azt is, ha megallunk. Végil a legels6
1épesben el tudjuk donteni, hogy érdemes-e egyaltalan az egészet elkezdeni.
Szinbad esetében ha a vélasztott eloszlas (0, 1)-ben egyenletes, aszimptotikusan
(1 — £)-ndl nagyobb értéknél kell megéllni, ahol k£ a még hétra levé lépések szama,

és a legnagyobb szam eltaldlasanak a valdszintisége az

Lol
/ / —e = dydx = 0.580
0o Ji—z Y

értékhez tart, ahol c a

egyenlet gyoke.

BELLMAN EGYENLETE Egy sztochasztikus automata az M (z | s,u) dgynevezett
atmenet matrixszal adhaté meg, ahol s,z az S allapottér elemei, u az U input-
ABC eleme. Az atmenet matrix elemei nem negativak, és z-re vett Osszegiik
tetszoleges s, u mellett 1. Feltessziik, hogy S és U véges halmazok. Tegyiik fel
tovabba, hogy ha az u input hatdsara az automata az s allapotbdl a z allapotba
megy at, akkor ezért C(z | s,u) jutalmat kapunk. Adott sy kezdeti dllapot mel-
lett ugy kell az (uq,...,u,) bemeneti jeleket meghataroznunk, hogy az Gsszes nye-
reményiink varhato értéke maximadlis legyen. Ez a kovetkezoket jelenti. Nekiink
eloszor is meg kell adnunk az Ui(sg,...,s¢—1),t = 1,...,n figgvényeket, ame-
lyek 1épésrol 1épésre megadjak a stratégidnkat. Egy ilyen fiiggvény-rendszer méar
egyértelmlien meghatérozza az (si,...,S, | so) feltételes eloszldst: erre a feltételes
eloszra vonatkozéan kell a nyereményeink Gsszegének a feltételes varhatéd értékét
meghatarozni.

A backwards induction gondolata itt is alkalmazhatd. Jeloljik K;(s)-sel a varhaté
nyeremények maximumat ha az automata az s allapotban van és még t 1épés van
hatra. Kg(s) értéke nulla: ha az automata nem 1ép, nincs jutalom. Ha t > 0, akkor

Ky(s) = max() _ M(z|s,u)(C(z] s,u) + Ki_1(2)),

cU
“ z€S

és az az optimdlis input, amelyik ezt maximalizadlja. Tehdt nem kell a multat
figyelembe venni, de annak ellenére, hogy a feladat homogén, az optimalis input az
allapotnak nem homogén fiiggvénye, hiszen véges idohorizont mellett vizsgaljuk a

feladatot.
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SCHEDULING Tegylik fel, hogy egy borbélyiizletben két borbély dolgozik, és
az id6 diszkrét moédon valtozik. Mondjuk tiz percenként mindkét borbély feldob
egy-egy érmét, és az eredménytdl fliggéen vagy elkésziil azzal a vendéggel, akinek
a hajaval éppen foglalatoskodik, vagy nem. Legyen az elkésziilés valdsziniisége pq
az egyik borbélyra, po a masikra. A borbélyok pénzdobalasa kozott félidében a
kiilvilag dob fel egy érmét, és g valdszintiséggel bekiild az tizletbe egy 1j vendéget,
(1 — q) valdsziniiséggel nem kiild. Minden randomizélés fiiggetlen. A vendégeket a
borbélyok érkezési sorrendben szolgéljak ki, de minden egyes vendégnek az érkezése-
kor azonnal meg kell valasztania a borbélyat. Most az egész rendszer biintetést fizet

percenként és vendégenként amig a vendégek ki nem lépnek az iizletbol.

Jeloljiik a kiilvilag t-edik randomizalasakor az els6é borbélyra varakozok szamat
azt a vendéget is hozzajuk szamitva, akin esetleg a borbély dolgozik zi-gyel, a
masodik borbélyra legyen ez a szam x5. Most ugyan az allapotok szama végtelen,
de Bellman egyenlete nyilvan érvényes erre az esetre is. Ha véges id6horizonttal
dolgozunk, valahogy még le kell zarni a folyamatot. Mondjuk azt, hogy mint
a Csipkerdzsikdban, a kiilvilag n-edik randomizalasa utdn hirtelen minden meg-
merevedik, és csak az addigi koltségeket kell megfizetniink. Ha a borbélyok elég
gyorsan dolgoznak, és n nagy, lassan kialakul egy stacionarius allapot, az op-
timalis stratégianak is van hatarértéke. Ennek az az érdekessége, hogy mellette
nem mindig ugy kell vélasztaniuk az egyes vendégeknek, hogy az 6 személyes
varakozasi idejlik varhaté értéke minimalis legyen. Ertelmezhetjﬁk ezt a jelenséget
ugy, hogy a biintetést a borbélyok fizetik, mivel varakoztatjak a vendégeiket, és en-
nek megfeleléen 6k is irdanyitjak a vendégeket azt figyelembe véve, hogy a globalis

érdekek érvényesiiljenek.

Ebben a feladatban eredetileg folytonos volt az ido, és a kiszolgaldsok ideje,
és a vendégel érkezés kozti idok exponencidlis eloszlasiak voltak. Ezt az esetet
hataratmenettel kaphatjuk a fenti diszkretizalt valtozatbdl. Térjiink most at eleve
az exponencialis eloszlasokra. Tegytik fel, hogy k£ borbély van, 6k ugyan egyformak,
de most a vendégek legyenek kiilonbozoek: mindegyik exponencidlis eloszlasu kiszol-
galast igényel, de ezek paramétere minden vendégre mas. Reggel minden vendég
egyszerre belép az lizletbe, és paramétereik ismeretében fel kell sorakoztatnunk oket
az egyes borbélyokhoz. Aztan a munka elérehaladtaval mar nem lehet a vendégeket
atszervezni. Véltozatlanul a vendégeknek a borbélytizletben eltoltott osszidejéért
kell blintetést fizetniink. Most a feladat ”off line”: egyszer kell dontentink. Az op-

timalis stratégia egyszertien megadhaté: a varhaté kiszolgalasi id6 szerint novekvo
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rendben ciklikusan kell a vendégeket az egyes borbélyokhoz rendelni. Erdekes
modon épp a forditott sorrend optimalis, ha a teljes munka idejének a varhatd
értékét akarjuk minimalizdlni. (Vagyis azt az idépontot kivanjuk varhatéan a lehet6

legkorabbiva tenni, amikor az utolsé vendég is eltdvozik, és be lehet a boltot csukni.)

GITTINS INDEXE Van harom aranbanyank. Naproél napra el kell donteniink,
melyikbe menjiink dolgozni. Az elsérdl tudjuk, hogy mostantél kezdve a t-edik
munkanap soran x; aranyat tudunk felhozni bel6le, a masodikbdl y;-t, a har-

madikbdl z;-t. Ezt ugy értjiik, hogy ismerjiik az

(1o s @tyees )y (Yoo s Yty o e )y (2150 oy 28y e v)

sztochasztikus folyamatok eloszlasat. (A folyamatok fliggetlenek.) A kibanyéaszott
aranyat esténként bevissziik a varosba, betessziik a bankba, és ott naponta az értéke
a p-szorosara né (p > 1). Hogyan alakitsuk ki a banydink miivelési rendjét, ha
az n-edik nap végére varhato vagyonunkat szeretnénk maximalizdlni? Ha a t-edik
munkanap u; aranyanak az értéke helyett most tennénk be a bankba pénzt, nyilvan

tuy értéket kellene ott elhelyezniink, ha azt szeretnénk, hogy a t-edik napon pon-

p
tosan annyi pénziink legyen, mint amennyit akkor banyaszunk. Mondhatjuk azt is,
hogy ma nekiink az az arany ennyit ér. Ezt az atszamitast diszkontalasnak hivjak.
Ennek a segitségével végtelenre tagithatjuk a feladat horizontjat, és kérdezhetjiik,
melyik az a stratégia, amelyik az Y .o, p~'u; Gsszeg vdrhatd értékét minimalizélja.
J.C. Gittins vette észre, igaz csak Markov lancokra, hogy a folyamatok elhe-
lyezhetéek egy abszolut skalan: minden folyamatnak van egy értéke, ez egy jol
meghatarozott valés szam, és ha barmely két folyamatra a fenti titemezési felada-
tot kell megoldanunk, mindig abbdl a folyamatbdl kell az els6 értéket valasztanunk,
amelyiknek az indexe nagyobb. Ez természetesen nem jelenti azt, hogy orokké azt

a folyamatot kell valasztanunk. Egy napi munka utan megvaltozik a folyamat. Ha

példaul az els6 nap az els6 banyaba megyek dolgozni, a kovetkez6 napon az

(X2 e s @y )y (Yoo ey Yty o e )y (2150 ey 2ty 0)

folyamatok kozott kell valasztanom. A mésik ketté persze indexestiil valtozatlan
marad, de az els6 indexe megvaltozott azaltal, hogy egy napig dolgoztam benne.
Es 4ltaldban: akarhany folyamatra is kell egyidejiilleg munkarendet késziteniink, a
folyamatokat mindig indexeik szerint kell sorra venniink. Ekozben a nagy indexii

folyamatokat miivelvén, azok “kimeriilhetnek”, mint a banydk: lecsokkenhet az
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indexiik, és akkor végre a tObbiek is sorra keriilnek. Ami azonban nem jelenti azt,

hogy az egész folyamat egyre értéktelenebb lesz, hiszen az index novekedhet is.
Hogyan lehet ezt az indexet meghatarozni? Ha igaz az allités, és ez valéban egy

abszolut skala, tesztelhetéek a folyamatok specialis folyamatokkal, erre a célra a

legalkalmasabb a konstans. Tekintsiik az

(:1:1,...,:z:t,...),(wl,...,wt,...)

paros Osszehasonlitasi feladatot, ahol w; nem fiigg sem az id6tdl, sem a véletlentdl:
wy = ¢, ahol ¢ egy tetszbleges valés szam. FEnnek a konstansnak az értékétol
fliggden két eset lehetséges:

az optimalis stratégia szerint a konstans folyamatbdl kell az elsé elemet venni,
vagy

az optimélis stratégia szerint az eredeti (z1,...,x¢,...) folyamatbdl kell az
els6 elemet venni.

Az els6 esetben a helyzet nyilvan valtozatlan marad a tovabbi 1épések soran.

A masodikban el6fordulhat, hogy egszer csak megvéltozik a helyzet. Szamunkra
viszont most 1ényegesebb az, hogy a két esetet nyilvanvaléan egy cq kiiszob valasztja
el: ha ¢ > ¢g, akkor az els6 eset fordul eld, ha ¢ < ¢q, akkor a masodik. Ez a ¢y a
(x1,...,24,...) folyamat Gittins indexe. Az elmondottakbdl 1athatd, hogy értéke

a

sup EXezr P w | 71)

T EY,_,pt|7)

szupremum, ahol T befutja az Osszes lehetséges megallasi szabdlyt: ez ugyanis az
egy napra juté maximalis varhato atlagos nyereség: ezek azok a kezdeti szakaszai

az (x1,...,2y,...) folyamatnak, amikor &t iizemeltetjiik, és nem a konstanst.
OPTIMALIS PORTFOLIO Legyenek most az

(1o s Tty e )y (Yt e ey Yty o e )y (2150 ey 2ty e v)

folyamatok nem negativ értékiiek, és véltozatlanul fiiggetlenek. (Az aranybanyak
esetében el6fordulhatott, hogy egész napi munkammal csak veszteséget termeltem:
eltorott a furd, teljesen feleslegesen elhasznédltam egy csomé dinamitot.) Tegyiik
fel, hogy van egységnyi vagyonom. Kzt elsé 1épésként a1, 31,71 ardnyban osztom
meg a harom folyamat kozott, ahol aq, 81,71 nem negativok, és az Osszegiik 1. Az

els6 nap végére a vagyonom

v = gz + By + Nz
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lesz, méasnap ezt aws, 32,72 ardnyban osztom meg a lehetséges befektetések kozott,

lesz
ve = (o121 + By + mz)u

vagyonom, és igy tovabb. Hogyan kell a vagyonomat megosztani? Kezdetben
csak OsztOnosen, aztan egyre tudatosabban azt javasoltdk a kérdés felvetoi, hogy
a vagyon logaritmusanak a varhaté értékét kell 1épésrdl 1épésre maximalizalni.
Kideriilt ugyanis, hogy elég altalanos feltételek mellett igy lehet elérni a legnagyobb

exponensi névekedést.

DINAMIKUS UZLETPOLITIKAK Legyen most az (z1,...,y,...) folyamat a napi
pénzforgalmam: legyen x; a t-edik nap elGjeles bevétele a szdmomra, az most
egyaltalan nem lényeges, honnan szarmazik ez a bevétel, csak az a fontos, hogy
ez lehet pozitiv is, negativ is. Vildgomban egyetlen ”zsugori” bank van: barmikor
tehetek bele pénzt, az ott naponta meg-p-szorozédik (p > 1), ha viszont pénzt
akarok kivenni bel6le, akkor minden kivett forintért () forint tartozast szamol fel
(¢ > p) akkor is, ha a sajat pénzemet veszem ki. Kiilonben szabadon és korlatlanul
ad kolcsont. Nekem viszont a készpénzem sosem lehet negativ: ha a napi forgal-
mam negativ, vagyis valamiért fizetnem kell, akkor azt valoban ki kell fizetnem akar
a készpénzembdl, akar a bankbdl kivett pénzbdl. Kérdés, mikor mennyi pénzt tart-
sak magamnal. Evek 6ta nem tudom ezt a feladatot megoldani. Bellman egyenletei
persze felirthatéak, formalisan a backwards induction is miikodik, de az egész kom-
binatérikusan felrobban, és ezért szamolhatatlan. Ez persze barmikor el6fordulhat.
A baj az, hogy nem tudom eldonteni, a feladat valéban megoldhatatlan a mai vi-
szonyok kozott, vagy van az optimadlis stratégianak olyan karakterizacdja, amelyik

alapjan mar szamolhaté.

FELADATOK:

11.1. (Mnp) Métrix-jaték nyeregpontjanak a meghatérozésa.

11.2. (Git) Gittins indexének a kiszamoldsa.

11.3. (Lqc) Adottak az A,B,Q,R N x NN x M, M x M,N x N méretii
matrixok, az N-dimenziés tér X, Y elemei, és egy n pozitiv egész. Meghatarozandoé-

ak az M-dimenzios tér Uy, ..., U, elemei gy, hogy

> UQU; + (X —Y)'R(X, —Y)

=1

minimalis legyen, ahol T' a transzponalas jele és X,,-et az

Xy =AXy 1+ BU,, k=1,....n
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egyenletek hatarozzak meg.

11.4. (Bpm) Tekintsiik a kovetkez6 jatékot. Egy adott n-szer n-es métrix
elemein bolyongunk gy, hogy az irdanyt minden lépésben szabadon valaszthatjuk,
de csak % valoszinliséggel léphetiink oda, kiillonben i valoszinliséggel jobbra vagy
balra lépiink a valasztott irdnyhoz viszonyitva. A cél az utunk soran latott értékek
Osszegének a varhato értékének a maximalizalasa.

11.5. (Elt) Szerkesztend6 egy véges memdriaji automata, amely a lehetd legjob-
ban képes kovetni a fiiggetlen +£1-ek Gsszegének az eldjelét.

11.6. (Diip) Tegyiik fel, hogy egyetlen eloszlasra kotnek az emberek életbiztosi-

tast, eszerint maximum n napig élhetnek, és az egyes napokon rendre

valészintiséggel halnak meg. A biztositds megkdtésekor € forintot fizetnek, és hala-
lukkor 1 forintot adunk a csaladjuknak. Naponta maximum egy ember akar biz-
tositast kotni, ennek R(1) a valészintisége, tehdt R(0) = 1 — R(1) valdszintiséggel
nem akar senki biztositast kotni. Mi csak arrdl donthetiink, mekkora legyen &
értéke, és ha pozitiv a készpénziink, abbdél mennyit tegyilink a bankba. Ha nincs
pénziink, kolcsont egy “zsugori” banktdl kérhetiink: ha A forintot kapunk, attol
kezdve QA forinttal tartozunk, és az addssdgunk naponta meg-p-szorozodik. (p 1-
nél nagyobb ismert konstans.) Ugyanebbe a bankba tehetjiik be a megtakaritott
pénziinket is, az ugyanigy kamatozik, és ha abbdl vesziink ki A forintot, a bankbeli
pénziink akkor is Q A forinttal csokken. Doénteni minden egyes nap arrél donthetiink,
hogy mennyi pénzt tegyiink a bankba. A cél a T-edik napra varhaté vagyon ma-
ximalizaldsa. Ezen a T-edik napon mar egybeszamolhatjuk a készpénziinket és
a bankbeli pénziinket az utébbi @Q-val valé osztasa nélkiil, de ha a készpénziink
negativ volna, még az utolsé napon is fel kell venni a megfelel6é kolcsont.
11.7. (Szi) Szinbad.
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12. SZTOCHASZTIKUS AUTOMATAK
TEMAK: ergodicitds, monotonitds, coupling, Gécs tétele.

ERGODICITAS Vizsgdlédasaink targya egyforma linedrisan rendezett sztochaszti-
kus automatdk sorozata lesz. Legtobbet azt az esetet vizsgaljuk majd, amikor az
automatiaknak mindossze két allapotuk van: a 0 és az 1, ezeket iiresnek és telinek
mondjuk majd. Automatdink az &allapotaikat a két szomszédjuk &allapotanak a

fliggvényében idében folytonosan valtoztatjak. Egy teli automata rendre
U(0,0),U(0,1),U(1,0),U(1,1)

intenzitassal tirtl ki, ha szomszédjainak allapota rendre (0,0),(0,1),(1,0), vagy
(1,1), amin azt értjiik, hogy ha példaul a bal szomszéd iires, és a jobb teli, akkor
At id6 alatt U(0,1)At 4+ o(At) valdszinliséggel iiriil ki a széban forgé automata.
Amig az automata ki nem iiriill, és szomszédai allapota megvaltozik, ezt az au-
tomata késedelem nélkiil érzékeli, és rogton megvaltoztatja a kiiiriilési intenzitasat.
Magahoz az allapotvéltoztatashoz egyébirant nem kell id6.

Ha iires az automata, akkor szomszédainak az allapotatol fiiggden
7(0,0),7(0,1),7(1,0),T(1,1)

intenzitassal telik meg. A teljes automatasor allapotat a t idoben az
{A,(t), n=0,+1,£2,...}

sorozat irja le, itt A, (t) értéke 1 vagy 0 aszerint, hogy az n—edik automata teli van

vagy tres. A teljes sor dllapotat A(t)—vel jeloljiik:
A(t) ={A,(t), n=0,£1,+£2, ...},

és az allapotok ilyen sorozatat szuperallapotnak mondjuk, magit az n—edik au-
tomatat A, —nel jeloljiik.

Az automatasor viselkedését nem negativ ¢ mellett vizsgéljuk, az A(0) indulé szu-
perallapotot A-—val jeloljiik. Az dtmeneti intenzitasokon kiviil ez hatarozza meg az
automatasor jovojét. Belathatd, hogy ha t tart végtelenbe, mindig van a folyamat-
nak hatareloszlasa. Kérdezhetjiik, hogyan jellemezhet6 ez? Minket most els6sorban
az fog érdekelni, hogy a hatareloszlas fligg—e A-tdl. Erre az egyszert kérdésre nem
ismeretes a vélasz: altaldban nem tudjuk megmondani adott 8 dtmeneti inten-

zitas mellett, hogy hanyféle hatareloszlas alakulhat ki. Van viszont egy aranylag
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természetes feltétel, amely mellett altalanos valasz adhaté. Mi a kovetkezokben
végig fel fogjuk tenni, hogy az intenzitasok pozitivak, ami nem jelenti azt, hogy
érdektelen volna az az eset, amikor kozottiik 0 is lehet.

Azt mondjuk, hogy az automatasor attraktiv, ha az U(0,0),U(0,1),U(1,0),
U(1,1) szamok kozott U (0, 0) a legnagyobb, U(1,1) a legkisebb, és a T'(0,0),7'(0, 1),
T(1,0),7(1,1) szamok kozott 17'(0,0) a legkisebb, T'(1,1) a legnagyobb. Ennek a
feltételnek az értelme az, hogy mellette a hasonlé allapotok ”vonzzak” egymast:
egy teli automata akkor triil ki a leggyorsabban, ha mindkét szomszédja tires, és
ez a folyamat akkor a leglassibb, ha a két szomszéd telitett. Hasonld a helyzet a
megteléssel.

Kétallapotu folyamatok allapotait sokféleképpen jelolhetjiik, szemléltethetjiik.
Szokas az allapotokat a méagnesség mintajara ”észak”—nak, ”dél”—nek, vagy ”fel”—
nek, ”le”-—nek, ”+”-nak, ”—"-nak mondani. Itt most a két allapot 1ényegében
szimmetrikus szerept, ezért talan zavaro lesz, hogy aszimmetrikusan jeloljiik 6ket.
Indoklasul csak annyi mondhatd, hogy sokszor a szimmetria is zavard, itt most
tobb elonye lesz az allapotok iranyitott voltanak. Képzelhetjiik ket akar ”j6”—mak,
"rossz”—nak, 7él6”—nek, "holt”—mnak is, a kiilonbo6z6 szemléletek szavai akaratlanul
is atcsusznak egymasba. Vigyazni kell azonban, hogy az allapotok iranyitottsaga,
a szamegyenes iranyitasa, és az id6 iranyitott volta Ossze ne keveredjenek.

Ha egy automatasor attraktiv, feltehetjiik, hogy U(0,0) + T(1,1) = 1, hiszen
ez csak az éra skaldzasat érinti, amellyel a folyamat idejét mérjiik. A kovetkezo
konstrukcié megmutatja a vizsgdlt folyamat létezését, de ezen tilmenden az egész
bizonyitas alapja lesz. Legyenek az X (n, k) valszintiiségi valtozdk fiiggetlenek és a
(0,1) intervallumban egyenletes eloszldstak, az Y (n, k) valésziniiségi valtozok pedig
toliik is és egymastdl is fliggetlen 1 paraméterti exponencialis eloszlasi valészintiségi
valtozdk, ahol n tetszéleges, k nem negativ egész. Konstrukciénk (és a bizonyitas)
alapveto tulajdonsaga az, hogy az automatasor viselkedését ez a két fiiggetlen és
egyformal eloszlasu elemekbol allé, egymastdl is fiiggetlen matrix hatarozza meg.

Allitsuk el6 az i

S(n, k) = Z Y (n,i)

i=1
osszegeket: ezek minden egyes n—re megadjik azokat az idépontokat, amelyekben

A,—nel egyaltalan valami torténhet. Konnyen lathatd, hogy az
S(n, k) = S(m, j)

események valdszintiisége tetszoleges n, k, m, j mellett 0, tehat ezek egyiittes valdszi-



12. SZTOCHASZTIKUS AUTOMATAK 87

niisége is 0. Mi a tovabbiakban kizarjuk ezt az eseményt, feltessziik, hogy min-
den allapotvéltozas idépontja kiilonbozé. Azt is feltessziik, hogy az {S(n, k), k =
1,2,...} sorozatoknak nincs torléddspontjuk. Maguk az S(n,k) idépontok csak
potencidlisan jelentenek allapotvéltozast. Minden egyes t = S(n, k) id6pontban
az X(n, k) véltoz6 értéke hatdrozza meg A, (t) értékét. Ha t el6tt A,, iires, és
X(n,k) < U(0,0) akkor nem torténik semmi. Kiilonben akkor telik meg az A,
automata, ha
X(n,k)>1—-T(An-1(t), Ans1(t)).

Ha t el6tt A, teli van, és X (n, k) > 1-T(1,1), akkor nem torténik semmi. Kiilénben
akkor trul ki 4,,, ha
X(n,k) <U(Ap—1(t), Aps1(t)).

Mivel nincsenek egyideji allapotvaltozasok, a folyamat igy valéban meg van konst-

rualva. Pontosabban mondva sziikség van még arra a feltételre is, hogy az
{S(n,k),k=0,1,...}

sorozatoknak nincs torlodaspontjuk: ez biztositja azt, hogy t—ben a szomszédok

allapota egyértelmiien meg van hatarozva.

MONOTONITAS Els6 rénézésre a konstrukcié felesleges fontoskoddsnak tiinik:
valtakozé intenzitasu Poisson folyamatokat természetesen el6allithatunk homogén
ritkitdsdval, de nem vildgos, miért kell ennek adminisztréldsara az X (n, k) valtozokat
is felhasznalni. Kiilonosen nem latja az ember a sziiletés—haldl (telitdés—kiiiriilés)
mesterséges szétvalasztasat, a két randomizéalasnak ugyanabbdl az egyenletes eloszla-
st valtozdobdl torténd eléallitasanak a hasznat. A teljes megértést csak a bizonyitas
egésze adja. A kezdet a konstrukciébol fakadé monotonités.

Inditsuk az automatasort az A, B szuper allapotokbdl, és jeloljik a kialakulo
folyamatokat A(t), B(t)-vel. Maguk az atmenetek megadjik ezeket a folyama-
tokat, de szabadon hagyjak e folyamatok egyiittes eloszlasat. Ezt azzal az egyszerti,
artatlannak tiino technikai fogassal alakitjuk ki, hogy UGYANAZT az X,Y rend-
szert hasznaljuk a két folyamathoz. Sot, akarhany inditds is jon majd szoba itt,
azokhoz mindig egy és ugyanazt az X, Y rendszert fogjuk felhasznélni. fgy a folyam-
atot egycsapasra minden lehetséges indulas mellett meghataroztuk.

Mondjuk azt, hogy az A szuperallapot tiresebb B-—nél, ha B—ben minden egyes
automata teli van, amelyik A-ban telitett, és A-ban mindegyik tires, amelyik B—

ben iires, vagyis ha A,, < B,, teljesiil minden n-re. Helyezziik képzeletben ilyenkor
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az A sort B folé, vagyis tekintsiik az (2”8) parokbdl allé C,,(t) automatasort.
Altaldban ennek négy lehetséges allapota lehetne: (8), ((1)), ((1)), (}) Akkor mondjuk

A, (t)-t tiresebbnek B,,(t)-nél, ha C,,(t)-ben sehol sem fordul elé az ((1)) allapot.
Mondhatjuk szemléletesen azt, hogy a ((1)) allapot azért természetellenes, mert
feliilrdl a teli automata ”lecsorog” az tiresbe. Belathatd, hogy konstrukciénk mellett
ha A(0) iiresebb B(0)-nal, akkor A(t) is iiresebb B(t)-nél. Az attraktivitas nélkiil
is igaz az a nagyon fontos észrevétel, hogy ha a két szinten 3 szomszéd egyenld,
akkor a kozépso par egyenlé marad mindaddig, amig a szomszédjaiban a két szint

allapotai megegyeznek.

1
0

(8), (}) allapotokba mehetnek at az egyesitett, két szintii automataban, hiszen egy

allapotvaltozas soran egy helyen csak egyféle atmenet mehet végbe: vagy telitodés

Az a konstrukcié folyomanya, hogy a ”kevert” ( ), ((1)) allapotok csak a "tiszta”

vagy kitiriilés. Az attraktivitas esetén ha egy helyen a két szint allapota megegyezik,
és a két szomszédban feliil iiresebb az allapot mint alul, akkor a vizsgdlt helyen
is ez lesz az eredmény a kovetkezo allapotvaltozas utan. De ennél tobb is igaz.
Az egymads folé helyezett A, B automatasorokbdl kialakulé C' automatdaban még a
((1)) allapot is megszinik fokozatosan. Az (8), (}) "tiszta” allapotokbdl kialakuld
blokkokba ugyanis csak a széleken hatolhatnak be ezek a ((1)) "kevert” allapotok.
Mondhatjuk most a tisztasagot egészségnek, a kevert allapotot fertozésnek. A
kép azért pontos, mert fertézott csak ugy lehet C-ben egy kétszintli automata,
ha korabban valamelyik szomszédja az volt. Inditsuk el ezt a kétszintli rendszert
ugy, hogy kezdetben minden szem fertozott legyen. Ebben a kiilonleges inditasban

jeloljik a fels6 szint automatait U—val, az als6ét T—vel. Legyen tehat
Un(0)=0, n=0,%£1,...

T,(0)=1, n=0,+1,....

Ezeket a szélsOséges sorokat iiresnek és telinek nevezziik, ennek megfeleloen
jeloljiik 6ket U, (t)—vel, T, (t)—vel, az (%:((i))) kétszintii folyamatot pedig jeldljik
Wy (t)—vel. (Az id6k sordn természetesen U-ban is lesznek telitettek és T—ben
iiresek, épp azt szeretnénk belatni, hogy a két szint azonosul, de a neviiket végig
megtartjuk.)

A monotonitds miatt W sorai afféle csendOr-par szerepét jatszak: mivel U(0)

minden lehetséges A(0)-ndl tiresebb és minden lehetséges A(0) tiresebb T'(0)-nal,
U

a rendezettség az | A | harom szinti folyamatban is megmarad, és ha itt az
T
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(g) par tiszta, akkor (g), (?) is azok. Elegend6 tehat azt beldtni, hogy W-ben
fokozatosan megsziinnek a kevert allapotok. Ennek bizonyitasahoz azonban tovabbi
valtozatokra is sziikségiink lesz. Ahogy a fert6zést, betegséget lazmérovel mutatjuk
ki, a kitisztulas folyamatat segédfolyamatokkal fogjuk regisztralni. Lesznek az iires
és teli folyamatoknak is kevert, felemas valtozatai.

Jeloljiik Uk (t)—vel azt a folyamatot, amelyben

. 0, ha n<k
U, (0) =
1, ha n>k,
és Tk (t)—vel azt, amelyben
1, h < k,
o ={, o
0, ha n>k,

Ezeket a folyamatokat rendre kevert iiresnek, illetve kevert tisztanak mondjuk. Itt
az elnevezést az indokolja, hogy balrdl jobbra olvasva a kevert tires folyamatok

"kezdetben” (kis n—ekre) iiresek, a kevert teliek "kezdetben” teliek.

VAGASOK A kevert tires folyamatban ¢ = 0 mellett a szuperdllapotban egyetlen
01 szomszéd pér talalhats: UF_,(0) = 0 és UF(0) = 1, ezért azt mondjuk, hogy
itt (k— 1)-ben "vigds” van, ez lesz egy 1j U*(t) folyamat kezd§ értéke: U*(0) =
k — % Minden egyes k egész mellett gy alakitjuk ki az UF(t) folyamat alapjan az
Uk(t) folyamatot, hogy értékei szomszédos egészek szamtani kozepei legyenek, és
ha U*(t) = m — 3, akkor UF_,(t) = 0, Uk =1 legyen. Ezt azzal érjiik el, hogy
Uk(t) allapotait is az S(j,4) idépontokban véltoztatjuk, de csak akkor, ha UF(t)-
ben a t elotti vagasban szereplé automatapar valamelyikének valtozik az allapota.
Ha a pér elsé tagja megtelik, U*(¢) addig ugrik balra, amig az els6 iires automatat
el nem éri, ha pedig a masodik kiiiriil, U*(¢) addig ugrik jobbra, amig az els6 teli
automatédt el nem éri. A T%(t) kevert teli folyamat alapjan hasonléan kovetjiik
a T*(t) vagasokkal a kezdé 10 par mozgasit. Folyamatainkban persze sok més
01, illetve 10 par is kialakul majd, lényeges a ”jogfolytonossag” a definiciéban, az

7egyenes agu 6roklodés”.

Un(t) 0
Mondjuk a hdrom szinttt | Uk(¢) | folyamatban az [ 0 | &llapotokat alsé ke-
T, (t) 1

0
verteknek, az [ 1 | dllapotokat felsé keverteknek. Ha t = 0, az U*(0) vagés el6tt
1

minden kevert dllapot alsd, utana mindegyik felso, és altalaban vagas elott a fels6

két szint automatai azonos allapotban vannak, a vagas utan pedig az alsé két szint
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automatai vannak azonos allapotban. Belathat6 a konstrukcié alapjan, hogy ez a

tulajdonsag minden ¢ mellett megmarad. Sot, ha m < k akkor tekinthetjiik a négy
Un(t)
Uy (t)
Up'(t)
T(t)
de ezek is végig rendezettek maradnak: U™(t) el6tt a felsé harom szint azonos,

szintl folyamatot, ebben most mar haromféle kevertség fordulhat elo,

U™ (t) sose ugorhatja at Uk (t)-t, koztiik a felsd kettd és alsé kettd szint azonos,
végiil UF(t) utdn az als6 3 szint azonos. A legsériilékenyebbek az U™ (t) és Uk(t)
vagasok kozotti keverékek: ha egyszer kipusztulnak nincs ki ujjasziilné oket, ezért
ha U™ (t) és UF(t) valamilyen ¢-re megegyezik, attél kezdve egyenlé marad.

Kell6en b6 fantaziaval végtelen hosszi tornyot rakhatunk az automatakbdl a k—
adik sorba UK (t)-t helyezve ( a sorokat feliil nagy pozitiv szamokkal szdmozzuk,
és a sorszamok lefelé fogynak). ”Legfeliilre” aztan feléjiik helyezhetjiik U, (¢)-t,
"legalulra” T,,(t)—t. Ebben a +o00 és —oo jelli koordinatdkkal kiegészitett vektorban
minden egyes koordinata vagy 0 vagy 1, és a koordinatak sora feliilrél lefelé haladva
novekvé. Tehat egy oszlop lehet azonosan 0, ez a W-ben is tiszta iires allapot, lehet
az oszlop azonosan 1, ez a W-ben is tiszta teli allapot, és lehet az oszlop feliilrél
lefelé haladva egy darabig 0, aztan 1. Automatatornyunk tehat viszonylag egyszerti
struktiraji, végtelen sok sor helyett jellemezheto ezzel a valtashellyel. Ez a kép
ott van a bizonyftas hétterében, de nem segiti igazdn annak megértését. A T (t)
automatakbol persze hasonlé torony rakhatd, csak benne a sorokat forditva kell
SZamozni.

Belathato, hogy a

P(U™(t) = U"(t))

valoszintiségek tetszoleges m < k parokra monoton nének és 1-hez tartanak ha ¢

tart a végtelenbe.

COUPLING A bizonyitasban alkalmazott technika a ”coupling”, parositas: bi-
zonyos értelemben inverze annak, amirol a sztochasztikus kapcsolatok vizsgalatanal
volt sz6: ott két mérheto tér szorzatan volt adva egy mérték, és azt vizsgaltuk, mi-
lyen sztochasztikus kapcsolatot képes teremteni az altala 6sszekotott terek kozott.
Most a mértéknek csak a két térre es6 marginalis mértékei adottak, és azt keressiik,
azok kozott a mértékek kozott, amelyek marginalisai az adott mértékek melyik
képes a két mérték kozott a legszorosabb kapcsolatot létesiteni. Itt a kapcsolat
szorossagat természetesen még konkrétan meg kell hatarozni. Diszkrét folyamatok

esetében ez gyakran egyszeriien azt jelenti, hogy a két folyamat egy id6 utan legyen
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identikus, mintegy lehessen a két folyamatot Osszeragasztani.

Ezzel a technikaval nagyon egyszerli példaul a Markov folyamatok ergodicitésat
bizonyitani: két tetszoleges kezdeti értékbol inditva iizemeltessiink egy darabig
ugyanazzal az atmenet matrixszal két fliggetlen realizaciot. Ha az atmenet matrix
minden eleme pozitiv, és az allapotok szama véges, akkor minden lépésben egy
fix szamnal nagyobb valdszintiséggel fognak a folyamataink talalkozni, és amig a
folyamataink fliggetlenek egymastol, ezek az alsé becslések Gssze is szorozhatdak
egymassal. Elobb vagy utobb tehat egy valdszintiséggel talalkozik a két folyamat.

Onnan kezdve meg jarhatnak egyiitt is, hiszen az dtmenet matrixaik azonosak.

GAcs TETELE Visszatérve Gray tételére felvethetd a kérdés, van-e egyaltalan
olyan automatasor, amelyik nem ergodikus. Ez a kérdés nem csak a szamegyenes
egészeiben il automatékra vethaté fel, hanem barmilyen més struktirara. Példaul
sikracsra. Furcsa mdédon a szamegyenes esete sokkal nehezebb, mint mas struktaraké.
Az ember kezdetben azt hiszi, borzaszté egyszerii ellenpéldat konstrudlni: ha az au-
tomatak lehetséges dllapotainak a szama nagy, valahol rogzithetjiik az ”igazsagot”,
és ha valahol hiba 1épne fel, a kornyez6 automataknak egyszertien csak "meg kell
gy6zniik” a helyes utrdél letért automatat a tévedésérdl, és minden rendbejon. Az
egyetlen baj a stacionaritds: a renegat is hiheti 6nmagarol, hogy 6 ismeri a helyes
utat. Ezen az ember gy prébalhat segiteni, hogy valahogy szavazastél teszi fliggévé
az igazsagot: az a jobb, amit tobben mondanak. Es itt iitkozik az egyszerld kon-
strukcio az allapotok szamanak a végességébe.

Az eredetileg Kurdjumovtdl szarmazoé konstrukcié alapgondolata az, hogy az
automatakbol blokkonként veliik ekvivalens automatdkat kell felépiteni. FEzekbe
a logikai értelemben létez6 automatakba is beszivarog a legalsé szint hibdja, de
csokkend mértékben, és mivel a szdmegyenes mindkét irdnyban végtelen, a logikai
hierarchia ”felfelé”, egyre nagyobb blokkok felé korlatlanul folytathaté. Ha a kiils6
szemlélo ki szeretné olvasni a bizonyos ideje miikodo automatasorbdl az igazsagot,

csupan ezt a logikai lancot kell befutnia.

FELADATOK:
12.1. (Eas) Ergodikus automatdk a sikrdcson.

12.2. (Gev) Gray couplingjanak vizsgalata.

IRODALOM:
L. Gray(1982): The positive rates problem for attractive nearest-neighbor spin

systems on 7, Zeitschrifts fiir Wahrscheinlichkeitstheorie und verwandte Gebiete
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61, 389-404

P. G4cs(1986): Reliable computation with cellular automata, Journal of Com-
puter System Science 32, 15-78

Komlés Janos-Moéri Tamas-Tusnady Géabor: Valdszintiségi mértékek bedgyazasa,
Egyetemi jegyzet, ELTE, TTK, 1993

13. SZTOCHASZTIKUS MEZOK

TEMAK: Curie-Weiss modell, Ising folyamatok, Gibbs mez6k, pontfolyamatok,

kriging, sztochasztikus geometria, képanalizis,

BEVEZETES Az id6sorokat kétféleképpen altaldnosithatjuk: valamilyen tobbdi-
menzi6s dologgal helyettesithetjiik magat az idét (ami természetes médon egydi-
menziés mennyiség), vagy az idé mellé felvehetiink més argumentumot is, amitol
a folyamat fiigghet. Az igy kapott véletlen fiiggvényeket hivjuk sztochasztikus

mezoknek.

CURIE-WEISS MODELL Legyen z k-dimenziés, 6 p-dimenziés vektor, f és g a k
dimenzids tér valamely X részén értelmezett fiiggvények, f értékei legyenek valds

szamok, g értékei p-dimenziés vektorok. Tegyiik fel, hogy az

x T
Ra@)= Y esp(n(f(5)— (6.9(2))
{Fex}
Osszeg (ahol (.,.) a skalaris szorzast jeloli, és = a k-dimenzids tér egész koordi-
nataju pontjain fut) véges minden n-re, és éllitsuk el6 azt az eloszldst, amely az

egészkoordinataju z-hez a

exp(n(f(5) = (0.9()))/Ra(0)

tomeget rendeli. Kérdés 0 becslésének aszimptotikus viselkedése, ha n tart végtelen-
ben.

A legegyszeriibb specidlis eset, ahol ezt az &altaldanos kérdést megvizsgalték a
Curie-Weiss modell. Ez egy urna-modell: m urndba n goly6t dobunk, v4, ..., v, az
egyes urnakbe keriil6 golydk szama, és a valdsziniiség logaritmusa a v; gyakorisagok

kvadratikus alakja.

ISING FOLYAMATOK Ultessiink a sik rdcspontjaiba véletlen +1-eket tigy, hogy a
szomszédos elbjelek kozott legyen ”kolcsonhatas”: az egész konfiguracio valészintisé-

ge fiiggjon az egymas melletti eltéro eldjelek szamatol is.
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Ha mondjuk | i |< n,| j |< n, legyen h(i, j) lehetséges értéke +1 vagy —1, és egy
ilyen h(i, 7) fliggvényhez rendeljiik hozza az értékeinek S Gsszegét, és a szomszédos

eltérd értéki helyek szamat jeloljiik T-vel. Tegyiik fel, hogy h(i, j) valdsziniisége az
exp(—(aS + BT))

mennyiséggel ardnyos. Kérdés, van-e ennek a mezonek hatarmezeje, ha n tart a
végtelenbe? Altaldban rogzithetjiik a folyamat értékeit az értelmezési tartomany
peremén, és kérdezhetjiik az ilyen rogzitések kiilonboz6 sorozataira ugyanezt, és

azt, hogy a limesz fligg-e a vélasztott sorozattol.

G1BBS MEZOK A fenti lehetdségek altaldnositédsai. Preston(1974,1976) konyvei
elég egyszerii bevezetést adnak, Liggett(1985) kdnyve elég nehezen olvashatd, ami

persze nem a szerzo hanem a téma hibéja.

PONTFOLYAMATOK A legegyszeriibb az u.n. Strauss folyamat. Ez egy olyan
idoben valtozé térbeli Poisson folyamat, amelyikben a pontoknak exponencidlis
élettartamuk van, ez a kornyezetiik izotrép fliggvénye, és a pontok sziiletési inten-
zitdsa is a kornyezettol fiigg. Tehat ismét van két fliggvény, mondjuk f és g, és a
sziiletési intenzitas exp(const + > f(d(z,x;)), ahol az Gsszegezés a folyamat pont-
jain fut, és d a tavolsag, x pedig az a pont, ahol az intenzitast ki akarjuk szamolni,
az élettartam paramétere hasonléan exp(const + > g(d(x,z;)), ahol most = persze

egy eleven pont.

KRIGING Itt egy izotrép Gauss mez6 értékeit ismerjiik néhany pontban, és
kivancsiak vagyunk masutt a folyamat értékeire. A dolgot az teszi nehézzé, hogy
nem ismerjiik a kovarianciastruktirat. (Ismerés ez a helyzet a Kalmén sziirésbol.)
A 7falusi kislany” moédszere persze itt is "miikodik” abban az értelemben, hogy ed-
dig még senki nem tiltotta meg a hasznalatat: el6szor megbecsiiljiik a kovarianciat,

majd igy hasznéljuk, mintha a valédi lenne.

SZTOCHASZTIKUS GEOMETRIA Egy egyszerii, az egész témat jellemzo tétel a
kovetkezd. Vegyiink fliggetlen, egyenletes eloszlasi pontokat egy centralszimmetri-
kus tartomanyban. Akkor annak a valdszinlisége, hogy a kivett pontok konvex
burka tartakmazza az origét nem fiig a tartomany alakjatol, csak a dimenziétél, és

a pontok szamatdl, és valamilyen binomidlis eloszlasra emlékezteto alakja van.

KEPANALIZIS A sztochasztikus mezdk vizsgalatdval érintkezd téle fiiggetlen terii-
let: vagy maga a vizsgalt kép kozelitheto ismert struktiraji mezovel, vagy a képek

kapcsolata.
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FELADATOK:

13.1. (Dip) Elgjelezziik a sikrdcs jobb felét véletleniil. Egy tetszéleges bo-
lyongas palydjahoz rendeljiik hozza az utbaejtett eléjelek Gsszegét. Mekkora ezek
maximuma?

13.2. (Isi) Elbjelezziik meg véletleniil a sikrdcs egy négyzet alakd részének a
pontjait. Legyen P a pozitiv el6jeli racspontok szama, és legyen E azoknak a
szomszédos racspontoknak a szdma, amelyek el6jele megegyezik. Hatarozzuk meg
P és E egyiittes eloszlasat.

13.3. (Sgl) Legyenek az X;;,1 <i,j < N madtrix elemei ¢ < j mellett fiiggetlen
standard normalisok, ¢ = j mellett legyen X;; = 0, és ¢ > j mellett legyen X;; =

Xji. Legyen tovabbd T tetszdleges pozitiv valés szam, és legyen

N N
1
kK(T) = Zexp T ZZXijéiaj ,
=1 j=1
ahol a jobb oldalon az Osszegezés az Osszes lehetséges +1 elemli N-dimenzids vek-

torra vonatkozik. Mit mondhatunk a

1 | N
Ple=y) = mexp TZZXijyiyj ;
i=1 j=1
eloszlasu véletlen binaris vektorrdl, ahol y tetszoleges +1 elemli N-dimenzids vek-
tor?

13.4. (Pot) Potts modell.

13.5. (Krt) Egy n x n méretii kertben négyféle névény né: zold, sérga, piros
és kék. Ha valamelyik novény éppen nincs a kertben, akkor az minden egyes
ires cellaban valamilyen intenzitassal kinGhet. A zoOld intenzitdsa a legnagyobb, a
tobbieké a mondott sorrendben fogy. Ha egy cellaban van valamilyen névény, az a
tavolsag négyzetével lecsengo intenzitassal bizonyos mas szint cellat atvaltoztathat
a sajat szinére. A z6ldbdl sarga lesz, abbdl piros, és mindharmukbdl lehet kék. A
kék onmagat pusztitja ugyancsak a tavolsag négyzetével lecsengd intenzitassal.

13.6. (Pkr) Mi torténik az el6z6 feladatban, ha a szomszédsag-grafot véletlen-
szerlien valasztjuk, de tavolsagnak az eredeti Euklideszi tavolsagot hasznéljuk?

13.7. (Gsz) Keressiink a csillagos égen a Goncdl Szekérhez hasonld érdekes
alakzatokat.

13.8. (Skt) Sztochasztikus képtisztitds.

IRODALOM:
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Fritz Jozsef: Az alakfelismerés statisztikai modszerei, Révész Pal és Fritz Joszef
el6adasai, MTA Mat. Kut. Int., 1974

C.J. Preston: Gibbs states on countable sets, Cambridge Univ. Press 1974

C.J. Preston: Random fields, Springer, 1976

T.M. Liggett: Interactive particle systems, Springer, 1985

I. Bardny-C. Buchta(1993): Random polytopes in a convex polytope, indepen-
dence of shape, and concentracion of vertices, Math. Ann. 297, 467-497

C.W. Gardiner: Handbook of stochastic methods, Springer 1990

14. SZTOCHASZTIKUS OPTIMALIZALAS

TEMAK: sztochasztikus approximécié tanulds modellek, simulated annealing,

neural networks, genetikai optimalizalas.
SZTOCHASZTIKUS APPROXIMACIO Lésd: irodalom.
TANULAS MODELLEK Lé&sd: irodalom.
SIMULATED ANNEALING Lasd: irodalom.
NEURAL NETWORKS Lasd: irodalom.
GENETIKAI OPTIMALIZALAS Lésd: irodalom.

FELADATOK:

14.1. (Usa) Az utazé iigynok feladatdnak megolddsa simulated annealinggel.

14.2. (Unh) Az utazé ligynok feladatdnak megolddsa neuron hélézattal.

14.3. (Ugo) Az utazé igynok feladatanak megolddsa genetikai optimalizéldssal.

14.4. (Rsa) Rédié-hulldimhosszak optimédlis megvalasztdsa simulated anneal-
inggel (cf.1.6 Rho).

14.5. (Rnh) R&dié-hullamhosszak optimélis megvalasztdsa neuron hélézattal
(cf.1.6 Rho).

14.6. (Rgo) Radié-hulldmhosszak optimélis megvalasztdsa genetikai optimali-
zéléssal (cf.1.6 Rho).

14.7. (Mta) Miért tojas alaki a tojds?

IRODALOM:
G. Tusnady(1974): On the updated maximum likelihood estimators, Studia Sci-

entiarum Mathematicarum Hungarica, 9, 377-389
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T.M. Cover-M.A. Freedman-M.E. Hellman(1976): Optimal finite memory learn-
ing algorithms for the finite sample problem, Information and Control 30, 49-85

J.J. Hopfield(1982): Neural networks and physical systems with emergent col-
lective computational abilities, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 79, 2554-2558

P.J.M. Van Laarhoven-E.H.L. Aarts: Simulated annealing: theory and applica-
tions, D. Reidel, Dordrecht-Boston-Lancaster-Tokyo, 1987

D.E. Goldberg: Genetic algoritms in search, optimization and machine learning,
Addison-Wesley, Reading, 1989

S. Forrest(1993): Genetic algoritms: principles of natural selection applied to

computation, Science 261, 872-878
15. FRAKTALOK
TEMAK: Julia halmazok, Mandelbrot halmaz, kontrakciék ldnca.
JULIA HALMAZOK Léasd: irodalom.
MANDELBROT HALMAZ Lasd: irodalom.
KONTRAKCIOK LANCA Lésd: irodalom.
IrRODALOM:
B.B. Mandelbrot: The fractal geometry of nature, W.H. Feeman, 1983
16. KAosz
TEMAK: Komplexitds, érzékenység, ciklikussdg, Feigenbaum tétele.
KOMPLEXITAS Ldsd: irodalom.
ERZEKENYSEG Ldsd: irodalom.
CIKLIKUSSAG Ldsd: irodalom.

FEIGENBAUM TETELE Lésd: irodalom.

FELADAT:

16.1. (Rek) Tekintsik az x,41 = x, — 1/z, rekurziét, és legyen x; egy
paraméterii exponencialis eloszlasi valdszintiségi véltozé. Hatarozzuk meg x1q

eloszlaséat.
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IroDALOM: P.Whittle: Systems in stochastic equilibrium, Wiley 1986

R.D. Devaney: An introduction to chaotic dynamical systems, Addison-Wesley
1989

S.N.Rasband: Chaotic dynamics of nonlinear systems, Wiley 1990

C.Robinson: Dynamical systems. Stability, symbolic dynamics, and chaos, CRC
Press An Arbor 1995
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