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Az alabbi feladatokban U nemtrivialis ultrafiltert jeldl N-en.
1. Igazoljuk, hogy
(a) minden parcidlis rendezés (P, <p) kiterjeszthetd egy (P, <'p) teljes rendezéssé ugyanazon az
alaphalmazon!
(b) = <p y pontosan akkor teljesiil, ha minden <, kiterjesztésre x </p y!

(c) ha P fa, akkor <p kiterjeszthetd jolrendezéssé!

2. Legyen X tetszéleges halmaz és tekintsiink egy ¥ : P(X) — {0,{0}} uni6- és komplementertartd
rdképezést. Mi lesz U—1({0})?

3. Bizonyitsuk be, hogy tetszsleges Ay, ..., A, partici6jara N-nek létezik egyetlen i, hogy A; € U.

4. Tekintsiik a kovetkezd relaciot NV-en: f ~ g <= {n: f(n) = g(n)} € U. Mutassuk meg, hogy ez
egy ekvivalenciarelacio! Definaljunk rendezést, dsszeadast, szorzéast az ekvivalenciaosztalyok halmazan.
Tgaz-e, hogy a kapott struktiura izomorf N-nel?

5. Legyen F : P(X) — P(X) monoton leképezés, azaz A C B esetén F(A) C F(B). Igazoljuk, hogy
valamely S-re F(S) = S.

6. Tekintsiik a kovetkezs jatékot: I és I felvaltva neveznek meg 0 < ng < n; < ng < ... természetes
szdmokat. I nyer <= [0,n0) U [n1,n2) U -+ € U. Bizonyitsuk be, hogy egyik jatékosnak sincs nyerd
stratégisjal

7. Igazoljuk, hogy N-en megadhatd 2° sok kiilénb6z6 ultrafilter!

8. Lassuk be, hogy hozzarendelhet§ minden korlatos (z,).cn valos sorozathoz egy “hatarérték” valos
szam lim™ z,,, amely a konvergens sorozatokhoz a szokasos hatarértékiiket rendeli hozza, additiv és

multiplikativ, azaz ha lim* (z, + y,,) = lim* z, + lim* y,, és im*(z,, + y,,) = lim* 2, + lim* y,, valamint
| im™ 2, | < sup |z,,|-

9. (Beadhato) Legyenek U, . .., U, nemtrivialis ultrafilterek N-en. Igazoljuk, hogy létezik olyan A halmaz,
hogy A és N\ A végtelenek és A €Uy N---NU,.



